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本 书 是 作者 在 多 年 的 科研 和 教学 基础 上 积累 而 成 .运用 几何 学 的 概念 和 方 
法 系统 地 分 析 和 推导 晶体 的 对 称 性 原理 及 晶体 的 衍射 原理 ,给 读者 以 鲜明 的 立 


这 体 概念 ， 便 于 理解 、 掌 握 和 应 用 。 全 书 共 分 为 三 部 分 ， 几何 晶体 学 基本 原理 、 
Rn 微观 空间 对 称 原理 和 晶体 中 X 射 线 衍射 基本 原理 。 第 一 、 二 篇 运用 一 般 位 置 等 
并 效 点 系 中 的 等 效 点 在 空间 的 对 称 分 布 与 空间 对 称 性 相 一 致 的 原理 ,分 别 对 晶体 
二 的 宏观 对 称 性 、 微 观 对 称 性 及 对 称 组 合 规律 进行 深入 的 阐述 和 分 析 ， 并 对 32 
= 个 点 群 和 230 个 微观 空间 对 称 组 合 给 予 系 统 推 导 .第 三 篇 在 晶体 点 阵 与 其 倒 易 
= 点 阵 相 互 关系 的 基础 上 ， 运 用 倒 易 点 阵 与 反射 球 的 数学 模型 及 其 相互 作用 关 
a 系 ,详细 六 明 劳 埃 散 射 方 程 和 布拉格 反射 方程 . 并 从 原理 上 简明 地 描述 了 几 种 
常用 的 重要 的 单 晶 衍射 方法 和 仪器 的 实际 运用 。 此 外 , 从 晶体 微观 空间 中 的 平 
移 矢量 所 导致 倒 易 阵 点 系统 消失 的 原理 , 阐明 衍射 的 系统 消光 规律 , 并 对 120 
个 衍射 群 给 予 推导 。 ; 

ES 本 书 是 晶体 学 . 晶体 结构 分 析 和 和 蛋白质 晶 体 学 等 专业 的 基础 , 可 作为 有 关 
专业 的 大 学 生 和 研究 生 的 专业 基础 读物 ,也 可 供 从 事 有 关 专 业 研 究 的 科技 人 员 
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内 容 简介 


本 书 是 作者 在 多 年 的 科研 和 教学 基础 上 积累 而 成 。 运 用 几何 学 的 概念 
和 方法 系统 地 分 析 和 推导 晶体 的 对 称 性 原理 及 晶体 的 衍射 原理 ,给 读者 以 
鲜明 的 立体 概念 ,便于 理解 .掌握 和 应 用 。 全 书 共 分 为 三 部 分 :几何 晶体 学 
基本 原理 ,微观 空间 对 称 原理 和 晶体 中 X 射线 衍射 基本 原理 。 第 一 ,二 篇 
运用 一 般 位 置 等 效 点 系 中 的 等 效 点 在 空间 的 对 称 分 布 与 空间 对 称 性 相 一 至 
的 原理 ,分 别 对 晶体 的 宏观 对 称 性 、 微 观 对 称 性 及 对 称 组 合 规律 进行 深入 的 
阐述 和 分 析 , 并 对 32 个 点 群 和 230 个 微观 空间 对 称 组 合 给 予 系 统 推导 。 第 
三 篇 在 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 相 互 关系 的 基础 上 ,运用 倒 易 点 阵 与 反射 球 
的 数学 模型 及 其 相互 作用 关系 ,详细 阐明 劳 埃 散射 方程 和 布拉格 反射 方程 ， 
并 从 原理 上 简明 地 描述 了 几 种 常用 的 重要 的 单 唱 衍 射 方 法 和 仪器 的 实际 运 
用 。 此 外 ,从 晶体 微观 空间 中 的 平移 矢量 所 导致 倒 易 阵 点 系统 消失 的 原理 ， 
曾 明 衍射 的 系统 消光 规律 ,并 对 120 个 衍射 群 给 予 推导 。 

本 书 是 晶体 学 .晶体 结构 分 析 和 蛋白质 晶 体 学 等 专业 的 基础 ,可 作为 相 
关 专业 的 大 学 生 和 研究 生 的 专业 基础 读物 ,也 可 供 从 事 相关 专 业 研究 的 科 
技 人 员 参 考 。 
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第 二 版 序 


《X 射线 晶体 学 基础 ) 一 书 终于 再 版 了 。 

十 五 年 前 ,该 书 是 应 国内 从 事 晶 体 结 构 研 究 的 科研 人 员 特 别 是 蛋白 质 晶体 学 
专业 的 研究 生 的 迫切 需要 ,作为 专业 基础 书 和 工具 书 而 出 版 的 。 十 五 年 来 ,晶体 学 
本 身 和 基于 晶体 学 基本 原理 的 相关 学 科 都 有 了 飞速 的 发 展 , 特 别 是 生命 科学 研究 
更 加 迫切 地 需要 由 分 子 和 原子 构成 的 “微观 世界 ?的 结构 信息 ,作为 结构 生物 学 主 
要 研究 手段 的 X 射线 晶体 结构 分 析 的 方法 和 手段 也 更 加 成 熟 和 高 效 ,并 且 为 越 来 
越 多 的 相关 学 科 的 研究 者 所 了 解 和 采用 。 然 而 ,正如 卢 嘉 锡 先生 在 本 书 第 一 版 序 
言 中 所 指出 的 :晶体 学 的 最 基本 的 问题 并 没有 改变 ”, 清 晰 地 理解 微观 空间 对 称 原 
理 和 衍射 原理 仍然 是 从 事 该 领域 研究 的 工作 者 所 必 备 的 专业 基础 知识 和 基本 功 。 
事实 上 , 正 是 有 幸 成 为 (X 射线 晶体 学 基础 ;一 书 的 读者 们 (其 中 不 乏 粱 栋 材 先生 历 
届 研 究 生 ), 以 他 们 受益 于 此 书 的 切身 感受 ,将 本 书 推荐 给 他 们 的 同事 和 学 生 ,以 至 
于 来 函 索 书 者 接连 不 断 , 包 括 在 国外 的 懂 中 文 的 该 领域 学 者 。 满 足 国内 外 从 事 晶 
体 学 ,特别 是 生物 大 分 子 晶体 学 研究 和 教学 的 迫切 需求 是 本 书 再 版 的 唯一 目的 。 

微观 空间 对 称 原理 和 衍射 原理 都 是 “看 不 见 ”“ 摸 不 着 ”的 抽象 而 枯燥 的 概念 ， 
梁 栋 材 先生 以 其 几 十 年 对 晶体 学 基本 原理 的 深刻 领悟 ,将 几何 晶体 学 和 X 射线 唱 
体 学 ,将 正 空间 和 倒 易 空间 基本 原理 和 概念 ,用 最 易 理 解 的 几何 空间 概念 来 闹 述 ， 
这 是 本 书 有 别 于 其 他 同类 论著 的 最 大 特点 ,培养 形象 思维 以 建立 高 度 的 空间 想象 
能 力 对 理解 本 书 的 真 缔 是 非常 重要 的 ,相信 本 书 的 再 版 将 不 负 读 者 的 期 待 。 

本 书 再 版 前 ,作者 再 次 对 全 书 进行 了 审阅 ,并 做 了 必要 的 校正 。 
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中 国 科学 院 院士 
南开 大 学 校长 


第 一 版 序 


晶体 学 的 发 展 史 可 以 追 湖 到 上 个 世纪 。 本 世纪 20 年 代 以 来 ,晶体 学 已 逐渐 成 
为 化 学 、 物 理学、 矿物 学 以 及 冶金 学 等 科学 和 技术 的 基础 ,而 最 近 二 三 十 年 来 晶体 
学 在 生物 学 上 的 应 用 展示 了 它 新 的 强大 生命 力 。 然 而 晶体 学 的 最 基本 问题 并 没有 
改变 ,生物 大 分 子 唱 体 学 也 必须 基于 微观 空间 对 称 原理 和 衍射 原理 之 上 .《X 射线 
晶体 学 基础 ;一 书 作 者 梁 栋 材 教授 在 长 期 的 研究 和 教学 工作 中 ,特别 是 与 青年 学 者 
的 共同 研讨 中 发 现 , 对 微观 空间 对 称 原理 的 清晰 理解 是 极为 重要 的 ,误解 直至 工作 
中 的 失误 常常 源 于 对 微观 空间 对 称 原 理 的 模糊 认识 ,而 这 样 一 种 清晰 的 理解 必须 
建立 在 高 度 的 空间 想像 能 力 基 础 上 。 所 以 该 书 没有 采用 和 群 论 等 比较 高 深 的 数学 手 
段 为 阐述 原理 的 工具 ,而 是 采用 最 基础 的 立体 几何 学 方法 来 直观 地 表达 晶体 学 的 
基本 原理 。 

梁 栋 材 教 授 早 年 在 苏联 留学 期 间 就 开始 归纳 繁杂 的 对 称 原理 ,以 后 在 他 三 十 
年 如 一 日 的 严谨 治学 过 程 当 中 形成 了 今天 这 样 的 体系 ,其 精华 在 于 将 微观 空间 对 
称 性 看 成 宏观 对 称 性 和 三 类 平移 的 组 合 , 并 且 运 用 一 般 位 置 等 效 点 系 中 等 效 点 在 
空间 的 对 称 分 布 与 空间 对 称 性 相 一 致 的 原理 ,对 晶体 的 对 称 性 给 予 深 入 的 阐述 和 
分 析 , 整 个 体系 分 明 而 易于 掌握 。 该 书 在 内 容 、 阐 述 方 法 和 结构 上 都 有 其 独到 之 
处 , 既 可 以 满足 研究 人 员 .教师 ,大学生 和 研究 生 等 各 种 读者 的 需要 ,同时 也 是 一 本 
晶体 学 的 工具 书 。 相 信 这 本 书 的 出 版 对 推动 国内 晶体 学 ,特别 是 对 生物 大 分 子 唱 
体 学 的 研究 和 教学 工作 会 起 到 很 好 的 作用 。 


1990 年 5 月 于 中 国 科 学 院 


第 一 版 前 言 


X 射线 晶体 结构 分 析 不 仅 是 研究 矿物 ,金属 、 无 机 化 合 物 及 有 机 化 合 物 等 空间 
结构 的 重要 手段 ,而 且 也 是 当今 研究 生物 大 分 子 , 诸 如 和 蛋白质、 核酸 及 病毒 等 三 维 
结构 及 其 构象 变化 的 极其 重要 的 手段 。X 射线 晶体 学 是 晶体 结构 分 析 的 重要 基 
础 ,在 实验 过 程 中 需要 熟练 地 了 解 及 掌握 晶体 对 X 射线 衍射 的 原理 ,而 晶体 的 对 
称 性 ,特别 是 晶体 微观 空间 对 称 性 原理 的 运用 贯穿 于 结构 分 析 的 始终 。 我 们 的 分 
析 研 究 对 象 是 在 三 维 空间 ,熟练 掌握 与 灵活 运用 晶体 对 称 性 原理 的 关键 是 鲜明 的 
立体 概念 。 

50 年 代 有 幸 在 苏联 A. H. KaraiiropocKkr 赴 和 IO. T. Cryqkos 教授 的 指导 下 攻 
读 研 究 生 学 位 , 深 深 感 谢 导师 的 启蒙 与 循 循 诱导 ,使 作者 步 人 X 射线 晶体 学 和 结 
构 分 析 领 域 并 打下 了 和 良好 的 基础 。 在 此 后 的 长 期 研究 工作 实践 中 ,在 许多 晶体 学 
先驱 们 的 知识 宝库 里 作者 获得 了 许 许多 多 的 教 益 ,并 逐渐 形成 了 自己 对 晶体 的 对 
称 性 原理 和 衍射 原理 的 理解 和 运用 方式 。 主 要 是 运用 几何 学 的 概念 和 方法 以 加 强 
立体 概念 ,从 而 便于 理解 .掌握 和 运用 。1963 年 和 1964 年 作者 在 中 国 科 学 技术 大 
学 讲授 固体 物理 学 有 关 ”“ 唱 体 学 ?部 分 的 过 程 中 , 对 自 己 的 上 述 理解 和 运用 方式 做 
了 初步 总 结 , 这 一 尝试 的 成 功 深化 了 作者 的 认识 。 相 隔 20 年 之 后 在 1983 年 至 
1989 年 的 七 年 期 间 , 作 者 为 中 国 科学 技术 大 学 生物 系 的 兼职 教授 ,主持 了 蛋白 质 
晶体 学 课程 ,并 主讲 “几何 晶体 学 ”及 “X 射线 晶体 学 ”两 部 分 。 在 此 期 间 , 对 于 运用 
几何 学 的 概念 和 方法 对 晶体 对 称 性 原理 的 理解 和 推导 进行 了 系统 的 总 结 ,并 编写 
成 授课 讲义 。 讲 稿 前 后 经 过 三 次 修改 和 补充 ,本 书 是 在 此 讲稿 基础 上 形成 的 ,希望 
本 书 有 助 于 本 专业 的 年 轻 学 者 。 此 外 ,本 书 肯定 还 有 许多 不 完善 和 不 足 之 处 ,恳请 
读者 批评 指正 。 

本 书 在 形成 以 及 编写 过 程 中 主要 参阅 了 :E. E. 弗 林 特 (Gammar) 著 人 结晶 学 原 
理 兴 杨 朝 粱 等 译 ,商务 印 书馆 ,1954 年 );T. 卫 . 柏 基 意 (Porziit) ,M. A. 巴 赖 - 柯 希 
志 (IIopo 六 Kommr) 著 《伦琴 射线 结构 分 析 实 用 教程 》 第 一 卷 ( 施 士 元 等 译 ,高 等 教 
育 出 版 社 ,1958 年 ); A. N. 季 达 依 哥 罗 茨 基 (Karaiiropockai) 著 《X 射线 结构 分 析 》 
( 黎 莞 圭 等 译 ,科学 出 版 社 ,1958 年 ); M. M. 乌 尔 福 偿 (Woolfson) 著 《X 射线 晶体 
学 导论 兴 中 国 科学 院 生物 物理 所 晶体 结构 分 析 组 译 , 科 学 出 版 社 ,1981 年 ); 周 公 
度 著 《 唱 体 结构 测定 》( 科 学 出 版 社 , 1981 年 ); M. J. Buerger, The Precession 
Method in X-ray Crystallography ( Wiley, 1964 ); K. Lonsdale ( ed, )， 

。V 。 


TInternational Tables for X-ray Crystallography (Vol. I, Kynoch,1952) 等 。 

本 书 的 编写 得 到 卢 嘉 锡 教 授 的 热情 鼓励 和 支持 ,在 此 深 表 感谢 。 任 重 同 志 
担 了 本 书 的 文字 校对 并 为 出 版 打印 成 稿 等 做 了 大 量 工作 ,并 得 到 中 国 科 学 院 科 学 
出 版 基金 的 资助 使 本 书 得 以 出 版 ,作者 在 此 都 表示 衷心 感谢 。 


1990 年 4 月 于 北京 
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几何 晶体 学 基本 原理 


第 一 章 “” 晶体 物质 的 主要 特性 
1.1.1 唱 体 内 部 结构 的 周期 性 


晶体 作为 固态 物质 中 的 一 种 形态 , 它 不 同 于 非 晶 态 物 质 的 最 主要 差别 ,在 于 它 
们 具有 规律 的 周期 排列 的 内 部 结构 。 晶 体内 部 物质 点 (原子 .离子 .分子 等 ) 在 三 维 
空间 具有 严格 的 周期 排列 堆积 ,这 是 晶体 与 其 他 形态 物质 的 最 主要 区 别 , 同 时 也 是 
晶体 具有 各 种 各 样 特 殊 性 质 的 根本 原因 。 

首先 以 食盐 (NaCD) 来 说 明 品 体 。X 射线 晶体 结构 分 析 结果 证 明 , 食 盐 是 由 钠 
离子 (Na+ ) 和 和 氯 离子 (Cl ) 在 三 维 方向 上 按 一 定 的 几何 规律 排列 而 成 。 如 图 1-1-1 
所 示 ,在 互相 垂直 的 X,Y,2 三 个 方向 上 Na+ 与 CI- 相间 排列 ,而 Na+ 和 Nat ,Cl- 
和 Cl- 之 间 最 短 距离 均 为 5. 628A(C1A=1X10-scm)。 这 种 在 内 部 结构 中 物质 点 
做 规律 的 周期 排列 的 固态 物质 , 称 为 晶体 。 


Zt < 5628A 一 -~ 


人) 气 离 子  @ 钠 离子 


图 1-1-1 毛 化 钠 昌 体内 部 结构 示意 图 


天 然 或 人 工 生 长 出 来 的 食盐 晶体 ,如 果 生 长 环境 良好 ,就 可 以 形成 一 个 完整 端 
正 无 色 透明 的 立方 体 。 这 种 立方 体 是 由 6 个 平滑 的 正方 平面 互相 连接 组 成 的 一 个 
有 限 封闭 空间 。 唱 体 表 面 的 每 个 平面 称 为 唱 面 ,两 个 晶 面 之 间 所 连接 的 直线 称 为 
品 楼 ,由 多 个 唱 面 组 成 的 有 限 封闭 体 称 为 晶体 多 面体 。 在 以 后 的 章节 中 我 们 将 会 
知道 ,晶体 多 面体 的 形状 它们 的 晶 面 及 唱 棱 ) 都 是 与 晶体 内 部 结构 ,特别 是 与 内 部 
结构 的 周期 性 密切 相关 的 。 如 果 晶 体 在 生长 过 程 中 受到 各 种 条 件 的 影响 (例如 受 
到 周围 介质 的 阻碍 ) ,也 许 就 不 可 能 生长 成 完整 端正 的 规则 多 面体 ,其 至 不 具有 多 


。3 。 


面体 外 形 , 但 其 内 部 结构 仍然 是 规律 地 周期 排列 , 它 仍 是 品 体 。 

人 类 最 早 在 自然 矿物 中 发 现 了 大 量具 有 规则 几何 外 形 的 非常 漂亮 的 天 然 唱 
体 。 于 是 就 把 这 种 具有 规则 几何 多 面体 外 形 的 固体 称 为 晶体 。 然 而 ,这 种 定义 显 
然 是 不 严谨 的 。 因 为 一 方面 , 某 些 具有 天 然 规 则 多 面体 外 形 的 “固体 ”并非 是 晶体 。 
例如 经 过 了 非 晶 质 晓 变 的 褐 帘 石 , 它 内 部 已 经 转变 成 非 晶 态 固体 , 却 仍 保留 着 原 晶 
体 的 天 然 多 面体 外 形 。 另 一 方面 ,由 于 晶体 生长 过 程 中 往往 会 受到 外 界 条 件 的 限 
制 , 以 致 并 非 所 有 的 晶体 都 有 机 会 形成 完整 的 规则 多 面体 外 形 。 例 如 组 成 花岗岩 
的 主要 矿物 一 一 长 石和 石英 都 是 品 体 ,然而 它们 并 不 表现 规则 的 多 面体 外 形 。 实 
际 上 ,在 自然 界 中 呈现 完整 的 规则 多 面体 外 形 的 晶体 并 不 是 很 多 的 。 

如 果 将 一 个 外 形 不 规则 的 或 故意 磨 圆 了 的 晶体 颗粒 放 在 生长 液 中 ,在 适当 的 
条 件 下 ,这 颗 晶体 可 以 继续 自由 生长 ,最 终 将 会 形成 具有 规则 多 面体 的 外 形 。 这 一 
结果 说 明 , 尽 管 在 许多 情况 下 晶体 并 没 能 长 成 完整 的 规则 多 面体 ,然而 它们 确实 具 
有 自发 地 成 长 为 规则 的 几何 多 面体 的 内 在 能 力 。 显 然 , 唱 体 的 这 种 性 质 是 受 着 品 
体内 部 的 结构 规律 所 支配 的 。 晶 体外 表 所 呈现 的 多 面体 形态 只 是 晶体 内 在 本 质 的 
一 种 外 在 反映 而 已 。 

因此 ,我们 不 应 该 仅 从 外 部 现象 诸如 它 的 形态 或 它 的 某 一 种 物理 或 化 学 特性 
来 给 晶体 下 定义 ,而 应 该 从 晶体 内 在 本 质 上 来 确切 地 定义 。 晶 体 的 根本 特征 在 于 
它 内 部 结构 的 周期 性 。 物 质点 在 内 部 三 维 空间 有 规则 地 周期 排列 是 晶体 区 别 于 其 
他 固态 物质 的 根本 标准 。 

1912 年 物理 学 家 劳 埃 (M. Laue) 第 一 次 在 实验 上 证 明了 晶体 的 根本 特性 一 一 
品 体 内 部 物质 点 在 三 维 空间 周期 地 排列 。 劳 埃 将 晶体 内 部 结构 所 具有 的 三 维 点 阵 
的 特性 作为 天 然 的 光栅 ,这 样 的 光栅 可 使 伦琴 (W. C. Rentgen)1885 年 所 发 现 的 X 
射线 引起 干涉 。 劳 埃 的 伟大 成 就 不 但 证 明了 晶体 的 根本 特性 ,而 且 将 晶体 学 推进 
到 一 个 新 的 纪元 。 


1.1.2 唱 体 空间 点 阵 与 晶 格 


晶体 实际 上 是 由 原子 .离子 .分 子 等 物质 点 在 三 维 空间 周期 地 排列 而 构成 的 国 
体 物 质 。 在 晶体 中 ,物质 点 按照 一 定 的 方式 在 空间 做 周期 性 规则 的 排列 。 相 隔 一 
和 定 的 距离 重复 出 现 , 具 有 三 维 空间 的 周期 性 。 

晶体 内 部 的 周期 性 结构 ,是 晶体 最 基本 的 也 是 最 本 质 的 特征 。 

我 们 在 研究 晶体 结构 中 各 类 物质 点 排列 的 规律 性 时 ,为 了 得 出 一 个 能 概括 各 
类 等 同 点 排列 的 一 般 规律 ,也 就 是 说 为 了 更 好 地 、 形 象 而 简单 地 描述 晶体 内 部 物质 
点 排列 的 周期 性 ,把 晶体 中 按 周期 重复 的 那 一 部 分 物质 点 抽象 成 一 些 几何 点 ,而 不 
考虑 重复 周期 中 它 所 包含 的 具体 内 容 ( 指 原子 、 离 子 或 分 子 ) ,从 而 集中 地 反映 周期 
重复 的 方式 。 这 种 几何 点 , 称 为 结 点 。 由 结 点 排列 成 的 三 维 点 阵 就 可 能 概括 地 表 


， 


明 各 种 等 同 点 在 晶体 结构 空间 中 的 排列 规律 ,我 们 称 之 为 晶体 结构 的 空间 点 阵 。 

显然 ,晶体 结构 的 空间 点 阵 是 晶体 结构 中 物质 点 的 周期 排列 的 一 种 几何 抽象 。 
建立 这 种 抽象 几何 图 形 的 具体 方法 ,可 以 根据 晶体 结构 的 周期 性 ,在 每 个 周期 中 某 
一 确定 的 地 方 给 出 一 个 结 点 ,这 些 从 晶体 中 无 数 个 重复 周期 中 所 抽象 出 来 的 一 组 
点 ,它们 在 三 维 空间 是 按 一 定 周期 重复 的 ,这 就 建立 起 三 维 的 点 阵 , 即 空间 点 阵 。 
点 阵 是 一 组 无 限 数目 的 结 点 ,连接 其 中 任意 两 点 可 得 一 矢量 ,将 此 矢量 平移 , 当 矢 
量 的 一 端 落 在 任意 一 点 时 ,矢量 的 另 一 端 必定 也 落 在 点 阵 中 另 一 点 上 ,所 以 ,晶体 
点 阵 中 的 每 个 阵 点 都 具有 相同 的 周围 环境 。 点 阵 中 每 个 阵 点 代表 着 一 定 的 具体 内 
容 ( 一 个 或 一 些 分 子 、 原 子 或 离子 等 物质 点 ) ,这 一 具体 内 容 称 之 为 晶体 内 部 的 结构 
基 元 。 所 以 我 们 可 以 把 晶体 结构 形象 地 用 下 式 表示 : 

晶体 结构 三 点 阵 十 结构 基 元 

这 一 表达 式 可 以 用 图 1-1-2 来 表示 。 


晶体 点 阵 结构 基 元 
图 1-1-2 以 晶体 点 阵 与 结构 基 元 的 复合 表达 晶体 结构 的 示意 图 
根据 点 阵 的 性 质 ,我 们 把 分 布 在 同一 直线 上 的 点 阵 叫 直线 点 阵 ( 阵 点 列 ) ,分 布 


在 同一 平面 上 的 点 阵 叫 平面 点 阵 ( 阵 点 平面 ) ,分布 在 三 维 空间 的 点 阵 叫 空间 点 阵 。 
图 1-1-3 分 别 表示 出 直线 点 阵 .平面 点 阵 和 空间 点 阵 。 


图 1-1-3 晶体 点 阵 示意 图 
(a) 直 线 点 阵 ( 阵 点 列 ); (b) 平 面 点 阵 ( 阵 点 平面 );(c) 三 维 空间 点 阵 


由 图 1-1-3 可 见 , 在 直线 点 阵 中 若 以 连接 两 个 阵 点 的 单位 矢量 a 进行 平移 , 必 
指向 男 一 阵 点 ,而 矢量 的 长 度 |a| 二 a 称 为 点 阵 参 数 。 平 面 点 阵 必 可 分 解 为 一 组 平 
行 的 直线 点 阵 , 并 可 选择 两 个 不 相 平行 的 单位 矢量 a 和 b, 将 其 划分 成 并 列 的 等 同 
的 平行 四 边 形 单位 ,而 点 阵 中 各 阵 点 都 位 于 各 平行 四 边 形 的 顶点 处 。 矢 量 a 和 
的 长 度 (|a| 二 a,1b| 二 5b) 及 其 夹 角 7 称 为 平面 点 阵 参数 。 一 个 简单 的 空间 点 阵 必 
可 分 解 为 一 组 平行 的 并 且 完 全 相同 的 平行 六 面体 单位 , 称 为 单位 格子 ,而 点 阵 中 的 
阵 点 都 位 于 各 平行 六 面体 的 顶点 处 。 矢 量 ab,e 的 长 度 a,b,c 及 它们 之 间 的 夹 角 
Y,B,a 称 为 点 阵 参数 或 晶 胞 参数 。 


lal=a, aAb=y 
|b| 一 5， aAc=p 
[cj 一 c， bAc=a 


通常 根据 矢量 a,b,e 选择 晶体 的 坐标 轴 X,Y,2Z ,使 它们 分 别 和 矢量 ayb,e 平 
行 。 国 际 上 实行 右手 定 则 以 确定 坐标 系 ( 伸 出 右手 的 3 个 指头 ,大 拇指 代表 X 轴 ， 
食指 为 Y 轴 ,中 指 为 Z 轴 ), 上 图 的 空间 点 阵 就 是 按 右手 定 则 确定 的 坐标 系 。 


图 1-1-4 平面 点 阵 中 割 取 单 位 格子 例 举 


显然 ,空间 点 阵 可 任意 选择 3 个 不 相 平 行 的 单位 矢量 ,将 点 阵 分 割 为 许多 完全 
相同 并 周期 重复 的 平行 六 面体 (单位 格子 ) ,根据 选择 的 单位 矢量 不 同 ,其 单位 格子 
的 样子 亦 不 相同 。 对 于 一 个 晶体 点 阵 , 原则 上 应 该 有 无 限 多 种 分 割 单位 格子 的 方 
式 ,但 基本 上 可 归结 为 两 类 :一 类 是 平行 六 面体 单位 内 只 包含 一 个 阵 点 者 (除了 平 
行 六 面体 的 8 个 顶点 之 外 ,不 再 有 其 他 附加 阵 点 。 在 每 一 顶点 上 的 阵 点 为 8 个 相 
邻 的 平行 六 面体 所 共有 ,因而 此 类 平行 六 面体 具有 阵 点 数目 应 为 8&X1/8 一 1) , 称 
为 “简单 格子 ”或 “ 素 格子 ”; 另 一 类 是 所 分 割 的 每 个 平行 六 面体 中 除 8 个 顶点 外 还 
有 附加 的 阵 点 ,因而 阵 点 数目 大 于 1, 这 种 平行 六 面体 称 为 “ 复 格子 ”。 图 1-1-4 是 
以 一 个 平面 点 阵 为 例子 ,示意 可 以 有 各 种 各 样 的 单位 格子 割 取 方式 。 


EO 的 空间 点 阵 都 可 以 用 无 限 多 个 完全 相同 的 平行 六 面体 的 单位 格 
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子 在 三 维 空间 周期 地 重复 来 表达 ,而 其 中 平行 六 面体 的 割 取 方式 原则 上 应 有 无 限 
多 种 。 对 于 晶体 点 阵 来 说 , 割 取 这 种 平行 六 面体 的 单位 格子 是 要 遵循 一 定 规则 的 ， 
有 关 这 方面 的 问题 ,我 们 将 在 以 后 的 “ 布 拉 维 ”格子 中 加 以 讨论 。 

在 点 阵 中 分 割 的 平行 六 面体 称 为 点 阵 的 单位 格子 。 从 男 一 角度 看 ,空间 点 阵 
是 由 无 限 多 个 单位 格子 所 构成 ,这 一 个 具有 严格 三 维 周期 性 的 格子 亦 称 为 空间 格 
子 , 唱 体 的 空间 点 阵 在 此 情况 下 称 为 晶 格 。 唱 体 点 阵 和 唱 格 具有 同样 的 意义 ,都 是 
从 实际 晶体 结构 中 抽象 出 来 的 ,表达 了 晶体 周期 性 结构 的 规律 。 

在 此 必须 强调 指出 ,空间 格子 以 及 组 成 空间 格子 的 结 点 、 结 点 行列 、 结 点 面 网 
及 单位 格子 等 等 , 均 只 是 一 些 抽象 化 的 几何 概念 ,所 讨论 的 结 点 在 空间 的 重复 以 及 
空间 的 分 割 等 问题 也 都 只 是 纯粹 的 数学 问题 , 而 晶体 的 结构 则 是 由 具体 的 物质 点 
所 构成 的 实在 的 东西 。 因 此 ,晶体 的 空间 格子 不 能 直接 等 于 晶体 结构 ,单位 格子 并 
不 能 完全 等 同 于 单位 晶 胞 ,而 结 点 也 不 直接 代表 某 一 种 物质 点 。 空 间 格子 和 结 点 
本 身 都 只 具有 纯粹 的 几何 意义 ,而 没有 任何 物理 、 化 学 上 的 意义 。 

然而 , 结 点 、 单 位 格子 、 唱 格 等 既然 都 是 由 具体 的 晶体 内 部 结构 加 以 抽象 化 而 
得 出 的 ,那么 ,如 果 进 行 相反 的 过 程 , 按 蝇 格 内 结 点 的 重复 规律 ,给 予 被 重复 的 具体 
东西 一 一 结构 基 元 ”简称 为 “ 基 元 ”) ,使 这 些 基 元 按 晶 格 中 结 点 分 布 的 规律 而 分 
布 , 则 我 们 将 可 回复 得 出 具体 的 某 一 特定 晶体 的 内 部 结构 。 这 里 所 谓 的 基 元 是 指 
组 成 晶体 内 部 结构 中 的 结构 独立 单元 ,它们 可 以 借助 平移 操作 而 彼此 联系 起 来 。 
图 1-1-5 以 二 维 空间 为 例 表 示 出 结构 基 元 一 一 方 框 部 分 的 结构 内 容 。 
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图 1-1-5 在 二 维 结构 中 单位 唱 胞 与 结构 基 元 的 举例 


显然 ,每 一 基 元 的 本 身 及 其 环境 与 其 他 基 元 都 必须 相同 。 从 而 如 果 在 晶体 内 
每 一 基 元 中 各 取 一 相应 的 等 同 点 , 则 这 些 等 同 点 就 将 构成 晶体 的 空间 点 阵 。 另 外 ， 
每 一 基 元 所 占 的 空间 则 相当 于 空间 格子 中 的 一 个 平行 六 面体 的 素 单位 ,每 个 基 元 
之 间 可 以 通过 素 单位 格子 的 3 个 矢量 的 平移 而 彼此 重合 。 在 晶体 结构 中 ,这 种 基 
元 可 以 是 由 一 个 原子 或 一 个 分 子 组 成 ,也 可 以 是 由 若干 个 原子 .离子 或 分 子 组 成 。 
例如 NaCl 结构 中 , 基 元 由 Cl 和 Na' 构成 ,而 在 复杂 的 蛋白 质 结构 中 ,组 成 每 个 
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基 元 的 原子 数目 可 以 多 至 数 以 万 计 。 此 外 ,以 NaCl 为 例 , 取 基 元 中 的 Cl 所 构成 
的 晶体 点 阵 和 取 Na 所 构成 的 点 阵 是 完全 一 样 的 ,二 者 只 在 空间 位 置 上 存在 着 一 
个 平移 关系 ,此 平移 就 是 Cl 与 Na’ 之 间 的 矢量 。 

通过 上 述 讨论 ,我们 可 以 知道 ,晶体 点 阵 与 晶 格 是 从 晶体 内 部 结构 的 周期 性 中 
抽象 出 来 的 , 它 反映 品 体 中 物质 点 排列 的 周期 性 规律 ,反映 了 晶体 结构 的 本 质 。 晶 
体 最 基本 的 特征 是 上 曲 体 结构 具有 空间 点 阵 式 的 周期 性 ,近代 和 射线 晶体 衍射 及 唱 
体 结构 测定 的 结果 早已 肯定 了 这 一 特征 。 同 时 也 应 指出 ,一 切实 际 晶体 的 内 部 结 
构 都 不 可 能 是 理想 的 .完整 的 空间 点 阵 结构 。 由 于 实际 晶体 有 一 定 的 大 小 ,晶体 中 
或 多 或 少 都 存在 一 定 的 缺陷 ,晶体 中 原子 处 于 热 运动 之 中 且 是 处 于 各 向 异性 的 热 
运动 之 中 等 情况 ,所 以 实际 晶体 的 结构 都 只 是 近似 的 空间 点 阵 结构 , 而 不 是 一 个 理 
想 的 空间 点 阵 。 

从 周期 重复 原则 ,不 可 避免 地 要 推导 出 晶体 的 空间 点 阵 是 一 个 在 各 方向 都 促 
展 至 无 限 远 处 的 无 限 图 形 。 这 种 性 质 可 从 一 直线 点 阵 无 限 延 伸 的 结果 得 以 证 明 。 
事实 上 由 物质 点 (原子 离子、 分 子 等 ) 排 列 而 成 的 晶体 结构 当然 不 会 占有 无 限 大 的 
空间 ,但 是 仍 不 妨碍 我 们 将 晶体 点 阵 视 为 一 个 无 限 图 形 , 理 由 有 二 :第 一 ,晶体 结构 
中 相 邻 两 物质 点 之 间 的 距离 ,其 数量 级 仅 为 数 个 埃 至 数 十 个 埃 , 即 10 “一 10 一 cm， 
因此 在 一 颗 唱 体 内 ,1 mm 线段 上 所 排列 的 物质 点 的 数目 相当 大 ,近似 地 视 之 为 无 
限 大 亦 无 不 可 ;第 二 ,晶体 在 适当 的 环境 中 ,如 果 养 分 供应 不 断 , 有 发 育 至 无 限 大 的 
可 能 性 ,虽然 这 是 一 个 不 可 能 实现 的 可 能 性 ,但 却 具 有 这 样 的 趋势 。 由 于 这 些 原 
因 ,在 以 后 研究 晶体 结构 中 物质 点 排列 的 某 些 几何 规律 性 时 ,为 推理 上 的 方便 ,我 
们 就 将 晶体 点 阵 视 为 无 限 图 形 。 

一 整 块 固体 中 内 部 物质 点 的 排列 基本 上 为 一 个 空间 点 阵 所 贯穿 , 称 为 单 晶 。 
有 些 固 体 是 由 许多 小 的 单 晶 在 各 个 方向 聚集 而 成 的 , 称 为 多 蝇 。 

一 切 物体 ,包括 所 有 的 晶体 在 内 ,它们 都 是 由 不 连续 的 物质 点 一 一 电子 .原子 、 
离子 或 分 子 所 构成 。 从 微观 角度 看 ,一切 物体 的 性 质 都 是 不 连续 的 ,这 一 点 对 晶体 
来 说 ,当然 也 不 例外 。 


1.1.3 晶体 的 其 他 一 些 基本 性 质 


晶体 除了 具有 内 部 结构 周期 性 这 一 最 基本 的 性 质 之 外 ,由 于 它 具 有 周期 性 , 唱 
体 还 具有 其 他 一 些 基 本 性 质 。 

1. 对 称 性 ”无论 晶体 的 宏观 形 貌 或 晶体 内 部 微观 结构 都 具有 自身 特有 的 
对 称 性 ,晶体 的 对 称 性 显然 是 取决 于 晶体 内 部 的 结构 。 晶 体 中 的 物质 是 按 空间 格 
子规 律 无 限 地 在 三 维 空间 作 周 期 性 重复 排列 。 显 然 , 晶体 对 称 性 所 具有 的 特性 是 
由 其 周期 性 所 决定 的 。 
2. 均一 性 (均匀 性 , 均 和 性 ) 蝇 体 结构 规律 的 最 根本 之 点 是 结构 中 的 任 一 
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物质 点 都 是 在 三 维 空间 作 周 期 性 重复 。 因 此 ,假如 在 晶体 的 各 个 不 同 部 位 都 取出 
足够 大 的 一 块 体积 时 ,它们 内 部 物质 点 的 性 质 及 物质 点 排列 的 方式 都 应 该 是 能 够 
相互 重复 的 , 即 都 是 相同 的 ,从 而 其 各 种 性 质 也 都 应 该 是 完全 一 致 的 。 晶 体 的 这 种 
性 质 称 为 均一 性 。 

所 以 ,晶体 的 均一 性 指 的 是 ,晶体 在 其 不 同 的 部 位 上 表现 为 具有 相同 性 质 的 
特性 。 

3. 各 向 异性 ( 措 向 性 ) ”物质 的 性 质 因 观 察 方向 的 不 同 而 有 所 差异 的 性 质 
称 之 为 异 向 性 。 

晶体 的 各 向 异性 是 由 于 晶体 构造 中 各 个 方向 上 物质 点 的 性 质 与 排列 方式 不 同 
所 引起 的 ,后 者 则 又 是 由 空间 格子 规律 所 决定 的 。 因 为 在 不 相 平行 的 行列 上 ,一 般 
情况 下 其 结 点 间距 并 不 相等 。 很 明显 ,晶体 的 性 质 在 一 定 的 外 界 条 件 下 ,取决 于 成 
分 和 内 部 结构 两 个 因素 。 既 然 在 不 同方 向 上 其 物质 点 的 性 质 及 排列 方式 均 不 相同 
( 即 其 成 分 和 结构 都 不 相同 ) ,那么 必然 要 导致 性 质 上 的 差异 。 

例如 矿物 中 的 蓝 剖 石 , 其 硬度 在 平行 其 晶体 延长 方向 上 可 以 被 小 刀 所 划 动 ,而 
在 垂直 于 延长 的 方向 上 ,小 刀 就 无 法 划 动 ,这 就 说 明 它 的 硬度 是 因 方向 而 异 的 。 

4. 自 范 性 ( 自 限 性 ) 在 晶体 的 基本 性 质 中 , 自 范 性 是 最 早 被 人 们 所 认识 
的 ,晶体 的 自 范 性 是 指 晶体 具有 自发 地 形成 封闭 的 几何 多 面体 外 形 , 并 以 此 范围 
《封闭 ) 着 它 本 身 。 这 就 是 说 ,晶体 占有 一 定 的 空间 ,其 外 表 为 唱 面 、. 唱 棱 及 项 角 等 
边界 要 素 所 包围 ,而 与 周围 的 介质 分 开 。 

晶体 所 具有 的 封闭 的 几何 多 面体 外 形 ,是 晶体 内 部 格子 构造 的 外 在 反映 。 唱 
体 的 发 生 与 生长 的 过 程 ,实质 上 就 是 物质 点 按照 空间 格子 规律 进行 规则 排列 和 堆 
积 的 过 程 。 

当然 ,由 于 外 部 因素 的 影响 ,有 时 使 晶体 不 能 表现 出 规则 的 几何 多 面体 外 形 或 
者 只 能 形成 不 完整 的 几何 多 面体 。 但 就 本 质 而 言 , 品 体 的 自 范 性 并 不 存在 任何 的 
例外 。 

5 最 小 内 能 性 ”任何 物体 ,包括 晶体 在 内 ,它们 都 具有 内 能 。 物 体 的 内 能 
可 能 因 它 所 处 的 热力 学 条 件 及 其 本 身 的 形状 及 物 相等 因素 的 不 同 而 异 。 在 相同 的 
热力 学 条 件 下 ,对 于 化 学 成 分 相同 ,但 呈 不 同 物 相 的 物体 相互 比较 而 言 , 则 以 呈 结 
晶 相 的 物体 一 一 晶体 的 内 能 为 最 小 。 

根据 分 子 运动 理论 ,物体 的 温度 与 物体 内 部 的 物质 点 的 平均 动能 有 着 密切 联 
系 。 物 体 的 温度 越 高 ,质点 的 热 运 动 就 越 强烈 ,其 平均 动能 也 就 越 大 。 换 言 之 , 物 
体内 能 中 的 动能 部 分 取决 于 物体 所 处 的 热力 学 条 件 , 因 而 , 它 不 能 用 来 比较 物体 间 
的 内 能 大 小 。 可 以 用 来 比较 物体 内 能 大 小 的 是 其 中 的 势能 部 分 。 物 体 的 势能 取决 
于 物体 内 部 物质 点 间 的 相对 位 置 , 即 它们 之 间 的 距离 与 排列 。 

我 们 知道 ,晶体 是 具有 格子 结构 的 固体 ,其 内 部 物质 点 之 间 呈 现 规则 排列 。 这 
种 规则 排列 , 正 是 物质 点 间 的 引力 与 斥 力 达到 平衡 的 结果 ,是 物质 点 之 间 的 一 种 密 
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堆积 。 因 而 ,在 这 种 情况 下 ,无 论 是 使 物质 点 间 的 距离 增 大 或 减少 ,都 将 导致 物质 
点 的 相对 势能 的 增加 ,从 而 使 整个 物体 的 势能 增加 。 气 体液 体 和 非 晶 态 物质 , 由 
于 它们 内 部 物质 点 的 排列 是 无 规则 的 ,导致 物质 点 间 的 距离 总 是 不 可 能 等 于 平衡 
距离 ,因而 它们 的 势能 比 唱 体 大 。 这 就 意味 着 ,在 相同 的 热力 学 条 件 下 ,它们 的 内 
能 也 都 比 晶体 大 。 

6. 稳定 性 ”晶体 的 这 一 基本 性 质 正 是 晶体 具有 最 小 内 能 的 必然 结果 。 晶 
体内 的 物质 点 因 必须 达到 平衡 位 置 而 做 规则 排列 。 物 质点 只 能 在 其 平衡 位 置 上 做 
轻微 振动 ,而 不 能 脱离 其 平衡 位 置 ,否则 将 导致 相 变 的 发 生 。 从 能 量 的 观点 说 ,由 
于 晶体 的 内 能 最 小 ,因而 物质 点 间 相 互 维系 的 作用 力 最 强 ,要 改变 它 的 位 置 就 必须 
对 它 做 功 , 也 就 是 说 需要 外 界 传人 能 量 。 因 此 , 相对 说 来 结晶 状态 是 最 稳定 的 

由 此 最 后 可 以 得 出 结论 ,结晶 状态 是 热力 学 稳定 的 状态 , 亦 即 在 一 定 的 外 界 条 
件 下 ,结晶 状态 不 可 能 自发 地 转变 为 其 他 的 物理 状态 。 
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第 二 章 面 角 恒 等 定律 
1.2.1 可 能 唱 面 与 实际 名 面 


在 第 一 章 中 已 说 明 晶体 是 具有 空间 点 阵 的 结构 特性 。 现 代 具 有 极 高 分 状 率 的 
电子 显微镜 已 经 直观 地 揭示 了 晶体 内 部 物质 点 排列 具有 三 维 格子 的 结构 特性 。 病 
毒 晶 体 的 电子 显微镜 照片 非常 清晰 地 显示 出 病毒 颗粒 之 间 的 排列 严格 地 遵循 三 维 
点 阵 的 规律 。 当 然 ,每 一 个 病毒 颗粒 是 由 成 万 以 至 数 十 万 个 原子 组 成 的 结构 。 但 
是 ,这 些 病 毒 颗粒 之 间 相 应 的 原子 原则 上 也 保持 着 这 种 三 维 点 阵 的 规律 。 

图 1-2-1 是 晶体 具有 格子 构造 的 示意 图 。 显 然 , 真 实 的 晶体 结构 要 比 这 示意 
图 复杂 得 多 ,但 是 仅 从 晶体 三 维 点 阵 角 度 来 讨论 ,晶体 内 部 物质 点 排列 的 三 维 格子 
特性 正如 图 1-2-1 所 示 。 从 图 可 知 ,晶体 的 晶 面 即 相 当 于 其 中 的 结 点 面 网 , 唱 棱 相 
当 于 结 点 的 行列 ,而 隅 角 顶 点 就 相当 于 结 点 。 


图 1-2-1 晶体 内 部 格子 结构 示意 图 


在 一 个 三 维 格子 中 ,凡是 不 在 同一 行列 上 的 3 个 结 点 都 可 决定 这 三 维 格子 的 
一 个 面 网 的 位 置 ,因而 三 维 格子 中 原则 上 应 该 具有 无 穷 多 的 面 网 ,这 些 面 网 不 仅 在 
空间 位 置 上 (方向 上 ) 而 且 在 其 特性 上 都 不 相同 。 某 些 面 网 上 结 点 的 分 布 较 密 或 较 
玖 于 其 他 面 网 的 结 点 分 布 ,因此 ,我 们 可 以 按照 结 点 的 密度 ,也 就 是 按 单位 面积 上 
所 具有 的 结 点 数目 来 区 分 这 些 面 网 。 每 一 族 相互 平行 的 结 点 面 网 原则 上 都 有 可 能 
是 晶体 的 一 个 晶 面 ,因此 ,晶体 中 应 该 具有 许 许 多 多 (原则 上 应 具有 无 穷 多 ) 的 可 能 


hy 


曲面 。 

实际 上 ,并 非 所 有 可 能 的 面 网 族 都 能 显现 为 真实 品 面 。 而 且 晶体 在 生长 过 程 
中 ,发 育 得 快 的 曾经 显现 的 唱 面 将 会 消失 ,发育 得 越 
快 ,消失 得 越 旱 。 图 1-2-2 所 示意 的 三 个 曲面 ,由 于 
晶 面 如 的 发 育 比 唱 面 A 和 C 快 ,最 终 晶 面 B 消失 ， 
而 只 保存 晶 面 A 和 C。 所 以 ,我 们 所 看 到 的 实际 晶 
体 是 一 个 由 为 数 极 少 的 几 个 至 几 十 个 实际 晶 面 所 组 
成 的 多 面体 。 残 留 于 实际 晶体 中 的 唱 面 称 为 实际 
曲面 。 

一 般 来 说 残留 于 晶体 多 面体 中 的 实际 晶 面 都 是 
密度 大 的 晶 面 ,其 中 密度 最 大 的 品 面 优先 保留 在 实 
图 1-2-2 晶体 生长 过 程 中 际 晶 体 中 , 密度 较 小 的 较 次 出 现 , 密 度 再 小 些 的 晶 面 
发 育 快 的 晶 面 也 消失 示意 图 ”就 更 难以 在 实际 晶体 中 发 现 ,这 就 是 所 谓 晶 面 发 育 

次 第 规律 。 


1.2.2 唱 体 的 唱 面 间 夹 角 恒 等 


由 于 晶体 在 形成 和 发 育 过 程 中 的 外 界 条 件 差异 ,同一 种 物质 (化 合 物 ) 同 一 晶 
型 的 晶体 可 能 具有 各 种 外 形 的 多 面体 ,它们 各 自 具 有 的 唱 面 的 数目 和 大 小 乃至 它 
们 的 形状 可 能 很 不 相同 ,但 各 个 唱 体 中 相应 的 唱 面 之 间 夹 角 却 始终 不 变 。 

对 于 同一 晶体 内 部 结构 ( 同 质 同 构 ), 任 何 两 族 平 行 的 物质 点 面 网 之 间 的 夹 角 
应 该 是 恒定 的 。 既 然 晶体 内 部 结构 中 一 族 平 行 的 物质 点 面 网 是 对 应 于 晶体 外 形 
《多 面体 ?的 一 个 晶 面 ,相应 于 这 两 族 面 网 的 唱 面 之 间 的 夹 角 当 然 也 应 该 保持 不 变 ， 
尽管 这 些 同 质 同 构 的 晶体 之 间 具 有 很 不 相同 的 外 形 ,以 及 它们 所 具有 的 唱 面 数目 
和 大 小 也 很 不 相同 。 

同一 物质 同一 唱 型 ( 同 构 ?的 所 有 晶体 ,相应 晶 面 (以 及 唱 楼 ) 之 间 的 夹 角 恒 定 
不 变 , 称 为 面 角 恒 等 定律 。 

石英 的 晶体 具有 几 种 外 形 不 同 的 多 面体 ,但 在 它们 所 具有 的 唱 面 中 ,相应 的 唱 
面 之 间 夹 角 是 不 变 的 。 石 英 晶体 及 赤 铁 矿 (FesOs ) 晶 体 的 这 种 特性 早 在 17 世纪 
中 叶 就 被 人 们 所 了 解 。 而 在 18 世纪 里 许多 晶体 的 面 角 测 定 工作 证 实 了 面 角 恒 等 
定律 完全 适用 于 所 有 物质 的 晶体 。 在 18 世纪 以 来 相当 长 的 时 期 里 , 面 角 恒 等 定律 
被 应 用 于 许多 矿物 的 鉴定 。 唱 体 结构 研究 更 使 人 们 对 晶体 面 角 恒 等 定律 的 内 在 因 
素 有 了 一 个 完全 透彻 的 了 解 。 

测量 曲面 间 夹 角 的 仪器 是 由 粗糙 的 接触 式 测 角 器 逐步 发 展 为 具有 相当 高 精度 
的 光学 测 角 仪 。 

接触 式 测 角 器 如 图 1-2-3 所 示 , 将 晶体 的 两 个 唱 面 或 两 个 楼 分 别 与 测 角 器 的 
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分 度 器 和 旋转 小 尺 接触 ,从 而 读 出 它们 之 间 
的 夹 角 。 

光学 测 角 仪 有 各 式 各 样 , 诸 如 单 圈 反 射 
测 角 仪 . 双 圈 反射 测 角 仪 .三 圈 反 射 测 角 仪 
等 ,它们 的 原理 基本 相同 。 图 1-2-4 是 一 种 
光学 反射 测 角 仪 的 工作 原理 。 章 体 安 装 在 p 一 
转轴 上 ,而 5 转轴 又 可 以 随 着 曲 辟 沿 着 底盘 2 
作 9 角度 的 旋转 。 平 行 光 束 通过 光学 装置 > 
向 晶体 发 射 一 束 带 十 字 或 其 他 标记 的 光束 
并 聚焦 于 晶体 。 目 测 装置 用 于 观察 晶体 中 
晶 面 对 和 人 射 光 的 反射 信号 。p 轴 、 入 射 光束 图 1 2.3 接触 式 测 角 器 示意 图 
及 反射 光束 必须 落 在 同一 平面 上 并 相交 于 一 点 ,晶体 被 安装 在 它们 的 交点 上 。 


图 1-2-4 光学 测 角 仪 的 工作 原理 示意 图 


晶体 的 任 一 曲面 在 特定 的 o 和 9 值 时 可 像 镜 面 那样 ,准确 地 将 入 射 光 反射 到 
目测 装置 。 这 样品 体 一 旦 被 安装 之 后 ,将 可 以 获得 晶体 中 各 唱 面 的 特定 p 和 ov 值 。 
球体 坐标 和 9? 表达 了 各 晶 面 的 相对 位 置 。 从 各 晶 面 之 间 的 p 和 yw 的 关系 ,很 容 
易 计 算出 曲面 之 间 的 夹 角 。 当 然 对 我 们 来 说 ,实际 上 只 要 计算 出 各 晶 面 法 线 之 间 
的 夹 角 也 就 可 以 了 。 这 种 计算 也 可 以 用 下 面 讲 到 的 “ 乌 氏 网 ?来 处 理 ,有 关 乌 氏 网 
的 应 用 在 费 林 特 所 著 的 《几何 结晶 学 实习 指导 》@ 有 详细 论述 。 


1.2.3 晶体 的 投影 


晶体 是 一 个 占有 一 定 空 间 的 多 面体 , 唱 体形 貌 学 就 是 研究 晶体 的 几何 形状 ,其 


中 地质 出 版 社 ,1954 年 。 


根本 任务 在 于 研究 晶体 多 面体 中 各 个 晶 面 之 间 的 几何 关系 。 面 角 恒 等 定律 不 但 指 
出 了 晶体 中 相应 唱 面 ( 棱 ) 之 间 夹 角 恒 定 不 变 , 而 且 揭 示 了 晶体 中 各 晶 面 ( 棱 ) 之 间 
具有 一 种 特定 的 关系 。 在 同 质 同 构 的 晶体 中 ,虽然 唱 面 的 数目 .大 小 及 形状 有 所 差 
异 , 但 唱 面 ( 棱 ) 之 间 的 特定 关系 并 不 改变 。 为 了 透彻 而 又 简便 地 研究 这 种 关系 ,人 
们 研究 晶体 几何 学 的 时 候 , 更 大 的 兴趣 是 在 于 这 些 多 面体 中 各 个 面 之 间 的 几何 关 . 
系 , 而 不 在 于 每 个 唱 面 的 大 小 和 形状 。 以 唱 面 的 法 线 而 不 是 以 唱 面 作为 对 象 是 研 
究 它们 之 间 特 定 关系 的 最 方便 的 途径 ,这 样 的 研究 更 有 利于 揭露 晶体 的 对 称 特征 。 

对 晶体 的 合理 投影 既是 几何 晶体 学 的 重要 研究 手段 ,同时 也 是 几何 晶体 学 的 
一 种 十 分 重要 的 表达 方式 。 在 几何 晶体 学 中 常用 的 投影 方法 , 视 其 投影 面 和 视点 
所 处 位 置 的 不 同 而 分 为 极 射 赤 平 投影 和 心 射 极 平 投影 等 , 因 其 特点 不 同 而 适用 于 
不 同 的 场合 。 

首先 将 唱 体 的 唱 面 向 球面 作 投影 ,设想 将 晶体 固定 于 球 的 中 心 ,晶体 的 每 一 个 
曲面 作 交 于 球 心 的 面 法 线 , 并 延伸 与 球面 相交 (如 图 1-2-5 所 示 )。 然 后 将 晶体 移 
离 球体 ,此 时 球面 上 残留 着 晶体 全 部 唱 面 法 线 的 交点 ,这 些 交点 称 之 为 晶 面 的 极 
点 。 如 果 此 球面 具有 像 地 球 仪 那样 的 经 纬 线 ,而 且 以 p 表示 经 度 ,p 表示 纬度 , 那 
么 前 面 光学 测 角 仪 所 记录 的 晶体 各 晶 面 的 球体 坐标 p 和 9 在 这 里 将 有 一 致 的 表 
达 。 球 面 上 任意 两 结 点 之 间 的 弧度 严格 地 表示 了 相应 的 两 个 蝇 面 法 线 之 间 的 来 
角 。 自 然 , 面 间 夹 角 就 是 它 的 补 角 。 


图 1-2-5 位 于 球 心 的 晶体 ,其 晶 面 法 线 与 球面 相交 后 给 出 的 结 点 


为 了 把 晶 面 的 极点 从 球面 的 三 维 表 达 转 移 为 二 维 平面 的 表达 ,我 们 还 要 作 进 
一 步 的 投影 ,最 方便 的 有 两 种 方法 , 即 心 射 极 平 投影 和 极 射 赤 平 投影 。 

1. 心 射 极 平 投影 ”将 投影 平面 与 上 述 带 有 唱 面 极点 的 球面 相 切 于 球面 上 的 
任意 一 点 ,以 球 心 为 视点 ,将 球面 上 的 晶 面 极点 投影 于 投影 平面 上 , 即 以 球 心 与 球 
面 上 的 曲面 极点 作 直 线 延 伸 到 投影 平面 ,此 直线 与 投影 平面 相交 点 即 为 此 晶 面 极 
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点 的 投影 点 。 

很 清楚 ,投影 直线 与 投影 平面 平行 的 那些 剖面 极点 是 无 法 在 有 限 的 投影 平面 
上 作 投 影 的 。 因 此 ,一 个 投影 平面 只 能 记录 球面 上 部 分 晶 面 极点 。 

这 种 投影 方法 很 少见 于 对 几何 晶体 学 的 描述 ,但 它 对 X 射线 晶体 学 中 劳 埃 衍 
射 照 片 的 诠释 却 十 分 有 用 。 

2. 极 射 赤 平 投影 。” 将 上 述 带 有 曲面 极点 的 球面 中 的 一 个 直径 平面 作为 投影 
平面 ,而 且 将 此 平面 切割 球面 所 得 的 圆周 作为 投影 的 基 圆 ,以 基 圆 的 两 个 极点 ( 即 
通过 球 心 的 基 圆 法 线 与 球面 相交 的 两 个 点 ) 中 之 一 作为 视点 ,这 里 假定 取 基 圆 下 面 
的 极点 作为 视点 ,将 此 视点 与 基 圆 上 面 的 球面 上 的 晶 面 极点 作 连 接线 ,这 些 直线 必 
与 投影 面相 交 , 这 些 相交 点 就 是 晶 面 极点 的 极 射 赤 平 投影 点 。 图 1-2-6 是 极 射 赤 
平 投影 示意 图 。 


图 1-2-6 极 射 赤 平 投影 示意 图 


以 基 圆 的 另 一 个 极点 作为 视点 ,可 以 对 另 一 半球 面 上 的 唱 面 极点 用 同样 方法 
作 投 影 ,而 且 投 影 点 亦 落 在 同一 个 投影 平面 上 。 为 了 区 分 基 圆 上 下 两 半球 面 上 晶 
面 极点 的 投影 结果 ,可 以 分 别 用 圆圈 (O) 和 又 (xX) 表示 。 

极 射 赤 平 投影 可 以 将 整个 晶体 在 球面 上 的 晶 面 极点 投影 于 一 个 平面 上 , 而且 
全 部 投影 点 都 落 在 投影 平面 的 基 圆 范围 内 。 极 射 赤 平 投影 图 上 的 一 个 结 点 ( 
或 又 ) 表 示 它 相应 的 晶 面 法 线 的 相对 方向 ,当然 它 就 表达 了 该 晶 面 在 晶体 中 所 处 的 
相对 方位 。 极 射 赤 平 投影 图 上 任意 两 个 结 点 之 间 的 相对 位 置 表 达 了 这 两 晶 面 法 线 
的 夹 角 (这 两 品 面 间 夹 角 自然 就 是 它 的 补 角 )。 乌 氏 网 的 运用 可 以 帮助 我 们 直接 从 
极 射 亦 平 投影 图 上 读 出 任意 两 点 之 间 的 夹 角 ,并 且 可 以 对 晶体 投影 方向 进行 变换 。 
有 关 这 方面 的 原理 可 参阅 费 林 特 著 的 (几何 晶体 学 实习 指导 》。 

极 射 赤 平 投影 方法 是 对 晶体 进行 几何 晶体 学 研究 和 描述 的 一 种 十 分 重要 的 手 
段 ,下 面 的 章节 中 我 们 将 会 经 常 运用 它 。 


Se 


不 难看 出 ,无 论 心 射 极 平 投影 还 是 极 射 赤 平 投影 ,它们 的 结果 都 是 把 一 组 曲面 
组 成 的 晶体 变换 为 一 群 结 点 的 表达 。 晶 体 多 面体 中 晶 面 之 间 的 几何 关系 已 变 为 点 
与 点 之 间 的 关系 ,至 于 这 些 晶 面 在 真实 晶体 中 的 实际 形 貌 (大 小 和 形状 7 就 失去 了 
意义 。 从 这 一 群 点 可 以 描绘 出 一 个 准确 的 晶体 多 面体 外 形 , 但 是 它 已 不 再 是 某 个 
真实 晶体 的 外 形 , 而 只 是 代表 着 这 种 晶体 的 一 种 ”理想 化 ”的 外 形 。 


第 三 章 晶体 的 对 称 原 理 


在 自然 界 中 ,不 会 有 其 他 一 种 物 相 会 有 晶体 那么 多 样 化 的 对 称 。 对 称 是 晶体 
所 特有 的 性 质 。 晶 体 具 有 如 此 复杂 多 样 的 对 称 , 是 由 于 其 内 部 结构 的 三 维 周期 特 
性 决定 的 。 卓 体外 形 的 对 称 是 晶体 内 部 结构 对 称 (微观 空间 对 称 ) 的 反映 。 有 关 晶 
体 的 微观 空间 对 称 将 在 第 二 篇 的 章节 中 给 予 阐明 ,本 章节 的 讨论 只 限于 几何 晶体 
学 范畴 , 即 只 讨论 晶体 的 宏观 对 称 一 一 多 面体 外 形 的 对 称 。 这 里 ,在 研究 晶体 多 面 
体 的 对 称 时 ,我们 只 注意 晶体 多 面体 中 晶 面 之 间 的 相互 关系 ,而 晶 面 在 实际 晶体 中 
的 形状 和 大 小 却 是 不 重要 的 。 


1.3.1 对 称 的 概念 及 品 体 的 对 称 性 


首先 ,对 称 的 定义 是 :物体 或 物体 各 个 部 分 借助 于 一 定 的 操作 而 有 规律 地 重 
复 。 例 如 ,人 的 双手 就 是 对 称 的 。 它 们 可 以 借助 于 一 个 反映 平面 的 反映 操作 使 之 
相 重 合 。 

晶体 的 对 称 是 指 晶体 中 各 个 部 分 借助 于 一 些 几 何 要 素 及 以 此 为 依赖 的 一 些 操 
作 而 有 规律 地 重复 。 几 何 晶体 学 中 所 讨论 的 对 称 是 指 晶 体 多 面体 外 形 中 的 各 个 部 
分 ( 唱 面 、 棱 . 角 ) 借 助 于 一 些 几何 要 素 及 以 此 为 依赖 的 一 些 操作 得 以 有 规律 地 
重复 。 

呈现 一 定形 式 对 称 的 图 形 称 为 对 称 图 形 。 几 何 晶体 学 研究 对 象 是 一 个 有 限 空 
间 的 晶体 多 面体 外 形 , 它 是 一 个 有 限 的 对 称 图 形 。 有 限 对 称 图 形 中 各 个 独立 部 分 
依赖 于 某 种 几何 要 素 通过 某 一 种 (或 多 种 ) 操 作 之 后 使 之 相互 重合 ,而 且 不 断 地 循 
环 重复 使 整个 对 称 图 形 复原 。 类 似 于 双手 这 样 的 一 个 图 形 属于 其 中 一 种 有 限 对 称 
图 形 , 其 中 一 只 手 (对 称 图 形 的 一 个 独立 部 分 ) 可 以 借助 于 在 两 只 手 之 间 的 一 个 反 
映 面 的 反映 操作 而 与 男 一 只 手 ( 对 称 图 形 的 另 一 独立 部 分 ) 得 以 重合 。 继 续 进行 这 
种 操作 , 另 一 只 手 将 与 原来 那 一 只 手 重复 ,继续 不 断 的 操作 将 循环 重复 ,使 整个 对 
称 图 形 ( 双 手 ) 复 原 。 这 种 使 对 称 图 形 复原 的 特性 称 为 对 称 操作 的 封闭 性 。 

对 称 图 形 中 各 个 独立 相同 部 分 通过 某 一 种 操作 使 之 互相 重合 并 最 终 使 对 称 图 
形 复原 ,这 种 操作 我 们 称 之 为 对 称 操作 。 

施行 对 称 操作 时 ,必须 凭借 一 定 的 几何 要 素 (点 、 线 . 面 ), 这 些 几 何 要 素 称 为 对 
称 要 素 , 即 对 称 元 素 。 

对 称 图 形 中 经 对 称 操作 后 ,各 个 相互 重合 的 独立 部 分 图 形 , 称 为 对 称 等 效 图 
形 。 各 个 对 称 等 效 图 形 之 间 存 在 着 “对 称 等 效 ” 的 关系 。 


Te 


晶体 的 形 貌 学 研究 指出 ,晶体 多 面体 外 形 中 的 晶 面 ( 晶 棱 及 角 ) 之 间 存 在 着 各 
种 对 称 关 系 。 借 赁 着 一 定 的 对 称 元 素 进行 对 称 操 作 之 后 ,它们 可 得 以 重合 。 品 体 
多 面体 是 一 个 十 分 完美 的 空间 (有 限 ) 对 称 图 形 。 在 这 种 对 称 图 形 中 , 晶 面 将 是 整 
个 图 形 中 的 一 个 独立 部 分 。 

就 如 上 面 讨论 晶体 投影 时 那样 ,我 们 在 研究 晶体 的 对 称 性 时 所 注意 的 也 只 是 
多 面体 中 晶 面 之 间 的 几何 关系 ,而 唱 面 在 实际 晶体 中 的 形状 和 大 小 却 是 不 重要 的 。 
在 下 面 的 许多 讨论 中 , 对 我 们 来 说 研究 晶体 多 面体 中 晶 面 之 间 的 关系 ,只 需 研 究 在 
投影 球面 上 一 群 点 内 点 与 点 之 间 的 关系 就 足够 了 。 由 唱 面 组 成 的 对 称 图 形 将 由 一 
群 点 所 组 成 的 对 称 图 形 所 代替 , 晶 面 之 间 的 对 称 将 由 点 与 点 之 间 的 对 称 所 代替 。 
在 这 样 的 讨论 中 ,点 与 点 的 对 称 等 效 对 称 ) 等 效 点 对称 ) 等 效 点 系 以 及 点 群 等 
的 概念 将 会 被 建立 和 运用 。 

晶体 多 面体 是 一 个 有 限 空间 的 对 称 图 形 , 因 此 , 它 所 具有 的 对 称 元 素 (点 、 线 、 
平面 ) 将 通过 这 个 多 面体 的 重心 。 换 名 话说 ,各 种 对 称 元 素 必 然 与 投影 球面 的 球 心 
相交 。 

下 面 我 们 将 详细 介绍 晶体 中 可 能 存在 的 各 种 对 称 元 素 ,它们 是 晶体 多 面体 的 
有 限 图 形 中 可 能 存在 的 宏观 对 称 元 素 。 为 了 帮助 理解 每 个 对 称 元 素 的 性 质 及 其 对 
称 操 作 特 点 ,我 们 对 每 一 种 对 称 元 素 都 画 出 对 称 元 素 及 其 对 称 等 效 点 的 示意 图 、 对 
称 元 素 及 其 对 称 等 效 点 的 极 射 赤 平 投影 图 ,以 及 表达 这 种 对 称 性 的 多 面体 。 另 外 
为 了 读者 在 实际 工作 中 应 用 ,除了 介绍 每 一 种 对 称 元 素 的 国际 符号 及 习惯 符号 外 ， 
我 们 还 将 列 出 该 对 称 元 素 的 对 称 操 作 所 导出 的 一 般 位 置 等 效 点 坐标 ,这 实际 上 就 
是 该 对 称 元 素 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 在 对 称 元 素 国 际 符号 后 面 的 圆 括 弧 内 所 标 出 
的 是 该 对 称 元 素 的 坐标 。 这 里 必须 对 读者 预先 说 明 ,按照 晶体 学 国际 习惯 的 表达 
方式 ,坐标 变量 的 负 值 一 x, 一 y, 一 z 将 等 同 地 表示 为 元 ,7,z。 


1. 3.2 对 称 自身 、 对 称 中 心 及 对 称 面 


1.3.2.1 对 称 自身 


对 称 自 身 的 对 称 操作 是 自身 对 称 操 作 , 图形 的 自身 实际 上 是 什么 操作 也 不 必 
进行 ,当然 也 设 有 对 称 等 效 。 这 是 晶体 中 可 能 存在 的 一 种 最 低 对 称 性 的 对 称 元 素 ， 
而 且 是 在 品 体 中 实际 存在 的 一 种 对 称 元 素 ( 见 图 1-3-1) 。 

国际 符号 为 1 ,习惯 记号 为 志 。 

当 它 处 于 任意 坐标 系 中 的 坐标 原点 时 , 它 的 坐标 是 1(000), 所 导出 的 一 般 位 
置 等 效 点 系 为 : 


1(000) 
TV ZE Vy 


(a) (b) (c) 


图 1-3-1 对 称 自身 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 ;(c) 多 面体 


1.3.2.2 对 称 中 心 


对 称 中 心 的 对 称 操作 是 反 伸 对 称 操作 。 设 有 一 个 几何 点 , 作 通 过 该 点 的 任意 
直线 ,在 直线 上 距 该 点 等 距离 的 两 端 可 以 找到 性 质 完全 相同 的 两 个 对 称 等 效 点 ,该 
儿 何 点 就 是 对 称 中 心 。 空 间 中 任意 一 点 向 对 称 中 心 作 直线 并 延伸 等 距离 ,必然 会 
找到 与 初始 点 完全 相同 的 点 。 这 两 点 以 对 称 中 心 为 对 称 等 效 , 即 对 称 中 心 的 等 效 
点 系 ( 见 图 1-3-2) 。 
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(a) (b) (c) 


图 1-3-2 对 称 中 心 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 ;(c) 多 面体 


国际 符号 为 1, 习 惯 记号 为 C。 

设 对 称 中 心 位 于 任意 坐标 系 的 坐标 原点 上 1(000) ,对称 图 形 中 任意 一 点 ,; 坐 
标 为 xX,y,z, 经 此 对 称 中 心 的 对 称 操作 后 ,获得 另 一 对 称 等 效 点 ,其 坐标 应 为 ,5， 
乏 。 即 ， 


1C000) 
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1.3.2.3 对 称 面 


对 称 面 的 对 称 操作 是 反映 对 称 操作 。 设 在 对 称 图 形 中 有 一 个 几何 平面 ,对 称 
图 形 中 任意 一 点 作为 初始 点 向 该 几何 平面 作 垂直 线 并 向 平面 另 一 方 延 伸 等 距离 ， 
此 端点 与 初始 点 的 性 质 完全 相同 。 那 么 ,这 一 几何 平面 将 对 称 图 形 分 为 完全 相同 
的 两 个 独立 部 分 , 称 这 几何 平面 为 对 称 面 ,上 述 操作 称 为 反映 对 称 操作 。 对 称 图 形 
由 此 而 划分 的 两 个 独立 部 分 之 间 具 有 对 称 面 的 对 称 等 效 。 上 述 初始 任意 点 与 对 称 
操作 后 的 对 称 等 效 点 组 成 了 对 称 面 的 等 效 点 系 ( 见 图 1-3-3)。 
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图 1-3-3” ”对称 面 
(a) 对 称 图形 ;(b) 和 (c) 不 同方 向 投影 的 极 射 赤 平 投影 图 ; (d) 多 面体 


国际 符号 为 m, 习 惯 记号 为 P。 

设 对 称 面 与 坐标 系 的 Y 轴 垂 直 并 与 X、Z 轴 重 合 。 这 样 的 坐标 系 将 有 如 下 坐 
标 轴 之 间 的 夹 角 :XAY 二 YZ 二 90",XAZ 任意 值 。 此 时 对 称 平面 的 坐标 为 m 
Cz0z)。 任 意 点 zx,y,z 为 初始 点 经 此 对 称 面 mx(x0z) 的 对 称 操作 后 可 得 等 效 点 ,其 
坐标 应 为 zx,y,z。 反 过 来 ,由 zy,z 出 发 , 亦 可 得 其 等 效 点 ,其 坐标 当然 就 是 z， 
?之 o 
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同 理 可 以 导出 与 X 轴 或 Z 轴 垂 直 的 对 称 面 m(0yzx) 及 m(xy0) 的 等 效 点 系 。 


1. 3.3 对称 轴 ( 旋 转 对 称 轴 ) 


对 称 轴 的 对 称 操作 是 绕 轴 的 旋转 对 称 操 作 。 设 有 一 几何 直线 通过 对 称 图 形 ， 
以 对 称 图 形 中 任意 点 作为 初始 点 , 绕 此 直线 旋转 一 个 a 角度 ( 称 此 角度 a 为 基 转 
角 ) 之 后 ,与 男 一 点 重合 ,此 点 与 初始 点 的 性 质 完全 相同 。 而 且 上 述 操作 经 次 之 
后 ,回复 到 原来 的 初始 点 。 这 样 的 几何 直线 称 为 n 次 旋转 对 称 轴 ( 简 称 为 n 次 旋转 
轴 ) ,上述 操 作 称 为 旋转 对 称 操 作 。 凭 借 ? 次 旋转 轴 经 ?次 操作 的 2 个 对 称 等 效 点 
组 成 了 此 次 旋转 轴 的 等 效 点 系 。n 次 旋转 轴 必 然 使 对 称 图 形 分 割 为 n 个 互相 对 
称 等 效 的 独立 部 分 。 

几何 晶体 学 中 只 可 能 存在 一 次 旋转 轴 、 二 次 旋转 轴 、 三 次 旋转 轴 、 四 次 旋转 轴 
和 六 次 旋转 轴 5 种 , 即 ”一 1,2,3,4,6。 它 们 的 基 转 角 a 分 别 为 360 ,180 ,120 ， 
90 及 60 。 至 于 为 什么 x 一 5 以 及 nn 之 6 的 旋转 轴 不 可 能 存在 于 晶体 中 ,我们 将 会 
在 下 面 给 予 简单 的 论证 。 


1.3.3.1 一 次 旋转 轴 (% 二 1,a 二 360") 


很 明显 ,这 种 对 称 元 素 就 是 对 称 自身 , 绕 轴 旋 转 360 的 操作 必然 就 是 自身 对 
称 操 作 , 这 种 对 称 在 前 面 已 经 讨论 过 了 。 
国际 符号 为 1, 习惯 记号 为 L ,在 此 不 再 重 述 。 


1.3.3.2 二 次 旋转 轴 (n 二 2,a 二 180°) 


国际 符号 为 2, 习惯 记 号 为 L? ,投影 图 符号 为 人 4 一 一 算 < 一 一 ~。 

设 二 次 旋转 轴 与 坐标 系 中 Z 轴 重 合并 与 X 及 Y 轴 垂 直 ,此 时 ,二 次 旋转 轴 在 
这 坐标 系 中 的 坐标 将 是 2(00z)。 以 任意 点 xX,y,z 为 初始 点 经 此 二 次 旋转 轴 对 称 
操作 后 可 得 等 效 点 为 工 ,7,z=。 继 续 进行 对 称 操 作 ,等 效 点 将 回复 到 初始 点 zyy，z。 
由 此 可 知 , 上 述 二 次 旋转 轴 2(00z) 应 由 两 个 等 效 点 x,y,z;zT,5,z 组 成 一 般 位 置 等 
效 点 系 。 同 理 , 对 于 与 坐标 系 中 的 X 轴 重 合并 垂直 于 立轴 及 2 轴 的 二 次 旋转 轴 
2(x00) ,应 有 一 般 位 置 等 效 点 系 z,y,z;Zz,y,z。 对 于 与 了 轴 重 合 且 垂直 于 X 轴 及 
Z 轴 的 二 次 旋转 轴 2(0y0) ,应 有 一 般 位 置 等 效 点 系 zy,y，zij 茎 ,y,E( 见 图 1-3-4) 。 
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图 1-3-4 二 次 旋转 轴 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 和 (c) 不 同方 向 的 极 射 赤 平 投影 图 ;(d) 多 面体 


1.3.3.3 三 次 旋转 轴 (n 二 3,a 二 120") 


国际 符号 为 3, 习 惯 记 号 为 二 ,投影 符号 为 全 。 

在 几何 晶体 学 中 ,符合 三 次 旋转 轴 特 性 的 坐标 系 有 下 述 两 类 : 

1. 第 一 类 坐标 系 ”ZZ 轴 与 X 及 Y 轴 垂 直 , 而 X 轴 与 Y 轴 的 单位 轴 长 相等 
(4ao 王 bo), 而 且 相 交 120"(XAY 一 120")。 三 次 旋转 轴 在 此 坐标 系 中 与 Z 轴 重 合 ， 
其 坐标 为 3\00z) 。 这 类 坐标 系 称 为 再 取向 坐标 系 。 以 任意 点 z,y,z 为 初始 点 经 
此 三 次 旋转 轴 对 称 操作 后 可 得 等 效 点 了 ,zx 一 y,z, 继 续 进 行 对 称 操作 可 得 另 一 等 效 
点 下 十 y, 开 ,zx, 再 进行 对 称 操作 将 回复 到 初始 点 。 由 此 可 知 , 上 述 三 次 旋转 轴 的 一 
般 位 置 等 效 点 系 为 xX,y,z; 了 ,XT 一 y,z; 区 十 y, 开 ,zx( 见 图 1-3-5)。 

2. 第 二 类 坐标 系 ” ”等 轴 坐 标 系 , 即 X 轴 \Y 轴 及 Z 轴 的 单位 轴 长 都 相等 , 即 
4 二 各 一 co， 而且 3 个 坐标 轴 之 间 的 夹 角 均 相等 < 一 8 一 ,为 任意 值 。 在 特殊 情形 
里 a 二 =p 一 7 二 90"。 三 次 旋转 轴 在 此 坐标 系 中 通过 坐标 原点 与 3 个 坐标 轴 的 夹 角 都 
相等 ( 即 处 于 3 个 轴 之 间 的 中 分 线 上 ), 其 坐标 为 3Czzz)。 这 类 坐标 系 称 为 尽 取 
向 坐标 系 。 任 意 点 x,y,z 为 初始 点 ,经 此 三 次 旋转 轴 的 对 称 操作 后 ,分 别 可 得 等 
效 点 为 yz'Z 及 :zy。 因 而 三 次 旋转 轴 3(Czzz) 的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 z,y，zi 

。22 。 


yzyzizyzyy。 图 1-3-6 是 沿 三 次 旋转 轴 的 极 射 赤 平 投影 及 其 中 一 种 多 面体 的 示 
意图 。 


图 1-3-5 ”三 次 旋转 轴 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 ;(c) 多 面体 


(a) (b) 


图 1-3-6 三 次 旋转 轴 3(xxx) 
(a) 极 射 赤 平 投影 图 ;(b) 多 面体 


1.3.3.4 四 次 旋转 轴 (n 二 4,a 二 90") 


国际 符号 为 4, 习惯 记号 为 L ,投影 符号 为 @@。 

在 几何 唱 体 学 中 符合 四 次 旋转 轴 特 性 的 坐标 系 必须 是 直角 坐标 系 , 即 3 个 坐 
标 轴 的 夹 角 应 为 直角 ,a 一 6 一 ”一 90 。 而 且 若 四 次 旋转 轴 与 Z 轴 重合 ,那么 其 余 两 
个 坐标 X 及 工 轴 的 单位 轴 长 应 相等 , 即 ao 二 如 了 co。 亦 中 ,四 次 旋转 轴 与 一 坐标 
轴 相 重合 ,而 另外 两 个 与 四 次 旋转 轴 垂 直 的 坐标 轴 其 单位 轴 长 应 相等 。 在 特殊 情 
形 中 坐标 系 中 3 个 坐标 轴 的 单位 轴 长 都 相等 ,此 时 ao 二 bo 二 co。 

设 四 次 旋转 轴 与 Z 轴 重合 ,其 坐标 为 4(00z)。 以 任意 点 xX,y,z 为 初始 点 经 四 
次 旋转 轴 4(00z) 连 续 施 行 对 称 操作 可 依次 得 等 效 点 y,zr,zi 工 ,7 及 y, 开 ,zxz。 由 
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此 可 知 , 四 次 旋转 轴 4(00z) 的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 TV ZIV TT LIT VT YT Zo 

从 上 述 四 次 旋转 轴 的 一 般 位 置 等 效 点 系 中 zx,y,z 与 ,了 ,x; 了 ,XZ 与 了 ,元 ,> 
的 对 称 等 效 关 系 都 说 明 (满足 ) 具 有 二 次 旋转 轴 2(00z) ,其 坐标 恰好 与 四 次 旋转 轴 
4(00z) 重 合 。 很 显然 ,四 次 旋转 轴 为 偶 次 旋转 轴 , 自然 应 该 包含 有 二 次 旋转 轴 的 对 
称 性 ( 见 图 1-3-7) 。 


(b) 


图 1-3-7 四 次 旋转 轴 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ; (c) 多 面体 


1.3.3.5 六 次 旋转 轴 (2 一 6,a 一 60”) 


国际 符号 为 6, 习惯 记 号 为 了 ,投影 符号 为 鲁 。 

在 几何 晶体 学 中 符合 六 次 旋转 轴 特 性 的 坐标 系 必 须 是 与 三 次 旋转 轴 的 第 一 类 
坐标 系 一 样 , 即 六 次 旋转 轴 与 Z 轴 重 合 ,而 X 轴 与 立轴 的 单位 轴 长 必须 相等 ( 即 
a 一) ,而 且 相 交 120 (XAY= 王 120") ,这 就 是 五 取向 坐标 系 。 六 次 旋转 轴 在 此 坐 
标 系 中 的 坐标 为 6(00z) 。 以 任意 点 zyy,z 为 初始 点 ,经 六 次 旋转 轴 连 续 进 行 对 称 
操作 后 ,可 得 等 效 点 依次 为 :xX 一 y ,Xz; ,一 ,X33 区 十 yyT， 2; yy 十 yy 之 。 
由 此 可 知 , 六 次 旋转 轴 6(00z) 的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 过 ,yz 一 yzyzi7 一 yy， 
zj 2 二 2232 元 十 yz。 从 上 述 旋转 轴 的 一 般 位置 等 效 点 系 中 zy*z 与 
人 ,YZ 一 YX 与 斌 十 yy, 天 ,XZ; 了 ,ZX 一 y ,之 与 ,十 y,z 都 表明 (满足 ) 二 次 旋转 轴 
2400z) 的 对 称 等 效 关系 ,此 二 次 旋转 轴 恰 好 与 六 次 旋转 轴 重 合 。 显 然 , 六 次 轴 为 偶 
次 旋转 轴 , 自然 应 该 包含 有 二 次 旋转 轴 的 对 称 性 。 同 样 道 理 , 从 上 述 六 次 旋转 轴 的 
一 般 位 置 等 效 点 系 中 "TY 2 一, 元 十 yy 元 ,> 3 个 等 效 点 之 间 , 以 及 TY, 2; 
2 十 yz32Z 一 yz 之 间 都 说 明 ( 满 足 ) 三 次 旋转 轴 3(00z) 的 对 称 性 。 所 以 ,六 次 
旋转 轴 同 时 包含 有 二 次 旋转 轴 及 三 次 旋转 轴 的 对 称 性 ( 见 图 1-3-8) 。 
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图 1-3-8 六 次 旋转 轴 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ;(c) 多 面体 


1.3.3.6 五 次 和 高 于 六 次 的 旋转 轴 不 可 能 存在 


对 于 晶体 的 一 切 对 称 图 形 , 由 于 受到 空间 点 阵 周期 规律 的 制约 ,它们 的 旋转 轴 
的 轴 次 n 将 是 有 限 的 。 
如 图 1-3-9 所 示 , 设 有 一 基 转 角 为 a 的 旋转 轴 工 垂直 于 纸 面 且 通过 点 阵 格子 
中 的 结 点 人 A, 而 B 则 为 与 A 相隔 1 个 周期 的 男 一 结 点 。 由 于 空间 格子 中 的 各 个 结 
点 必 互 为 等 同 点 ,因此 ,垂直 于 纸 面 通过 B 结 点 必然 有 一 基 转 角 亦 为 a 的 旋转 轴 
L'。L 上 与 7 的 性 质 应 完全 相同 。 结 点 B 经 旋转 轴 工 的 对 称 操作 ( 绕 轴 旋转 a 角 ) 
得 等 效 点 C 结 点 ,同样 A 结 点 经 旋转 轴 上 "对 称 操作 后 得 等 效 点 DD 结 点 。 如 此 , 结 
点 A,B,C,D 亦 必 互 为 等 同 的 格子 结 点 ,同时 AC= 二 BD 二 AB。 于 是 连接 A,B,C， 
成 一 等 腰 梯 形 ,ABVACD。 由 于 晶体 空间 格子 中 相互 平行 的 行列 ,其 结 点 间距 必 
定 相 等 ,因此 必须 满足 : 
CD 二 k。AB, 其 中 应 为 整数 
过 点 A 和 点 BB 分 别 作 CD 之 垂 线 AE 和 BF ,于 是 
CD =CE + EF+FD 
一 4AC 。 cos(180°—a) 十 AB 十 BD . cos(180°— 0a) 
=AB . (1 一 2cosa) 
代 人 上 式 可 得 & 王 1 一 2cosa, 即 
cosa = (1—k)/2 
以 具体 的 整数 代入 &, 在 式 中 可 分 别 求 出 a 值 (a 二 2x 的 略 去 )。 结 果 如 表 1-3-1 
所 列 。 
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OO 
A B 


图 1-3-9 五 次 和 高 于 六 次 旋转 对 称 轴 不 可 能 存在 


表 1-3-1 基 转 角 的 可 能 值 


k >3 3 2 1 0 be < = 
cosa=(1—k)/2 <—1l 一 1 一 1/2 0 1/2 1 > 
a 无 解 180° 120” 90” 60° 0° (360°) 无 解 


由 表 1-3-1 可 知 ,在 晶体 学 中 旋转 轴 的 基 转 角 a 只 可 能 为 360 ,180 ,120 ,90” 
和 60 。 

在 前 面 有 关 对 称 图 形 及 对 称 操作 中 已 提 及 ,经 一 次 或 n 次 对 称 操作 后 对 称 图 
形 必 须 得 以 复原 ,这 就 是 所 谓 对 称 操作 的 “封闭 性 ”。 旋 转轴 的 对 称 操作 亦 不 例外 ， 
因而 旋转 轴 的 轴 次 ”与 基 转角 v 将 有 如 下 关系 : 

7 一 360 /au 或 一 360" /7 
根据 上 述 基 转角 a 的 可 能 值 ,在 晶体 学 中 旋转 轴 的 轴 次 n 只 能 是 一 次 、 二 次 、 三 次 、 
四 次 及 六 次 旋转 轴 , 而 不 可 能 有 五 次 和 高 于 六 次 的 旋转 轴 。 

至 今 为 止 我 们 介绍 了 几何 晶体 学 中 四 种 最 基本 的 对 称 操作 :自身 对 称 操作 \ 反 
伸 对 称 操作 、 反 映 对 称 操 作 和 绕 轴 旋转 对 称 操作 ,而 且 上 述 各 种 对 称 元 素 ( 对 称 自 
身 、 对 称 中 心 .对 称 面 和 旋转 轴 ) 都 是 由 单一 种 基本 对 称 操作 构 成 的 对 称 元素 。 几 
何 晶 体 学 中 除了 单一 的 基本 对 称 操作 外 ,还 可 以 有 复合 对 称 操作 。 复 合 对 称 操作 
是 由 两 种 基本 对 称 操作 复合 后 的 一 种 对 称 操 作 。 对 称 图 形 中 独立 部 分 经 第 一 种 基 
本 对 称 操作 后 并 不 能 与 另 一 独立 部 分 重合 , 还 需要 经 另 一 种 基本 对 称 操作 后 才能 
与 另 一 对 称 等 效 独立 部 分 重合 。 实 际 上 , 复合 对 称 操 作对 于 基本 对 称 操作 而 言 是 
一 种 复合 操作 ,而 就 它 的 操作 本 身 来 说 ,复合 对 称 操作 仍然 是 一 种 单一 的 对 称 操 
作 。 不 但 只 在 几何 晶体 学 中 可 以 有 这 种 复合 对 称 操作 ,以 后 在 晶体 内 部 结构 中 许 
多 微观 空间 对 称 元 素 都 具有 平移 操作 与 基本 对 称 操作 复合 后 的 对 称 操 作 。 

并 非 任何 两 种 基本 对 称 操作 复合 后 都 具有 新 的 含义 ,例如 自身 对 称 操作 与 其 
他 三 种 基本 对 称 操作 的 复合 并 不 会 产生 新 的 内 容 。 又 例如 , 反 伸 对 称 操作 与 反映 
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对 称 操作 的 复合 只 是 得 到 绕 轴 二 次 旋转 对 称 操作 (二 次 旋转 轴 所 具有 的 对 称 操 
作 )。 只 有 反 伸 对 称 操作 或 反映 对 称 操 作 与 绕 轴 旋转 对 称 操作 复合 后 才 会 产生 一 
些 新 的 内 容 。 下 两 节 我 们 将 介绍 这 两 种 复合 对 称 操作 以 及 它们 相应 的 对 称 元 素 。 


1. 3.4 旋转 反 伸 轴 上; 


旋转 反 伸 轴 所 具有 的 对 称 操 作 是 由 绕 轴 旋 转 与 反 伸 操 作 复 合 后 的 一 种 操作 。 
既然 是 绕 轴 旋 转 对 称 操作 ,其 基 转 角 a 当然 要 满足 上 面 已 论证 过 的 可 能 值 ,其 轴 次 
n 也 只 能 是 一 次 、 二 次 三次、 四 次 和 六 次 。 旋 转 反 伸 对 称 操作 有 如 下 特征 :对 称 图 
形 中 某 独立 部 分 绕 直 线 旋转 基 转 角 a 后 ,再 经 对 此 直线 上 的 一 个 假想 点 (在 宏观 对 
称 中 它 位 于 坐标 原点 ) 实 施 反 伸 对 称 操作 之 后 才 与 对 称 图 形 中 另 一 对 称 等 效 的 独 
立 部 分 相 重合 。 这 一 复合 操作 称 为 旋转 反 伸 对 称 操作 , 此 直线 称 为 旋转 反 伸 轴 。 
在 几何 晶体 学 中 ,这 一 假想 点 应 是 直线 上 的 一 个 点 ,并 与 坐标 系 原 点 重合 。 如 下 面 
介绍 所 示 , 并 非 所 有 轴 次 的 旋转 反 伸 轴 都 具有 新 的 内 容 。 旋 转 反 伸 轴 的 习惯 记号 
为 上 Li,n 为 轴 次 。 习 惯 上 ,人 们 往往 把 旋转 反 伸 轴 简 称 为 反 转 轴 或 反 轴 。 


1.3.4.1 一 次 旋转 反 伸 轴 Li 


一 次 旋转 反 伸 对 称 操作 示 于 图 1-3-10。 对 称 图 形 中 处 于 初始 位 置 1 的 独立 
部 分 经 绕 轴 旋转 360"( 实 际 上 仍然 在 位 置 1 上 ) 再 经 轴 上 的 假想 点 实施 反 伸 对 称 操 
作 之 后 ,将 与 位 置 2 上 的 另 一 独立 部 分 相 重合 。 继 续 施 行 同样 操作 ,将 回复 到 位 置 
1 上 的 初始 部 分 。 对 称 图 形 中 ,如 此 两 个 对 称 等 效 部 分 之 间 的 关系 表明 一 次 旋转 
反 伸 轴 工 ; 并 非 新 的 对 称 元 素 ,而 是 以 前 介绍 过 的 对 称 中 心 , 其 位 置 就 在 假想 点 上 ， 
即 ;二 C, 国 际 符号 仍然 用 I 表示 。 


(a) “ (b) 
图 1-3-10 一 次 旋转 反 伸 轴 二 
Ca) 对称 图 形 ;Cb) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结 提 是 Li 一 C 
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1.3.4.2 二 次 旋转 反 伸 辅 瑚 


图 1-3-11 表示 二 次 旋转 反 伸 对 称 操作 。 对 称 图 形 中 位 置 1 的 部 分 绕 轴 旋转 180” 
后 到 达 位 置 2, 再 以 轴 上 假想 点 实施 反 伸 操作 后 ,将 与 位 置 3 上 的 部 分 相 重合 。 继 续 同 
样 操 作 经 位 置 4 后 回复 到 位 置 1 上 的 独立 部 分 。 对 称 图 形 中 ,位 置 1 及 3 上 两 个 对 称 
等 效 部 分 之 间 指 出 二 次 旋转 反 伸 轴 也 不 是 新 的 对 称 元 素 , 而 是 以 前 已 介绍 过 的 对 称 面 ， 
其 位 置 应 在 通过 假想 点 并 垂直 于 轴 , 即 上 一 P, 国 际 符号 仍然 以 m 表示 。 


(a) (b) 


图 1-3-11 二 次 旋转 反 伸 轴 着 
(a) 对 称 图 形 ; (b) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结果 是 L? 二 P 


1.3.4.3 三 次 旋转 反 伸 轴 已 


如 图 1-3-12 所 示 , 对 称 图 形 中 ,位 置 1 中 的 独立 部 分 绕 轴 旋转 120" 到 达 位 置 
5, 再 经 轴 上 假想 点 施行 反 伸 操 作 与 位 置 2 上 的 独立 部 分 相 重合 ,继续 同样 操作 ,经 
位 置 6 与 位 置 3 上 的 部 分 相 重 合 。 如 此 操作 直至 回 到 初始 位 置 1。 对 称 图 形 中 标 
号 由 1 到 6 的 6 个 独立 部 分 相互 之 间 对 称 等 效 。 三 次 旋转 反 伸 轴 具 有 新 的 内 容 ， 
被 认为 是 一 个 新 的 对 称 元 素 。 它 的 国际 符号 为 3, 而 习惯 记号 是 ,其 轴 次 n= 二 3， 
基 转 角 a 二 120°, 而 且 在 几何 晶体 学 中 , 轴 上 的 假想 点 位 于 坐标 系 的 原点 上 。 它 的 
投影 图 以 符号 众 表 示 。 

设 三 次 旋转 反 伸 轴 3 处 于 与 前 面 介绍 的 三 次 旋转 轴 3 所 处 的 完全 一 样 的 坐标 
系 , 即 坐标 系 中 乙 轴 与 3 重合 ,而 XX 轴 与 Y 轴 相交 120, 且 垂直 于 Z 轴 ,X 轴 与 了 
轴 具 有 相同 的 单位 轴 长 。 另 外 ,3 轴 王 的 假想 点 落 在 坐标 系 的 原点 ,此 时 的 三 次 旋 
转 反 伸 轴 (也 简称 为 三 次 反 转 轴 或 三 次 反 轴 ) 的 坐标 是 3C00z) 。 

3(00z) 在 上 述 玉 取向 坐标 系 中 将 有 如 下 的 一 般 位 置 等 效 点 系 :zyyyziz 一 yy 
TZIV TY IT, YT YT ZY TT YT 
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(c) 


图 1-3-12 三 次 旋转 反 伸 轴 已 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ;(c) 多 面体 


从 图 1-3-12 中 的 极 射 赤 平 投影 图 及 一 般 位 置 等 效 点 系 中 等 效 点 坐标 的 相互 
关系 ,可 以 得 知 ,三 次 旋转 反 伸 轴 3 包含 有 三 次 旋转 轴 3 和 对 称 中 心 1 的 对 称 性 。 
也 就 是 说 三 次 旋转 反 伸 轴 是 三 次 旋转 轴 与 对 称 中 心 的 复合 : 

3 一 3 十 1 
1.3.4.4 ”四 次 旋转 反 伸 轴 LL 


四 次 旋转 反 伸 轴 ( 四 次 反 轴 ) 的 对 称 操作 是 绕 轴 旋 转 90" 后 再 以 轴 上 假想 点 进 
行 反 伸 对 称 操作 。 如 图 1-3-13 所 示 , 对 称 图 形 中 位 置 1 的 部 分 绕 轴 旋转 90" 至 位 
置 2, 并 以 轴 上 的 假想 点 作 反 伸 对 称 操作 后 与 位 置 3 上 的 独立 部 分 相 重合 。 继 续 
由 位 置 3 的 部 分 图 形 出 发 绕 轴 旋 转 90" 至 位 置 4, 再 反 伸 到 位 置 5, 得 到 另 一 等 同 部 
分 图 形 ,如 此 继续 同样 的 操作 ,经 位 置 6 到 达 7, 经 位 置 8 回 到 初始 位 置 1。 因 此 ， 
位 置 1,3,5,7 上 的 4 个 独立 部 分 相互 对 称 等 效 并 构成 对 称 图 形 。 从 图 1-3-13 可 
以 肯定 ,四 次 旋转 反 伸 轴 是 一 个 新 的 对 称 元 素 。 它 的 国际 符号 表示 为 4, 习惯 记号 
为 二 ,而 投影 符号 以 全 表示 。 

设 四 次 旋转 反 伸 轴 4 处 于 前 述 四 次 旋转 轴 4 所 处 的 坐标 系 , 即 Z 轴 与 重合， 
轴 上 的 假想 点 落 在 坐标 系 原点 上 ,而 X 轴 与 了 轴 的 单位 轴 长 一 样 ,相互 垂直 且 垂 
直 于 Z 轴 。 此 时 四 次 旋转 反 伸 轴 的 坐标 为 400z) 并 有 一 般 位 置 等 效 点 系 x,y,x; 
VN TTIT YI TY,T, To 

从 图 1-3-13, 我 们 很 容易 发 现 ,就 像 其 他 的 偶 次 对 称 轴 一 样 ,四 次 反 轴 4 也 包 
含有 二 次 旋转 轴 的 对 称 性 。 
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400z) 7 


(a) (c) 


图 1-3-13 ”四 次 旋转 反 伸 轴 Li 
(a) 对 称 图 形 ; (b) 极 射 赤 平 投影 图 ; (c) 多 面体 


1.3.4.5 六 次 旋转 反 伸 轴 天 


六 次 旋转 反 伸 轴 ( 六 次 反 轴 ) 的 操作 如 图 1-3-14 所 示 , 对 称 图 形 中 位 置 1 的 独立 
部 分 绕 轴 旋 转 60 至 位 置 2, 再 以 轴 上 的 假想 点 施行 反 伸 对 称 操 作 后 与 位 置 3 重合 。 
连续 以 同样 操作 经 4 与 5 重合 ,经 6 与 7 重合 ,经 8 与 9 重合 ,经 10 与 11 重合 ,最 后 
经 位 置 12 与 初始 位 置 1 重复 。 位置 为 1,3,5,7,9,11 的 6 个 独立 部 分 相互 对 称 等 效 


2 YX~yZ Ds 


6(00z) 


(b) (c) 


图 1-3-14 六 次 旋转 反 伸 轴 无 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ;(c) 多 面体 
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并 构成 六 次 旋转 反 伸 对 称 图 形 。 六 次 旋转 反 伸 轴 具有 新 的 对 称 特点 , 它 是 一 个 新 的 
复合 对 称 元 素 , 其 国际 符号 是 6, 习 惯 记号 为 ,投影 符号 以 他 表示 。 

让 六 次 旋转 反 伸 轴 6 处 于 前 面 介 绍 的 六 次 旋转 轴 的 瓦 取向 坐标 系 中 , 即 坐 标 系 
中 XX 轴 与 Y 轴 具有 同一 单位 轴 长 ,相交 120° 而 且 都 垂直 于 Z 轴 。 六 次 反 轴 6 与 Z 轴 
重合 ,并 以 坐标 原点 为 假想 点 。 此 时 六 次 反 轴 的 坐标 是 6(00z), 它 的 一 般 位 置 等 效 
点 系 是 ,yzZ; 了 TX 一 y,Z;T 十 YT ZT Ys TY 工 一 yy 元 3 雹 十 yy 元 过。 

从 图 1-3-14 中 不 难 发 现 六 次 旋转 反 伸 轴 既 包 含 三 次 旋转 轴 3, 又 有 对 称 面 的 
对 称 性 , 且 是 二 者 的 复合 ,所 以 6 二 3 十 m, 其 中 3 与 2 相互 垂直 。 


1.3.5 旋转 反映 轴 工 ; 


旋转 反映 轴 的 对 称 操作 是 绕 轴 旋转 与 反映 操作 复合 后 的 一 种 对 称 操作 。 对 称 
图 形 某 独 立 部 分 绕 直 线 旋 转 基 转角 a 后 ,再 经 与 此 直线 垂直 并 通过 坐标 系 原 点 的 
一 个 假想 平面 施行 反映 操作 之 后 , 才 与 对 称 图 形 中 另 一 对 称 等 效 部 分 相 重合 。 旋 
转 反映 轴 的 习惯 记号 为 L; (n 为 轴 次 )。 


1.3,5.1 一 次 旋转 反映 轴 有 


对 称 图 形 中 独立 部 分 绕 轴 旋转 360 后 经 垂直 于 直线 的 假想 平面 实施 反映 对 
称 操 作 之 后 ,与 另 一 独立 部 分 相 重合 。 很 明白 ,初始 的 独立 部 分 与 对 称 等 效 的 独立 
部 分 之 间 ,实际 上 是 一 种 纯粹 的 反映 对 称 等 效 关系 。 也 就 是 说 ,一 次 旋转 反映 轴 并 
非 是 一 种 新 的 对 称 元 素 , 而 只 是 一 个 与 假想 平面 重合 的 对 称 面 。 即 上 一 已, 国际 符 
号 仍然 以 m 表示 ( 见 图 1-3-15)。 


Ls 


假想 面 


(a) (b) 


图 1-3-15 一 次 旋转 反映 轴 已 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结果 是 L! 一 书 
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1.3.5.2 二 次 旋转 反映 轴 天 


如 图 1-3-16 所 示 , 对 称 图 形 中 独立 部 分 处 于 初始 位 置 1, 绕 轴 旋 转 180 经 位 
置 2, 再 经 假想 平面 施行 反映 对 称 操作 之 后 ,在 位 置 3 上 有 对 称 等 效 的 另 一 独立 部 
分 ,继续 进行 同样 操作 ,经 位 置 4 回 到 位 置 1 的 初始 部 分 。 组 成 对 称 图 形 的 两 个 对 
称 等 效 部 分 表明 二 次 旋转 反映 轴 并 非 是 一 种 新 的 对 称 元 素 , 而 只 是 以 前 已 介绍 过 
的 对 称 中 心 C。 它 处 于 轴 与 假想 平面 的 垂直 交点 上 ,国际 符号 仍然 以 1 表示 。 


(a) (b) 


图 1-3-16 二 次 旋转 反映 轴 上 L? . 
(a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结果 是 L:==C 


L: 1.3.5.3 三 次 旋转 反映 轴 蕊 


如 图 1-3-17 所 示 ,对称 图 形 中 独立 部 分 处 
于 初始 位 置 1, 绕 轴 旋 转 120° ,经 位 置 2, 再 经 假 
想 平 面 施行 反映 操作 之 后 ,在 位 置 3 上 获得 对 
称 等 效 的 另 一 部 分 ,继续 进行 同样 操作 ,经 位 置 
4 到 位 置 5 上 的 等 效 部 分 ,经 位 置 1 到 6, 经 3 到 
2, 经 5 到 4, 经 6 回 到 位 置 ] 上 的 独立 部 分 。 
很 明显 ,图 1-3-17 的 对 称 图 形 与 图 1-3-14 
所 示 的 图 形 是 完全 一 样 的 ,也 就 是 说 ,三 次 旋转 
反映 轴 上 ; 是 与 六 次 旋转 反 伸 轴 工 ; 的 对 称 结果 
图 1-3-17 三 次 旋转 反映 轴 L ”相同 。 按 国际 习惯 ,统一 以 6 表示 。 它 的 一 般 
实际 结果 等 同 于 六 次 旋转 反 伸 轴 蕊 = ”位 置 等 效 点 系 及 其 极 射 赤 平 投影 图 请 参阅 
图 1-3-14。 
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1.3.5.4 四 次 旋转 反映 轴 天 


如 图 1-3-18 所 示 ,对称 图 形 中 独立 部 分 处 
于 初始 位 置 1 , 绕 轴 旋 转 90 到 位 置 2 后 ,经 假想 
平面 的 反映 操作 到 达 位 置 3 的 等 效 部 分 ,继续 
同样 操作 ,经 4 到 5, 经 6 到 7, 经 8 回 到 位 置 1。 

由 图 1-3-18 的 对 称 图 形 可 知 , 由 四 次 旋转 
反映 轴 志 : 所 导出 位 置 1,3,5,7 的 4 个 对 称 等 效 3 
图 形 是 与 图 1-3-13 中 Li 的 结果 一 样 。 换 句 话  ， 
说 ,Lt 并 不 具有 新 的 内 容 , 完 全 可 以 由 Li 表示 ， 8 
按 国际 习惯 均 以 符号 4 表示 。 它 的 一 般 位 置 等 4 

一 图 1-3-18 四 次 旋转 反映 轴 二 与 

效 点 系 及 其 极 射 赤 平 投影 图 如 图 1-3-13 所 示 。 i 
1.3.5.5 六 次 旋转 反映 轴 工 ; 


如 图 1-3-19 所 示 , 对 称 图 形 中 独立 部 分 处 
于 初始 位 置 1, 绕 轴 旋 转 60 到 位 置 2, 再 经 假想 平面 的 反映 操作 到 位 置 3 的 对 称 等 
效 部 分 ,继续 同样 的 复合 操作 ,经 4 到 5, 经 6 到 7, 经 8 到 9, 经 10 到 11, 经 12 回 到 1。 


图 1-3-19 六 次 旋转 反映 轴 三: 与 三 次 旋转 反 伸 轴 相 等 (二 一己 ) 


由 六 次 旋转 反映 轴 上 L: 所 导出 位 置 1,3,5,7,9,11 共 6 个 对 称 等 效 部 分 所 组 成 
的 对 称 图 形 (图 1-3-19) 与 图 1-3-12 的 三 次 旋转 反 伸 轴 上 的 结果 完全 一 样 。 换 
句 话 说 ,Ls 并 非 是 一 个 新 的 对 称 元 素 , 它 完全 可 以 由 L? 代替 。 按 国际 习惯 , 均 以 
符号 3 表示 。 它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 及 其 极 射 赤 平 投影 图 如 图 1-3-12 所 示 。 
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第 四 章 ”对 称 元 素 的 组 合 


从 第 三 章 有 关 对 称 原理 的 详细 讨论 可 以 确定 ,在 结晶 多 面体 的 有 限 对 称 图 形 
中 可 以 存在 10 种 独立 的 对 称 元 素 , 这 就 是 几何 晶体 学 中 的 10 种 宏观 对 称 元 素 , 它 
们 列 于 表 1-4-1。 


表 1-4-1 几何 晶体 学 中 实际 存在 的 10 种 宏观 对 称 元 素 


对 称 元 素 名 称 ( 简 称 ) 


对 称 自身 

对 称 中 心 

对 称 面 

二 次 旋转 轴 ( 二 次 轴 ) 

三 次 旋转 轴 ( 三 次 轴 ) 
四 次 旋转 轴 ( 四 次 轴 ) 

六 次 旋转 轴 ( 六 次 轴 ) 

三 次 旋转 反 伸 轴 ( 三 次 反 轴 》 
四 次 旋转 反 伸 轴 (四 次 反 轴 ) 
六 次 旋转 反 伸 轴 (六 次 反 轴 ) 


mom ww ND 3 |r 


在 结晶 多 面体 这 一 有 限 对 称 图 形 中 ,可 以 只 有 一 个 对 称 元 素 单独 存在 ,也 可 能 
有 多 于 一 个 以 上 的 对 称 元 素 相 交 于 晶体 的 几何 中 心 , 同时 并 存 于 一 个 晶体 多 面 
体 中 。 

任意 两 个 或 两 个 以 上 的 对 称 元 素 相交 , 它们 的 对 称 操作 组 合 的 结果 必然 会 导 
致 产生 男 一 个 或 多 个 新 的 对 称 元 素 。 而 且 , 新 派生 的 对 称 元 素 的 性 质 ( 种 类 ) 及 其 
坐标 位 置 将 由 原始 的 那些 对 称 元 素 的 性 质 ( 种 类 ) 及 其 坐标 位 置 所 决定 。 从 数学 概 
念 上 ,每 一 个 具有 特定 位 置 的 对 称 元 素 的 对 称 操作 均 可 由 一 个 变换 来 描述 。 两 个 
变换 的 乘积 将 导出 一 个 新 的 变换 ,这 个 新 的 变换 表达 了 具有 特定 坐标 位 置 的 新 派 
生 对 称 元 素 所 具有 的 对 称 操作 。 对 称 轴 之 间 的 组 合 很 容易 从 欧 拉 (Euler) 定 理 导 
出 其 结果 。 从 欧 拉 定 理 可 指出 ,通过 任意 两 相交 旋转 轴 的 交点 , 必 可 找到 第 三 个 新 
轴 , 它 的 作用 等 于 前 两 者 之 积 , 其 轴 次 及 其 与 两 个 原始 轴 之 间 的 交角 , 则 取决 于 该 
二 原始 旋转 轴 之 轴 次 及 它们 之 间 的 交角 。 然 而 ,为 了 初学 晶体 学 的 人 具有 更 直观 
的 立体 空间 概念 (这 对 于 晶体 学 及 XX 射线 晶体 结构 分 析 都 是 十 分 重要 的 ) ,下 面 我 
们 对 问题 的 讨论 还 是 采用 对 称 等 效 点 系 坐 标的 推导 和 用 极 射 赤 平 投影 表达 等 效 点 
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系 的 方法 。 

前 面 第 三 章 唱 体 的 对 称 原 理 中 已 指出 ,在 特定 坐标 系 中 的 某 一 特定 对 称 元 素 
应 有 一 组 与 之 相应 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 反 之 ,由 一 组 完整 的 一 般 位 置 等 效 点 系 
的 等 效 点 坐标 ,也 必然 可 以 导出 与 之 相应 的 对 称 元 素 及 其 在 坐标 系 中 的 坐标 位 置 。 
基于 这 一 原理 ,运用 一 般 位 置 等 效 点 系 与 对 称 元 素 之 间 的 这 种 重要 关系 ,下 面 我 们 
将 对 一 些 对 称 元 素 的 组 合 进行 讨论 ,研究 它们 的 组 合 与 派生 的 对 称 元 素 之 间 的 
关系 。 


1.4.1 不 派生 高 次 轴 的 对 称 元 素 组 合 


由 下 面 的 推导 将 会 发 现 , 两 个 对 称 元 素 ( 对 称 轴 或 对 称 面 ) 若 不 是 垂直 相交 , 必 
然 会 导致 派生 出 高 次 对 称 轴 (参看 包含 高 次 轴 的 组 合 ) ,因此 ,这 里 只 限于 两 个 对 称 
元 素 垂直 相交 。 


1.4.1.1 二 次 轴 2(x00) 与 二 次 轴 2(0y0) 垂 直 相 交 , 必然 派生 出 与 前 两 者 垂直 相 
交 的 二 次 轴 2(00z) 


在 正 交 坐标 系 中 ,从 任意 点 x,y,z 出 发 ,经 两 个 二 次 轴 2(z00) 及 2(0y0) 充 分 
的 对 称 操作 后 ,导出 4 个 等 效 点 (图 1-4-1)。 在 这 一 等 效 点 系 中 ,Xx,yyz 与 区 ,了 ,x 
以 及 区 ,yy ,之 与 ,了 ,zz 的 等 效 关系 都 证 明 这 一 等 效 点 系 中 存在 着 男 一 个 二 次 轴 , 其 
坐标 位 置 为 2(00z) ,表明 它 与 原始 的 两 个 二 次 轴 垂 直 相 交 。 


2(x00) 
2 2(x00) 2 
， Se 
200) 2(0y0) 2(002) 2(0y0) 
xy hz 


2(x00) 


图 1-4-1 点 群 222, 极 射 赤 平 投影 及 等 效 点 系 


它 的 逆 过 程 亦 是 成 立 的 。 其 结论 必然 是 3 个 互相 垂直 相交 的 二 次 轴 之 中 任意 
两 个 的 组 合 ,必然 派生 出 第 三 个 。 
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1.4.1.2 一 个 二 次 轴 2(0y0) 与 一 个 对 称 面 m(x0z} 垂 直 相 交 , 必 然 在 它们 的 交点 
上 派生 一 对 称 中 心 1(000) ; 
从 任意 点 工 ,y,z 出 发 ,经 二 次 轴 2C0y0) 及 对 称 面 mx(zx0z) 充 分 的 对 称 操作 后 ， 
导出 4 个 等 效 点 (如 图 1-4-2 所 示 )。 在 这 一 等 效 点 系 中 ,x,y,z 与 区 ,J,z 以 及 z， 
7,z 与,y,z 的 等 效 关系 都 证 明 在 这 一 等 效 点 系 内 存在 一 对 称 中 心 ,其 坐标 为 
I(000) ,表明 它 处 于 原始 的 两 个 对 称 元 素 的 交点 上 。 


Fz m(x0z) 
2(0y0) 
5 3 
恬 
0 一 = m(x0z) 1(000) m(x0z) 
2(0y0) 4 NC 
eT 
2(0y0) 


x 
图 1-4-2 点 群 2/m, 极 射 赤 平 投影 及 等 效 点 系 
它 的 道 过 程 亦 是 成 立 的 。 其 结论 是 二 次 轴 2(0y0) 与 对 称 中 心 1(000) 相 交 , 必 


然 在 垂直 于 二 次 轴 且 通过 对 称 中 心 处 派生 出 对 称 面 m(x0z); 同 理 ,对 称 面 m(x0z) 
与 对 称 中 心 1(000) 组 合 后 将 派生 二 次 轴 2(0y0) 。 


1.4.1.3 两 个 对 称 面 m(x0z) 及 m(0yz) 垂 直 相 交 , 必 然 在 它们 的 相交 线 上 派生 出 
一 个 二 次 轴 2(00z) 


从 任意 点 z, yz 出 发 ,经 两 个 对 称 面 mm(z0z) 及 m(0yz) 充 分 的 对 称 操作 后 ， 


m(Oyz) 
Vz 一 人 全 22 
m(x02) 2(00z) m(x0z) 
Oz Xyz 
m(OQyz2) 


图 1-4-3 点 群 mm2, 极 射 赤 平 投影 及 等 效 点 系 
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导出 4 个 等 效 点 ( 见 图 1-4-3) ,在 这 一 等 效 点 系 中 ,zy,z 与 元 ,yz 以 及 过 ,yz 与 
元 ,yz 的 等 效 关 系 都 证 明 在 原始 的 两 对 称 面 交 线 上 存在 着 一 个 二 次 轴 2(00z) 。 

它 的 逆 过 程 亦 是 成 立 的 ,其 结论 必然 是 对 称 面 m(x0z) 与 二 次 轴 2(00z) 平 行 
相交 ,通过 它们 的 相交 线 ( 即 二 次 轴 ) 且 垂直 于 原始 对 称 面 , 必然 派生 对 称 
面 m(0yz)。 


1.4.2 只 包含 一 个 高 次 轴 的 对 称 元 素 组 合 


1.4.2.1 唯一 的 一 个 高 次 轴 只 能 与 对 称 面 或 二 次 轴 垂 直 相 交 或 与 对 称 面 平 行 
相交 

图 1-4-4 表示 当 四 次 轴 4(A) 与 对 称 面 mr 以 任意 角 w 相交 时 ,经 对 称 面 mm 的 
操作 后 ,必然 派生 出 另 一 个 四 次 轴 4(B)。 实 际 上 
在 图 1-4-4 中 并 未 曾 将 对 称 元 素 的 对 称 操作 全 部 
完成 。 例 如 ,经 4(4A) 的 对 称 操作 后 ,原始 的 对 称 面 
m 将 由 此 派生 另外 3 个 对 称 面 。 随 之 ,新 派生 的 对 
称 面 的 操作 又 将 使 4C(A) 及 4(B) 派 生出 许多 与 它 
们 等 效 的 四 次 轴 。 如 此 反复 下 去 ,只 要 w 角 是 任意 
的 ,其 最 终结 果 必 然 导 出 无 穷 多 个 四 次 轴 和 对 称 
面 。 换 名 话说 , 这 种 对 称 组 合 将 会 导出 无 穷 对 称 
〈 球 对 称 ) 的 结果 。 这 种 没有 终止 的 对 称 组 合 称 为 
“不 封闭 ”的 对 称 组 合 。 这 种 “不 封闭 ”的 组 合 在 器 
体 学 中 是 不 能 存在 的 ,在 晶体 学 中 只 能 存在 那些 
“封闭 "的 对 称 组 合 。 所 谓 封闭 的 对 称 组 合 ,就 是 两 个 或 两 个 以 上 的 对 称 元 素 的 组 
合 ,其 最 终结 果 只 导出 有 限 个 数 的 新 派生 对 称 元 素 ,新 派生 的 对 称 元 素 与 原始 的 对 
称 元 素 相互 之 间 的 任意 组 合 , 只 会 导出 其 中 已 有 的 对 称 元 素 , 再 也 不 会 派生 另 -一 些 
新 的 对 称 元 素 。 前 面 有 关 “ 不 派生 高 次 轴 的 对 称 元 素 组 合 ” 中 所 讨论 的 几 种 组 合 
(参看 图 1-4-1、 图 1-4-2 及 图 1-4-3) 均 属于 封闭 的 对 称 组 合 。 

图 1-4-4 中 若 任意 角 w 为 特殊 值 0" 或 90", 即 高 次 轴 与 对 称 面 平行 或 垂直 相 
交 ，, 那 么 它们 的 组 合 将 是 封闭 的 ,而 且 并 不 会 导出 另外 的 高 次 轴 。 若 任意 角 中 是 
非 0 或 90 的 某 一 些 特殊 值 ,那么 ,它们 的 组 合 也 可 能 是 封闭 的 ,但 它们 组 合 的 最 
终结 果 将 会 导出 新 的 高 次 轴 , 这 样 的 组 合 将 在 本 篇 第 五 章 有 关 包 含 一 个 以 上 的 高 
次 轴 的 组 合 中 加 以 详细 讨论 。 

同 理 ,在 图 1-4-4 中 以 二 次 轴 代 替 对 称 面 ,所 得 结果 类 同 。 

这 里 以 及 以 后 的 章节 中 将 涉及 具有 高 次 轴 的 组 合 , 初 始 及 派生 的 对 称 元 素 在 
特定 坐标 系 中 的 取向 (方位 ) 决 定 了 它 的 一 般 位 置 等 效 点 坐标 。 表 1-8-2 和 表 
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图 1-4-4 四 次 轴 与 对 称 面 
以 任意 角 w 相交 


1-8-3 中 列 出 了 各 种 对 称 元 素 在 不 同 取向 的 坐标 及 它们 相应 的 一 般 位 置 等 效 点 系 
的 坐标 , 供 读者 参考 。 


1.4.2.2 两 个 对 称 面 m(4) 及 m(8) 以 适当 的 夹 角 ww(30 ,45 ,60 ) 相 交 , 经 反复 
充分 的 对 称 操作 后 ,在 它们 的 相交 线 上 必然 派生 出 一 个 基 转 角 为 2% 的 
高 次 旋转 轴 , 同时 也 导出 全 部 数目 为 360 /2w 的 对 称 面 


图 1-4-5 中 ,首先 示 出 对 称 面 mx( 和 A) 与 m(B) 相 交 ,w 王 45 "。m(A) 的 对 称 操作 
使 mB) 派 生出 mC), 自 (OO) 与 mCA) 以 
w 角 相交 于 原 轴线 上 。 同 理 ,m(B) 的 对 称 
操作 使 rx(A) 派 生出 mx(D), 上 且 m2.(D) 与 
m(B) 也 以 w 角 相交 于 轴线 。 由 于 w 二 45° 
是 非常 适当 的 夹 角 , 因而 m (A),m(B)， 
m(C) 及 m(D) 的 反复 充分 的 操作 ,结果 只 
是 它们 自身 的 重复 ,而 并 不 再 派生 新 的 对 
称 面 , 亦 即 此 组 合 是 封闭 的 对 称 组 合 。 

若 上 述 原 始 对 称 面 所 处 的 坐标 系 为 正 
交 坐 标 系 , 且 X 及 Y 的 单位 轴 长 相同 , 原 
始 对 称 面 坐标 为 m(xzxz) 与 m(0yz), 经 它 
们 互相 操作 后 所 派生 的 对 称 面 将 是 
Mm(X0z) 及 m(x, 工 ,xz)。 以 任意 点 z,y,z 出 发 ,经 过 这 4 个 对 称 面 的 反复 操作 ,很 
容易 导出 这 4 个 对 称 面 组 合 的 一 般 位 置 等 效 点 系 :X,Yy,z; ,XZ;T， 了 2; yy 元 ,之 ; 
72z575T zy 2 TX，z( 如 图 1-4-5 所 示 )。 这 一 等 效 点 系 的 等 效 点 之 间 的 
关系 证 明 存 在 一 个 派生 的 四 次 轴 4(00z) 与 对 称 面 相交 线 重合 。 

这 种 组 合 的 另 一 种 过 程 也 是 成 立 的 。 不 难 证 明 一 个 基 转 角 为 a 的 高 次 旋转 轴 
与 一 个 对 称 面 平行 相交 必然 导出 全 部 数目 为 360/a 的 对 称 面 ,它们 分 别 以 夹 和 角 a/2 
相交 于 旋转 轴 。 下 面 以 图 1-4-5 中 的 四 次 轴 作 推导 。 

四 次 轴 4C00z) 的 操作 ,对 任意 点 应 有 等 效 点 系 Try,zj;,zyz; 元 ,ziy, 元 ,z， 
再 经 与 4(00z) 平 行 相 交 的 对 称 面 m(x0z) 操 作 后 ,应 有 另外 4 个 等 效 点 zy,z;7， 
工 ,Z; 工 ，,y，Z;y ,T,X。 这 8 个 等 效 点 就 是 这 两 个 原始 对 称 元 素 组 合 后 的 一 般 位 置 等 
效 点 系 。 现 在 ,在 这 等 效 点 系 中 ,zy,z 与 yzryziZy7z 与 了 ,yziy 元 ,z 与 元 ,y， 
2 以 及 元 ,yz 与 了 元,z 的 等 效 关 系 都 证 明 派 生 的 对 称 面 m (xxz) 的 存在 。 另 外 ， 
它们 中 zyy，*z 与 元 ,yz3y，，Z 与 7 ,X23T Dy 与 ,yz 以 及 y,T,z 与 了 ,元 ,z 的 
等 效 关 系 都 证 明 在 组 合 中 存在 派生 的 对 称 面 m(0yz)。 最 后 ,它们 之 中 zx,y,z 与 
7 ;TT TIT 与 五 ,z5y TZ 与 元 ,yz ;以 及 YX, 之 与 Ty,z 的 等 效 关系 也 证 明 
了 对 称 面 mx(xzz) 的 存在 。 

从 上 面 四 次 轴 的 讨论 中 可 知 两 对 称 面相 交 夹 角 w 与 高 次 轴 的 基 转 角 c 之 间 有 
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图 1-4-5 ”两 个 对 称 面 m(A) 和 mC(B) 
以 45 相交 组 合 , 其 结果 为 点 群 4mm 


如 下 的 关系 : 
w 一 a/2 

以 前 已 证 明 晶体 中 只 能 存在 轴 次 为 三 .四 及 六 的 高 次 旋转 轴 , 它们 的 基 转 角 a 
分 别 为 120 ,90 及 60 。 由 此 可 确定 ,在 卓 体 学 中 上 述 两 个 原始 对 称 面 相交 的 适当 
夹 角 w 只 能 是 60 或 45 或 30 。 

图 1-4-6 及 图 1-4-7 分 别 表示 两 个 原始 对 称 面 以 60 及 30 相交 ,它们 组 合 的 
最 终结 果 导 出 三 次 旋转 轴 及 六 次 旋转 轴 , 以 及 全 部 数目 分 别 为 3 个 及 6 个 的 交 于 
轴线 的 对 称 面 。 


图 1-4-6 点 群 3ml 图 1-4-7 点 群 6mm 


1.4.2.3 两 个 二 次 轴 2(4) 及 2(B) 以 适当 的 夹 角 w 相交 ,经 反复 充分 的 对 称 操作 
后 ,必然 派生 一 个 基 转 角 为 2 的 高 次 旋转 轴 , 它 垂直 于 2(4) 及 2(B)， 
且 通 过 它们 的 交点 ,同时 也 导出 全 部 数目 为 360/2w 的 二 次 轴 


其 道理 与 上 述 两 个 对 称 面相 交 组 合十 分 类 似 ,在 此 从 略 。 另 外 ,同一 道理 ,w 
只 能 是 60 ,45 及 30"。 当 然 ,这 样 组 合 的 逆 过 程 也 必然 成 立 。 基 转角 为 a 的 高 次 
旋转 轴 与 一 个 二 次 轴 垂 直 相 交 , 必 然 导出 全 部 数目 为 360/a 的 二 次 轴 , 它 们 之 间 以 
夹 角 w 一 x/2 相交 且 垂 直 于 该 高 次 轴 。 

图 1-4-8 以 极 射 赤 平 投影 表示 两 个 二 次 轴 以 45 相交 的 组 合 。 在 X 与 了 轴 的 
单位 轴 长 相等 的 正 交 坐标 系 中 ,两 个 二 次 轴 2(z00) 及 2(zz0) 以 45" 相 交 。 从 任意 
点 工 ,y ,之 出 发 ,经 2(zz0) 的 操作 得 等 效 点 y,z,z, 此 两 等 效 点 经 2(z00) 的 操作 得 
等 效 点 xX, 了,z;y, 开 ,Zz, 而 这 两 个 新 的 等 效 点 重新 经 2(zz0) 的 操作 ,可 得 等 效 点 了， 
Z，z57,2) 有。 这 两 等 效 点 再 经 2(z00) 的 对 称 操 作 , 应 有 等 效 点 为 了 ,元 ,有 ;元 ,本 ,zx。 
如 此 最 终 应 有 8 个 等 效 点 共同 组 成 这 种 组 合 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 在 这 一 等 效 点 
系 中 过 ,y，,z 与 区 ,YZ;Y XZ 与 ,XZ;X 7 过 与 天 ,zjy 三 ,z 与 了 元 ,有 的 等 效 关 

i 


图 1-4-8 点 群 422 


系 都 指出 ,在 此 组 合 中 存在 派生 的 二 次 轴 
240y0) 。 同 样 处 理 , 也 可 以 证 明 另 一 个 派生 的 
二 次 轴 2(zz0) 的 存在 (等 效 点 的 关系 从 略 )。 
另外 ,在 这 一 等 效 点 系 中 ,x,y,x; 了 7, 工 ,之 ;到 ， 
Tr rR Vr 
之 的 等 效 关系 都 分 别 说 明 这 一 等 效 点 系 中 存 
在 四 次 轴 4(00z)。 由 此 可 见 , 两 个 二 次 轴 在 
这 坐标 系 中 以 45 相交 ,其 组 合 的 最 终结 果 导 
出 一 个 四 次 轴 , 以 及 4 个 与 之 垂直 并 分 别 以 
45 相交 的 二 次 轴 。 

图 1-4-9 及 图 1-4-10 分 别 表达 两 个 原 
始 二 次 轴 以 60 及 30 相交 , 它们 组 合 的 最 终 


结果 导出 三 次 旋转 轴 及 六 次 旋转 轴 , 以 及 全 部 数目 分 别 为 3 个 及 6 个 与 高 次 轴 垂 
直 的 二 次 轴 。 它 们 的 一 般 位 置 等 效 点 系 坐标 请 参阅 表 1-8-4(b) 。 


尖 攻 
dy 


图 1-4-9 点 群 321 


图 1-4-10 点 群 622 


1.4.2.4 一 个 二 次 轴 与 一 对 称 面 以 夹 角 w= 二 45" 相 交 , 经 反复 充分 的 对 称 操作 后 ， 
通过 它们 的 交点 , 既 垂 直 于 二 次 轴 又 平行 于 对 称 面 必然 派生 出 一 个 基 转 
角 为 90 的 四 次 旋转 反 伸 轴 , 同时 也 导出 全 部 数目 为 两 个 均 垂 直 于 四 次 
反 轴 的 一 次 轴 及 两 个 平行 相交 于 四 次 反 轴 的 对 称 面 , 且 二 次 轴 之 间 夹 角 
及 对 称 面 之 间 夹 角 均 为 90 


如 图 1-4-11 所 示 , 在 XX 与 Y 轴 的 单位 轴 长 相等 的 正 交 坐标 系 中 ,二 次 轴 
2(xx0) 与 对 称 面 mx(x0z) 以 45 相交 。 初 始 任意 点 rz,y,z 经 m(x0z) 对 称 操作 得 等 
效 点 Z, yz 两 个 等 效 点 经 2(Czz0) 操 作 后 ,得 等 效 点 7Z, zy yz 这 两 个 等 效 点 
青 经 m(x0x) 的 操作 ,得 等 效 点 y,T,z; 了 ,区 ,zz, 这 两 个 新 的 等 效 点 又 经 2Czz0) 的 操 
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作 ,得 等 效 点 却 ,y,z 江 ,7,z。 如 此 ,最 终 应 共 
有 8 个 等 效 点 组 成 这 种 组 合 的 一 般 位 置 等 效 
点 系 。 在 此 等 效 点 系 中 ,zy,y，,z 与 亏 ,y，z37， 
了 ,之 与 天 ,了 Jz;Y 过 与 了 ,Z, zy 元 ,之 与 了 ， 
工 ,z 的 等 效 关 系 证 明 此 组 合 应 有 派生 的 对 称 
面 m(0yz)。 同 理 xX,y,yz 与 了 ,元 ,z3, yz 与 
人 
闻 的 等 效 关系 亦 证 明 存 在 派生 的 二 次 轴 
24Zzz0)。 另 外 ,在 此 等 效 点 系 中 ,等 效 点 z,y， 
Z3; 放 ,大 过 ;元 ,ziy 元) 壹 之 间 , 以 及 工 , zi; 
yyz3 元 ,yz 元 有 之 间 的 等 效 关系 都 满 图 1-4-11 点 群 4m2 
足 四 次 反 轴 4(00z) 的 对 称 。 

以 四 次 反 轴 与 二 次 轴 垂 直 相 交 进 行 组 合 , 或 以 四 次 反 轴 与 对 称 面 平行 相交 都 
可 以 导出 与 上 述 相同 的 结果 。 


1.4.2.5 一 个 二 次 轴 与 一 对 称 面 以 夹 角 wo 一 60" 相 交 , 经 充分 对 称 操作 后 ,必然 导 
出 一 个 六 次 旋转 反 伸 轴 


如 图 1-4-12 所 示 , 原 始 的 二 次 轴 2(4) 经 原始 的 对 称 面 m(A) 的 对 称 操作 后 
派生 出 二 次 轴 2(B8)。 原 始 对 称 面 mx(A) 经 2(A) 操 作 后 ,得 派生 对 称 面 m(B), 它 
与 2(B) 重 合 。 同 理 ,m(A) 经 2(B) 操 作 后 ,得 与 2(4) 重 合 的 对 称 面 m(C)。 最 后 
2(B) 经 m(C) 操 作 后 ,得 到 与 m(A) 重 合 的 
2(C) 。 再 反复 操作 ,只 是 相互 重复 ,结果 是 全 
部 3 个 对 称 面 互 相 以 60 相交 于 一 直线 , 同 
时 全 部 3 个 二 次 轴 分 别 与 3 个 对 称 面 重合 ， 
且 垂 直 于 对 称 面 相交 线 并 共 交 于 一 点 ( 见 图 
1-4-12)。 以 任意 点 出 发 ,经 初始 对 称 面 及 
初始 二 次 轴 的 反复 对 称 操作 后 ,可 共 得 全 部 
数目 为 12 的 等 效 点 [如 图 1-4-12 所 示 , 坐 
标 列 于 表 1-8-4(b)]。 

从 一 般 位 置 等 效 点 系 中 12 个 等 效 点 之 

图 1-4-12 点 群 6m2 间 的 坐标 关系 也 可 以 直接 导出 上 述 派 生 的 
二 次 轴 及 对 称 面 。 此 外 ,将 此 一 般 位 置 等 效 点 系 中 的 12 个 等 效 点 合适 地 分 为 两 组 
(每 组 6 个 等 效 点 ) 均 指出 ,这 一 对 称 组 合 中 存在 一 个 六 次 旋转 反 伸 轴 , 它 与 对 称 面 
交 线 重合 且 垂 直 于 二 次 轴 。 正 如 前 面 在 “对 称 元 素 ” 的 讨论 中 所 指出 一 样 , 六 次 反 
轴 6 中 必然 存在 与 之 垂直 的 对 称 面 。 因 为 6 是 3 与 mr 垂直 相交 的 一 种 复合 对 称 
元 素 。 
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自然 ,六 次 反 轴 与 对 称 面 平 行 重合 ,或 六 次 反 轴 与 二 次 轴 垂 直 相 交 都 可 以 导出 


上 述 组 合 的 最 终结 果 。 


1.4.2.6 一 个 二 次 轴 与 一 对 称 面相 交 30 ,经 反复 充分 对 称 操 作 后 , 必 可 导出 全 
部 3 个 对 称 面 分 别 以 60 相交 于 一 轴线 ,全 部 3 个 二 次 轴 以 60 相交 且 
垂直 相交 于 轴线 , 对称 面 与 二 次 轴 互 相 垂直 ( 即 分 别 以 30 相 错 ) 


图 1-4-13 以 极 射 赤 平 投影 表达 这 种 组 合 及 其 结果 ,而 且 在 图 上 也 标 出 了 这 一 


图 1-4-13 点 群 3m] 


组 合 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 等 效 点 系 中 共 
12 个 等 效 点 的 坐标 列 于 表 1-8-4(b) 。 很 容 
易 看 出 它们 可 分 为 两 组 ,每 组 6 个 等 效 点 的 
等 效 关 系 都 属于 三 次 旋转 反 伸 轴 的 一 般 位 
置 等 效 点 系 , 证 明 对 称 面 与 二 次 轴 这 样 的 组 
合 必 然 在 它们 相交 的 轴线 上 派生 出 三 次 旋 
转 反 伸 轴 3。 

三 次 反 轴 与 对 称 面 平 行 重 合 或 三 次 反 
轴 与 二 次 轴 垂 直 相 交 都 将 会 导出 与 上 述 组 
合 相同 的 最 终结 


1.4.3 高 次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 


1.4.3.1 四 次 旋转 对 称 轴 与 对 称 面 垂直 相交 


四 次 轴 中 包含 有 二 次 轴 的 对 称 性 ,前 面 已 经 证 明 二 次 轴 与 对 称 面 垂 直 相 交 的 结 
果 将 派生 对 称 中 心 , 它 与 相交 点 重合 。 因 此 ,四 次 旋转 轴 与 对 称 面 垂 直 相 交 将 在 它们 


的 相交 点 上 派生 出 对 称 中 心 1。 图 1-4-14 是 
这 种 组 合 的 极 射 赤 平 投影 。 图 中 标 出 了 这 一 
组 合 的 一 般 位 置 等 效 点 系 ,由 8 个 等 效 点 组 
成 。 由 图 中 的 等 效 点 坐标 关系 [ 见 表 1-8-4 
(b)j] 也 可 以 指出 对 称 中 心 的 存在 。 

这 种 组 合 的 逆 过 程 并 不 能 成 立 , 即 对 称 
面 与 对 称 中 心 的 组 合 只 能 派生 二 次 轴 , 而 不 
可 能 导出 四 次 轴 。 


1. 4.3.2 六 次 旋转 对 称 轴 与 对 称 面 垂直 
相交 


六 次 轴 亦 包含 有 二 次 轴 的 性 质 ,因而 六 
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图 1-4-14 点 群 4/m 


次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 ,其 结果 在 它们 的 交点 上 派生 对 称 中 心 1。 图 1-4-15 以 极 
射 赤 平 投影 示意 这 种 组 合 ,以 及 这 种 组 合 的 一 般 位 置 等 效 点 系 ( 见 表 1-8-4)。 从 
等 效 点 系 可 以 肯定 对 称 中 心 的 存在 。 

同 理 , 对 称 面 与 对 称 中 心 的 组 合 只 会 派生 
二 次 轴 , 而 不 可 能 导出 六 次 轴 。 


1.4.3.3 其 他 高 次 轴 与 对 称 面 的 组 合 


三 次 轴 3 与 对 称 面 m 垂直 相交 ,其 结果 将 
是 六 次 反 轴 , 即 3/m 一 6, 请 参阅 图 1-3-14。 

三 次 反 轴 3 与 对 称 面 m 垂直 相交 , 其 组 合 
结果 将 导出 如 图 1-4-15 所 示 的 结果 , 即 3/m 二 
6/m, 

四 次 反 轴 4 与 对 称 面 m 垂直 相交 ,其 组 合 
结果 将 导出 如 图 1-4-14 所 示 的 结果 , 即 4/mm 一 图 1-4-15 点 群 6/m 
4/m. 

六 次 反 轴 本 身 就 包含 有 对 称 面 的 性 质 , 它 是 三 次 轴 与 对 称 面 的 复合 对 称 元 素 
6=3/m, 
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第 五 章 ”晶体 所 有 可 能 的 对 称 组 合 


从 晶体 形 貌 学 来 说 ,晶体 的 对 称 性 是 指 晶 体外 形 多 面体 的 对 称 特征 ,是 指 多 面 
体 中 晶 面 之 间 在 几何 位 置 上 的 相互 关系 。 通 过 第 三 章 及 第 四 章 有 关 对 称 元 素 及 其 
组 合 的 讨论 ,可 理解 到 晶体 存在 各 种 可 能 的 对 称 类 型 。 在 晶体 多 面体 中 ,它们 的 对 
称 性 可 以 只 包含 有 一 个 对 称 元 素 , 也 可 能 是 多 个 对 称 元 素 的 组 合 。 下 面 的 讨论 将 
指出 在 几何 晶体 学 中 共有 32 个 可 能 的 对 称 类 型 ,它们 表征 了 晶体 全 部 可 能 的 宏观 
对 称 性 。 

在 数学 意义 上 ,任何 的 空间 对 称 变换 即 构成 了 所 谓 “ 群 ”"。 在 此 ,对 称 变换 的 集 
合 被 称 为 对 称 变换 群 ,而 相应 的 对 称 元 素 的 集合 则 被 称 为 对 称 元 素 群 ,这 两 者 通常 
总 称 为 对 称 群 。 因 此 ,几何 晶体 学 中 的 32 个 对 称 类 型 亦 被 称 为 32 个 对 称 群 。 

在 第 二 章 有 关 章 体 投影 的 讨论 中 已 经 指出 ,研究 晶体 多 面体 中 晶 面 之 间 的 关 
系 , 对 我 们 来 说 只 需 研究 在 投影 球面 上 一 群 点 内 部 的 点 与 点 之 间 关 系 就 足够 了 。 
由 剖面 组 成 的 对 称 图 形 将 由 一 群 点 所 组 成 的 对 称 图 形 所 代替 , 唱 面 之 间 的 对 称 关 
系 将 由 点 与 点 之 间 在 几何 位 置 上 的 对 称 关 系 所 代替 。 因 此 ,几何 晶体 学 中 每 一 个 
对 称 类 型 可 以 由 具有 特定 对 称 关 系 的 一 群 点 所 代替 ,这 一 群 点 充分 表达 了 相应 的 
对 称 类 型 的 对 称 特 征 。 这 里 ,对 称 变换 实际 是 指点 与 点 之 间 几 何 位 置 的 关系 。 从 
这 个 意义 上 说 ,我 们 更 习惯 于 将 32 个 对 称 类 型 称 为 32 个 点 群 。 

在 上 面 第 四 章 中 我 们 讨论 了 一 些 有 关 对 称 元 素 组 合 的 规律 ,现在 我 们 来 讨论 
晶体 中 一 切 可 能 点 群 的 推导 。 当 然 ,从 对 称 类 型 的 意义 上 ,我 们 是 推导 晶体 中 对 称 
元 素 的 所 有 可 能 组 合 。 在 这 里 ,我 们 希望 再 次 强调 指出 ,能 够 存在 于 唱 体 中 的 对 称 
元 素 之 间 的 互相 组 合 只 能 是 具有 封闭 性 的 , 即 组 合 的 最 终结 果 是 有 限 数目 的 对 称 
元 素 之 间 的 互相 组 合 。 


1.5.1 具有 不 多 于 一 个 高 次 轴 的 对 称 组 合 


1.5.1.1 只 具有 一 个 对 称 元 素 的 对 称 组 合 


这 一 类 组 合 也 可 以 理解 为 “对称 自身 ”与 所 有 对 称 元 素 分 别 组 合 ,其 结果 就 是 
几何 晶体 学 中 可 能 存在 的 10 种 对 称 元 素 ( 见 表 1-4-1) 单 独 存在 的 对 称 类 
型 (A 类 ) 。 

人 A 类 共有 10 个 点 群 (对 称 类 型 ), 其 符号 如 表 1-5-1 的 国际 符号 所 示 。 这 10 
个 点 群 的 极 射 赤 平 投影 请 参阅 第 三 章 中 有 关 对 称 元 素 的 描述 。 
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表 1-5-1 A 类 对 称 类 型 
习惯 记号 已 P C 2 LD I Ls Tt Es 
国际 符号 1 m 1 2 3 4 6 3 4 6 


1. 5.1.2 一 个 二 次 轴 与 A 类 的 对 称 元 素 垂 直 相 交 (B 类 ) 


B 类 的 组 合 ( 见 表 1-5-2) 可 导出 8 个 点 群 (对 称 类 型 ):2/m,222,32,422,622， 
3m,4m2,6m2。 这 8 个 点 群 的 极 射 赤 平 投影 请 参阅 图 1-4-2,1-4-1,1-4-9,1-4- 
8,1-4-10,1-4-13,1-4-11 及 图 1-4-12。 


表 1-5-2 B 类 对 称 类 型 


初始 对 称 元 素 (A 类 ) 组 合 后 全 部 对 称 元 素 点 群 的 国际 符号 

L! L2 (9) 
P L2 PC 2/m 
C LPC (2/m) 
L2 312 222 
L3 L331.2 32 
Vg Li4L? 422 
15 L561? 622 
I; L331L23PC Bm 
Lt Li2122P dm2 
了 了 9 31.24 己 Gm2 


1.5.1.3 一 个 对 称 面 与 A 类 的 对 称 元 素平 行 相交 (C 类 ) 


C 类 的 组 合 ( 见 表 1-5-3) 可 导出 4 个 新 的 点 群 ( 对 称 类 型 ) ;mm2,3m,4mm， 
6mm, 这 4 个 点 群 的 极 射 赤 平 投影 请 参阅 图 1-4-3,1-4-6,1-4-5 及 图 1-4-7。 
表 1-5-3 C 类 对 称 类 型 


初始 对 称 元 素 (A 类 ) 组 合 后 全 部 对 称 元 素 点 群 的 国际 符号 

Li P (2m) 

P P (m) 

C L2PC (2/m) 
L2 L22P mm2 
1 1L33P 3m 

1 L'4P dmm 
Ls 156P 6mm 
LD 了 3L23PC (3m) 
Ls 142L22P (4m2) 
了 Le3L24P (6m2) 
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1.5.1.4 一 个 对 称 面 与 A 类 的 对 称 元 素 垂 直 相 交 {D 类 ) 


D 类 的 组 合 ( 见 表 1-5-4) 只 有 两 个 新 的 点 群 (对 称 类 型 ):4/m,6/m, 这 两 个 点 
群 的 极 射 赤 平 投影 参阅 图 1-4-14 及 图 1-4-15。 


表 1-5-4 D 类 对 称 类 型 


初始 对 称 元 素 (A 类 ) 组 合 后 全 部 对 称 元 素 点 群 的 国际 符号 
Li P (m) 
P 工 22P (mm2) 
L2PC (2/m) 
L? L2PC (2/m) 
L3 Ls (P) (6) 
Lt LiPC 4/m 
Ls Ls PC 6/m 
EB LsPC (6/m) 
下 LiPC (4/m) 
Es Ls CP) (6) 


1.5.1.5 两 个 对 称 面 (一 个 垂直 ,一 个 平行 ) 与 A 类 对 称 元 素 相交 (E 类 ) 


类 的 组 合 ( 见 表 1-5-5) 可 导出 3 个 新 的 点 群 (对 称 类 型 ); mmm,4/mmm， 
6/mmm, 图 1-5-1, 图 1-5-2 及 图 1-5-3 以 极 射 赤 平 投影 分 别 表 达 了 这 3 个 点 群 的 


表 1-5-5 类 对 称 类 型 


初始 对 称 元 素 (A 类 ) 组 合 后 全 部 对 称 元 素 点 群 的 国际 符号 

了 L22P (mm2) 
P L22P (mm2) 
C 3L23PC (mmm) 
L? 3L23PC mmm 
L3 Ls3L24P (6m2) 
Et 了 44L25PC 4/mmm 
Ls L56L27PC 6/mmm 
Te Ls6L27PC (6/mmm) 
Ee L44L25PC (4/mmm) 
了 Ls3L24P (6m2) 


em Se 
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全 部 对 称 元 素 及 它们 的 一 般 位 置 等 效 点 系 ( 见 表 1-8-4)。 


图 1-5-1 点 和 群 mmm 图 1-5-2 点 群 4/mmm] 


图 1-5-3 点 群 6/mmm 
点 群 6/mmm 的 一 般 位 置 等 效 点 系 : 


XV LIT TY LIT YT ZY Ts 


TT YLT YT LITT ZY TH Ys 
TY TLIT IT LIT TY LIT YY Zs 
TV TIV TY TT YT ZY TT 


并 一 TX TIT TTIT TY TITT yy YT 


1.5.2 具有 一 个 以 上 高 次 轴 的 对 称 轴 组 合 


站 


若 两 个 高 次 轴 ( 或 一 个 高 次 轴 与 一 个 二 次 轴 ) 以 任意 角 w 相交 , 则 可 能 经 相互 
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反复 的 对 称 操 作 后 ,导出 具有 无 穷 对 称 的 球体 对 称 。 因 此 ,必须 让 相交 角 w 为 一 
些 特殊 值 ,使 派生 出 的 新 对 称 轴 是 有 限 的 ,而 且 它们 的 反复 组 合 结果 是 重复 的 ,这 
就 是 所 谓 组 合 的 封闭 性 (有 限 性 ) ,现在 我 们 来 详细 讨论 这 个 问题 。 
设 有 许多 对 称 轴 通 过 球 心 并 与 球 过 相交。 然后 在 球 达 上 每 两 交点 引 一 直径 平 
面 ( 即 通过 球 心 的 平面 ), 从 而 我 们 可 以 把 每 一 个 对 称 轴 看 成 是 这 些 直径 平面 的 相 
交 直 线 ,其 中 两 个 平面 相交 的 夹 角 w 是 该 对 称 轴 基 转角 的 一 半 (a/2)。 这 样 , 整 个 
球面 被 割 分 为 若干 个 球面 三 角形 。 每 一 个 球面 三 角形 可 能 的 内 角 为 w。 
现 有 三 个 值得 注意 的 条 件 : 
(1) 唱 体 中 可 能 的 对 称 轴 的 轴 次 只 可 能 是 2,3,4,6。 由 于 w 二 a/2, 所 以 分别 
为 90 ,60 ,45 及 30”。 
学 下 证 和， 球面 三 角形 里 三 内 角 之 和 (S) 应 为 
180 <<S<<540” 
(3) 现 在 讨论 的 是 包含 一 个 以 上 高 次 轴 的 组 合 ,因此 ,每 个 球面 三 角形 的 3 个 
顶点 ,至 少 应 有 一 个 以 上 的 高 次 轴 。 
于 是 ,按照 上 述 (1) 及 (3) 的 要 求 ,可 以 有 下 列 6 种 球面 三 角形 存在 ,其 3 个 内 
角 的 值 及 其 和 为 : 
(Ca) 30 十 30 十 90" 一 150” 
(b) 30 十 45 "十 90" 一 165” 
(c) 30 十 60" 十 90" 一 180” 
(d) 45 十 45 "十 90" 一 180” 
(e) 45 十 60" 十 90" 一 195” 
(f 60 十 60" 十 90" 一 210" 
按照 上 述 第 (2) 个 条 件 , 上 述 6 种 组 合 中 ,只 有 最 后 两 种 (e) 及 ({) 才 能 满足 
180 天 S<540 。 显 然 , 可 能 存在 的 具有 一 个 以 上 高 次 轴 的 对 称 轴 组 合 只 有 下 述 
两 种 。 


1.5.2.1 一 个 四 次 轴 、 一 个 三 次 轴 及 一 个 二 次 轴 的 组 合 


45 十 60" 十 90" 一 195” 

整个 球 的 表面 应 由 这 种 球面 三 角形 拼 组 覆盖 。 如 图 1-5-4(a) 所 示 , 只 要 四 次 
轴 、 三 次 轴 及 二 次 轴 之 间 相 交 的 夹 角 合理 , 即 这 种 球面 三 角形 的 3 个 边 长 合理 ,以 
此 拼 组 覆盖 全 球 表面 是 完全 可 以 满足 的 。 球 面 三 角形 诸 边 长 为 :四 次 轴 与 三 次 轴 
的 夹 角 54"44 8 ,四 次 轴 与 二 次 轴 的 夹 角 45" ,三 次 轴 与 二 次 轴 的 夹 角 35"15'52。 

这 种 组 合 最 终 具 有 对 称 元 素 3L44L36L? ,这 种 对 称 类 型 的 国际 符号 是 “点 群 
43”。 

图 1-5-4(a) 是 点 群 43 的 对 称 元 素 组 合 ,而 (b) 是 它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 极 
射 赤 平 投影 。 由 于 4 个 三 次 轴 的 存在 ,此 点 群 必须 处 于 正 交 坐标 系 中 ,3 个 四 次 轴 
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图 1-5-4 点 群 43 
(a) 对 称 轴 的 组 合 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 
与 坐标 轴 重 合 ,而 且 X,Y,Z 坐标 轴 的 单位 轴 长 必须 相等 。 那 么 ,图 1-5-4(b) 中 的 
一 般 位 置 等 效 点 系 的 坐标 如 下 : 
TV GT; 之 TV Vo Ti TX TY; yy 元) 过 5 ZVT; 


TV TZ; 之 ?元 yy 过 ,元 ;大 ,之 yy YX; TZ YT; 


TV Zs; 过， 之 3 TZ yy，Z3 LVITS 


元， yy， 之 ZT,Y; VT TS TV; YX; ZY TX 


1.5.2.2 两 个 三 次 轴 与 一 个 二 次 轴 的 组 合 


60 十 60 十 90 一 210” 


图 1-5-5 点 群 23 
(a) 对 称 轴 的 组 合 ;(b) 一 般 位置 等 效 点 系 


。49 。 


以 这 种 球面 三 角形 拼 组 覆盖 整个 球 的 表面 (图 1-5-5), 它 的 3 个 边 长 应 为 :三 
次 轴 与 三 次 轴 的 夹 角 70"31/44 ,三 次 轴 与 二 次 轴 的 夹 角 54"44 8 。 

这 种 组 合 ( 对 称 类 型 ) 最 终 具 有 对 称 元 素 3 亚 4 五 , 它 的 国际 符号 为 "点 群 23”。 

图 1-5-5 中 图 (a) 是 点 群 23 的 对 称 元 素 组 合 ,而 图 (b) 是 它 的 一 般 位 置 等 效 点 
系 的 极 射 赤 平 投影 。 由 于 4 个 三 次 轴 的 出 现 ,这 点 群 必须 处 于 正 交 坐标 系 中 ,3 个 
二 次 轴 分 别 与 坐标 轴 重 合 , 而 且 3 个 坐标 轴 X,Y,2 的 单位 轴 长 必须 相等 ,那么 图 
1-5-5(b) 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 坐标 如 下 : 


TV Zi YN ZT TY TZ ZT YN YZ Ts; 


TV TZ TIT VL AT TV ZL; ZT YS VT NT 
1.5.3 具有 一 个 以 上 高 次 轴 的 对 称 轴 与 对 称 面 组 合 


包含 一 个 以 上 高 次 轴 的 对 称 轴 组 合 结果 如 前 所 述 是 点 群 43 及 点 群 23 两 种 。 
现在 加 上 对 称 面 的 组 合 ,显然 可 以 是 在 对 称 轴 组 合 的 两 种 对 称 类 型 基础 上 给 以 对 
称 面 组 合 。 为 了 在 增加 对 称 面 的 组 合 之 后 ,不 至 于 使 原来 的 对 称 类 型 再 派生 出 新 
的 对 称 轴 , 对 称 面 应 首先 考虑 与 对 称 轴 平行 相交 。 而 且 对 称 面 只 能 是 与 对 称 类 型 
中 一 个 以 上 对 称 轴 合理 地 平行 相交 ,这 样 才 不 致 派生 新 的 对 称 轴 。 
1.5. 3.1 对称 面 与 点 群 43 的 对 称 轴 组 合 

为 了 不 派生 新 的 对 称 轴 , 对 称 面 只 能 与 躺 在 同一 个 大 圆 ( 即 直径 平面 ) 上 的 两 
个 四 次 轴 及 两 个 二 次 轴 同 时 平行 相交 ,或 者 与 两 个 三 次 轴 一 个 四 次 轴 及 一 个 二 次 
轴 同 时 平行 相交 。 不 论 初始 对 称 面 是 哪 一 种 情况 ,其 组 合 结果 都 是 一 样 的 ,都 必然 
派生 出 全 部 共 9 个 对 称 面 ,如 图 1-5-6(a) 所 示 。 这 种 组 合 ( 对 称 类 型 ) 最 终 具有 对 
称 元 素 3L44136L?9PC, 它 的 国际 符号 为 "点 群 m3m”。 


Ak 


图 1-5-6 点 群 m3m 
5a) 全 部 对 称 元 素 的 极 射 赤 平 投影 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 
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图 1-5-6 表示 点 群 m3m 的 全 部 对 称 元 素 (a) 及 其 一 般 位 置 等 效 点 系 的 极 射 赤 
平 投影 (b)。 当 这 点 群 处 于 上 述 点 群 43 同样 的 坐标 系 , 从 任意 点 x+,y,z 出 发 ,经 
充分 的 对 称 操 作 之 后 ,将 可 导出 全 部 数目 为 48 个 等 效 点 ,组 成 此 点 群 的 一 般 位 置 
等 效 点 系 。 它 当然 包括 了 点 群 43 中 一 般 位 置 等 效 点 系 的 全 部 24 个 等 效 点 ,另外 
的 24 个 等 效 点 的 坐标 也 可 以 简单 地 由 它们 再 经 对 称 中 心 1(000) 或 其 中 一 个 对 称 
面 的 对 称 操作 推导 出 来 [ 见 表 1-8-4(c)] 。 


1.5.3. 2 对称 面 与 点 群 23 的 对 称 轴 组合 


为 了 不 派生 新 的 对 称 轴 , 对 称 面 可 以 与 处 于 同一 大 圆 ( 通 过 球 心 的 圆 ) 上 的 两 
个 二 次 轴 同 时 平行 相交 ,也 可 以 与 两 个 三 次 轴 及 一 个 二 次 轴 同 时 平行 相交 。 这 两 
种 组 合并 不 互相 派生 , 现 分 别 给 以 讨论 : 

1. 点 群 23 中 两 个 二 次 轴 与 一 个 对 称 面 平行 相交 其 结果 将 派生 全 部 3 个 
对 称 面 ,如 图 1-5-7 所 示 。 这 一 对 称 组 合 的 对 称 元 素 是 3L*4L33PC, 它 的 国际 符 
号 以 “jz3” 表 示 。 


图 1-5-7 点 群 1m3 
(a) 全 部 对 称 元素 的 极 射 赤 平 投影 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 


对 称 元 素 的 充分 操作 ,可 导出 全 部 数目 为 24 个 等 效 点 组 成 一 般 位 置 等 效 点 系 。 它 
包括 了 点 群 23 中 一 般 位 置 等 效 点 系 的 12 个 等 效 点 ,以 及 它们 经 对 称 中 心 1(000) (或 
其 中 一 个 对 称 面 ) 对 称 操作 后 所 派生 的 12 个 等 效 点 ,它们 的 坐标 列 于 表 1-8-4(c)， 
2. 点 群 23 中 两 个 三 次 轴 及 一 个 二 次 轴 与 一 个 对 称 面 平行 相交 ”这 一 组 合 
的 结果 将 派生 出 全 部 6 个 对 称 面 ,而 且 由 于 对 称 面 与 其 中 二 次 轴 又 以 45" 相 交 , 其 
结果 使 全 部 初始 的 二 次 轴 都 演变 为 四 次 反 伸 轴 。 所 以 这 样 的 对 称 组 合 最 终 得 到 全 
部 对 称 元 素 为 3L;4L36P。 这 一 对 称 类 型 的 国际 符号 为 点 群 43m。 图 1-5-8 表示 
点 群 43m 的 极 射 赤 平 投影 结果 。 当 点 群 43m 处 于 与 点 群 23 同样 的 坐标 系 , 从 初 
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始点 x,y,z 出 发 将 可 导出 全 部 24 个 等 效 点 的 一 般 位 置 等 效 点 系 : 


TV ZL; ZTIYNS DZ ZN; YT Zs ZY Ts 


TV TZ; 克之 大大) 之 VS VN TZ; ZV; 


TV ZT; TT VLZITIT ZIV YF TZ ZY TT; 


TV ZS ZTIYN; VN rTITXZ YN YX Ts ,YH 
不 难看 出 点 群 413m 的 一 般 位 置 等 效 点 系 必定 包含 点 群 23 的 一 般 位 置 等 效 点 
系 ,而 且 包 含 着 它们 与 其 中 一 个 对 称 面 [例如 m《xzx0)j] 的 对 称 等 效 点 。 


图 1-5-8 点 群 43m 
(a) 全 部 对 称 元 素 的 极 射 赤 平 投影 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 


第 六 章 ”晶体 的 定向 及 晶 系 
1. 6.1 唱 带 与 品 带 轴 


晶体 多 面体 是 由 许多 唱 面 (至 少 4 个 晶 面 ) 所 包围 。 平 行 于 同一 直线 的 各 个 晶 
面 组 成 一 个 " 唱 带 ”被 平行 的 那 条 直线 称 为 “ 晶 带 轴 ”“。 从 唱 带 及 晶 带 轴 的 定义 可 
知 , 同 一 唱 带 中 各 晶 面 的 法 线 皆 躺 在 同一 平面 上 , 而 其 唱 带 轴 必 定 垂直 于 此 平面 。 
此 外 ,同一 唱 带 的 唱 面 总 是 落 在 极 射 赤 平 投影 中 的 同一 个 通过 球 心 的 大 圆 上 。 

两 个 曲面 相交 组 成 一 唱 棱 , 唱 棱 总 是 与 这 两 个 卓 面 相 平 行 。 同 一 品 带 的 唱 面 
所 构成 的 晶 棱 是 相互 平行 的 ,将 这 些 唱 棱 平移 并 使 之 通过 坐标 原点 , 即 构成 此 曲 带 
的 晶 带 轴 。 与 蝇 带 轴 垂 直 的 平面 必定 与 此 晶 带 所 有 的 晶 面 相 垂 直 。 晶 带 轴 与 晶 带 
中 的 唱 棱 相 平行 , 表 达 着 晶 带 中 全 部 品 棱 的 方向 及 全 部 晶 面 都 平行 的 那个 方向 。 

从 晶体 内 部 点 阵 看 ,平行 于 任何 一 族 相 互 平行 的 阵 点 平面 都 可 能 是 一 个 晶 面 。 
在 晶体 点 阵 中 这 样 的 平面 族 将 有 无 穷 多 个 ,自然 它 也 存在 着 无 穷 多 个 可 能 的 唱 带 。 
同一 道理 ,从 晶体 点 阵 原点 引出 的 任何 一 条 阵 点 列 直线 都 是 可 能 的 唱 带 轴 。 从 晶 
体内 部 点 阵 看 ,每 一 条 唱 带 轴 都 必定 是 通过 原点 ,并且 具有 周期 排列 的 阵 点 列 。 从 
这 一 意义 上 说 , 唱 带 轴 不 但 只 表达 了 一 个 方向 ,而 且 包含 着 在 此 方向 上 阵 点 之 间 的 
周期 参数 。 同 样 道 理 ,任何 一 个 可 能 唱 面 的 法 线 , 不 但 只 表达 了 一 族 相互 平行 的 结 
点 面 的 方向 ,而 且 它 也 包含 着 这 族 结 点 平面 之 间距 离 的 周期 参数 。 

晶体 中 任何 一 个 可 能 晶 面 都 必定 属于 两 个 或 两 个 以 上 的 唱 带 所 共有 。 由 特别 
多 的 唱 带 所 共有 的 晶 面 ,我 们 称 为 主要 晶 面 。 另 外 ,由 特别 多 的 晶 面 所 构成 的 晶 
带 , 我 们 称 之 为 主要 晶 带 , 它 的 轴 当 然 称 之 为 主要 晶 带 轴 。 在 前 面 第 二 章 中 已 经 指 
出 ,在 实际 晶体 发 育 中 残留 着 的 实际 晶 面 往往 都 是 一 些 相应 于 晶体 内 部 结构 中 结 
点 密度 比较 大 的 结 点 面 族 。 一 些 实际 的 或 可 能 的 主要 剖面 往往 也 是 一 些 与 阵 点 密 
度 很 大 的 阵 点 面 族 相对 应 的 。 下 面 我 们 再 从 晶体 内 部 点 阵 作 一 些 讨论 ,并 且 将 要 
说 明 主 要 晶 面 的 法 线 往往 就 是 一 个 主要 唱 带 轴 。 

晶体 点 阵 中 任何 一 族 相互 平行 的 阵 点 平面 所 组 成 的 面 族 都 可 以 看 作 是 由 垂直 
于 此 面 族 的 许多 阵 点 面 族 所 构成 ,这 些 面 族 都 共同 平行 于 此 面 族 的 法 线 方向 。 很 
容易 理解 , 阵 点 密度 越 大 的 阵 点 平面 族 ,构成 它 (垂直 于 它 ) 的 那些 面 族 的 数目 将 可 
能 越 多 ,而且 那些 面 族 的 面 间距 离 将 越 小 。 显 然 , 点 阵 中 阵 点 密度 最 大 的 阵 点 面 
族 ,构成 它 的 那些 面 族 的 数目 将 是 最 多 ,而 且 那 些 面 族 的 面 间距 将 是 最 小 。 因 此 ， 
与 阵 点 密度 最 大 的 面 族 相 垂直 的 方向 将 是 由 数目 最 多 的 可 能 唱 面 构成 的 晶 带 方 
向 。 亦 即 所 谓 最 主要 唱 带 的 方向 。 换 名 话说 , 阵 点 密度 很 大 的 一 些 面 族 ,其 法 线 都 
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将 是 可 能 的 主要 晶 带 轴 。 

晶体 点 阵 中 通过 原点 的 任何 一 个 阵 点 平面 都 可 以 看 作 由 许多 通过 原点 的 阵 点 
列 所 构成 。 我 们 已 经 知道 ,通过 原点 的 任 一 条 阵 点 列 都 是 一 个 可 能 的 晶 带 轴 。 因 
此 ,通过 原点 的 一 个 阵 点 平面 都 包含 着 许多 个 唱 带 轴 。 躺 在 同一 平面 上 的 晶 带 轴 
就 构成 了 一 个 “ 晶 带 轴 族 ”。 不 难看 出 ,一 个 “ 晶 带 轴 族 ”的 法 线 方向 ,必然 也 是 一 个 
品 带 轴 。 阵 点 密度 很 大 的 通过 原点 的 阵 点 平面 必然 包含 着 更 多 的 通过 原点 的 阵 点 
列 ,而且 它 们 的 阵 点 间距 是 比较 小 的 。 它 们 中 的 一 些 都 是 比较 主要 的 可 能 晶 带 轴 。 
由 比较 主要 的 唱 带 轴 所 构成 的 晶 带 轴 族 ”, 其 法 线 方向 必定 是 最 主要 的 可 能 唱 带 
轴 。 有 关 “ 唱 带 轴 族 " 及 其 法 线 的 概念 不 但 有 助 于 我 们 对 下 面 有 关 唱 体 定 向 的 讨 
论 ,而 且 对 X 射线 晶体 学 中 诠释 劳 埃 法 衍射 照片 也 极为 有 益 。 


1. 6.2 晶体 的 定向 


几何 晶体 学 中 的 对 称 元 素 都 是 为 了 阐述 晶体 对 称 性 的 几何 要 素 ,它们 是 几何 
点 ,平面 及 直线 。 既 然 对 称 元 素 表 达 了 晶体 固有 的 对 称 特 性 ,它们 就 应 该 与 反映 晶 
体内 部 结构 特性 的 晶体 点 阵 相对 应 。 对 称 元 素 的 点 .平面 及 直线 就 与 晶体 点 阵 中 
的 原点 ,通过 原点 的 阵 点 平面 及 阵 点 列 的 概念 相 一 致 , 而 且 对 称 面 及 对 称 轴 都 往往 
与 葛 体 点 阵 中 阵 点 密度 最 大 的 一 些 阵 点 面 及 阵 点 列 相 一 致 。 换 名 话说, 对称 面 的 
法 线 方向 及 对 称 轴 的 方向 往往 都 是 晶体 中 实际 的 或 可 能 的 一 些 主要 的 或 最 主要 的 
晶 带 轴 。 

晶体 的 定向 就 是 在 晶体 内 确定 一 个 坐标 系 。 所 选取 的 3 个 坐标 轴 , 我 们 称 之 
为 结晶 学 轴 或 简称 为 晶 轴 ,分 别 以 <,2 及 c 标记 。 按 照 国际 通 例 ,必须 以 右手 法 则 
确定 晶 轴 a,6b 及 c 的 次 序 及 相互 取向 ,其 3 个 晶 轴 在 正方 向 上 的 夹 角 分 别 以 a,B 
及 7 标记。 在 这 里 要 特别 强调 指出 ,除了 给 出 声明 之 外 ,晶体 的 晶 轴 取向 必定 与 蝇 
体 所 处 的 坐标 系 X,Y 及 Z 方向 完全 一 致 。 不 但 晶 轴 oa, 及 < 与 X,Y 及 2Z 一 一 重 
合 , 而 且 它 们 的 单位 轴 长 也 相应 地 一 致 。 

为 了 表述 晶体 的 特性 ,包括 内 部 结构 的 周期 性 及 对 称 性 等 特性 ,3 个 晶体 学 轴 
a,b 及 c 的 方向 总 是 从 那些 最 主要 的 阵 点 列 中 选择 , 即 从 那些 最 主要 的 唱 带 轴 中 
选择 。 这 种 选择 必然 与 晶体 中 最 重要 的 一 些 实际 或 可 能 晶 棱 及 晶 面 法 线 方向 相 一 
致 。 不 难 理解 ,对 称 轴 及 对 称 面 的 法 线 方向 将 是 晶体 学 轴 a,6 及 c 优先 选择 的 重 
要 依据 ,因为 它们 都 是 晶体 中 一 些 最 主要 的 阵 点 列 方向 。 

晶体 学 轴 a, 及 c 必然 都 与 晶体 中 最 主要 的 晶 带 轴 相 一 致 。 从 晶体 内 部 点 阵 
看 ,与 晶体 学 轴 a,6 及 c 一 致 的 阵 点 列 上 ,它们 阵 点 之 间 最 短 距离 的 周期 分 别 以 
sp 及 co 标记 ,我 们 将 ao ,bo 及 co 定义 为 晶体 3 个 晶 轴 a, 及 < 的 单位 轴 长 。 这 
样 一 来 a6 ,bo ,co 及 a,B,Y 6 个 参数 就 表征 了 晶体 内 部 结构 的 点 阵 特性 。 由 这 6 个 
参数 必 可 建立 一 个 平行 六 面体 的 格子 。 晶 体内 部 点 阵 将 可 看 作 是 这 样 的 平行 六 面 
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体 沿 a,b,c 方向 无 穷 排 列 的 结果 。 这 里 需要 提醒 一 下 , 往 后 的 许多 讨论 中 ,经 常 将 
a,b 及 c 既 代 表 晶 轴 又 同时 代表 单位 轴 长 ( 即 代替 了 ao,p 及 co)。 

既然 所 有 实际 存在 或 可 能 存在 的 晶体 的 对 称 性 均 已 被 32 个 点 群 ( 对 称 类 型 ) 
所 概括 ,所 有 晶体 的 取向 问题 就 都 可 以 在 点 群 范围 内 进行 讨论 ,那么 ,每 一 个 点 群 
(严格 地 说 ,应 该 是 该 点 群 所 概括 的 所 有 品 体 ?的 取向 都 会 有 自己 的 特点 。 或 者 说 ， 
每 个 点 群 的 取向 一 一 6 个 参数 的 确定 不 应 该 与 该 点 群 的 对 称 特征 相 了 矛盾 。 下 面 我 
们 对 32 个 点 群 分 别 作 一 些 必要 的 讨论 。 

1. 点 群 1 及 点 群 1 它们 的 对 称 性 对 6 个 参数 的 选择 并 无 任何 约束 。 原 则 
上 ,任何 3 条 互 不 平行 的 主要 阵 点 列 ( 即 实际 晶 棱 或 可 能 唱 棱 ) 方 向 都 可 以 选 作 a， 
b,c。 但 一 般 应 取 3 个 最 明显 的 晶 带 轴 , 并 使 c,8,y 接近 90”。 

2. 只 具有 一 个 二 次 轴 或 一 个 对 称 面 的 点 群 2、 点 群 m 以 及 两 者 组 合 的 点 群 
2/m 应 该 首先 选择 二 次 轴 或 对 称 面 法 线 为 一 个 晶体 学 轴 , 而 且 按 国际 惯例 将 
这 唯一 的 二 次 轴 及 唯一 的 对 称 面 法 线 确定 为 6 轴 。a 轴 及 c 轴 除 了 必须 垂直 于 6。 
轴 外 ,这 些 点 群 的 对 称 性 对 它们 并 没有 更 多 的 约束 。 因 此 ,垂直 于 二 次 轴 , 或 躺 在 
对 称 面 上 的 任何 两 条 互 不 平行 的 主要 阵 点 列 ( 唱 楼 或 唱 面 法 线 一 一 唱 带 轴 ) 都 可 以 
选择 为 a,c 轴 , 只 是 二 者 的 夹 角 8 最 好 是 大 于 并 接近 90" ,请 参看 图 1-3-2、 图 1-3- 
3 及 图 1-4-4。 

3. 不 具有 高 次 轴 , 但 具有 一 个 以 上 的 二 次 轴 或 一 个 以 上 对 称 面 的 点 群 mm2、 
点 群 222 及 点 群 mmm( 见 图 1-4-3、 图 1-4-1 及 图 1-5-1) 它们 的 对 称 面 之 间 
或 二 次 轴 之 间 都 是 互相 垂直 的 。 不 难 选择 二 次 轴 及 对 称 面 法 线 作 为 3 个 晶 轴 a,6 
及 <c。 这 样 的 坐标 系 必然 是 正 交 坐标 系 , 这 样 的 正 交 坐 标 系 与 它们 点 阵 的 正 交 性 
质 是 相 一 致 的 。 

以 上 所 讨论 过 的 点 群 , 它 们 所 选 定 的 晶 轴 a,b 及 ,在 单位 轴 长 上 并 没有 任何 
要 求 , 即 ao ,bo 及 co 之 间 并 未 受 点 群 对 称 性 的 任何 制约 。 

4. 具有 一 个 四 次 轴 ( 和 包括 四 次 反 轴 ) 的 点 群 4,4,4/m,422,4mm,4/mmm 及 
m2 等 ( 见 图 1-3.7,1-3-13,1-4-14,1-4-8,1-4-5,1-5-2 及 图 1-4-11) 应 该 
首先 选择 这 些 点 群 中 唯一 的 一 个 四 次 轴 ( 及 四 次 反 轴 ) 作 为 唱 轴 ,而 且 习 惯 上 选 为 
< 轴 ,然后 将 垂直 于 四 次 轴 的 两 个 相互 垂直 的 二 次 轴 或 晶 面 法 线 作为 ac 及 0 轴 。 
如 果 点 群 中 并 没有 这 样 的 二 次 轴 及 对 称 面 (例如 点 群 4 及 4), 那 么 ,可 以 选择 垂直 
于 四 次 轴 的 两 个 相互 垂直 的 主要 晶 带 轴 ( 晶 棱 或 晶 面 法 线 ) 作 为 a,b 轴 。 既 然 四 次 
轴 ( 以 及 四 次 反 轴 ) 与 c 轴 重 合 , 为 了 满足 四 次 旋转 对 称 ,a 轴 与 上 轴 不 但 要 相互 垂 
直 , 而 且 它 们 的 单位 轴 长 必须 相等 , 即 ao 二 6b。 

按照 上 述 要 求 ,点 群 4m2 中 的 a 及 6 轴 可 以 有 两 种 选择 :一 种 是 (如 图 1-4-11 
所 示 ) 将 两 个 相互 垂直 的 晶 面 法 线 选 作 a 轴 及 6 轴 ; 另 一 种 是 将 两 个 相互 垂直 的 二 
次 轴 选 为 a 轴 及 4 轴 。 后 者 点 群 符号 将 以 42m 表示 。 两 种 选择 在 几何 上 品 体 学 中 
是 可 以 任意 的 ,而 在 微观 空间 对 称 中 却 是 非 任 意 的 。 它 们 之 间 的 差别 只 是 将 a 轴 
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与 6 轴 同 时 沿 c 轴 转 动 45 。 

5. 具有 一 个 六 次 轴 ( 所 括 六 次 反 轴 ) 的 点 群 6,6,6/m,622,6mm,6/mmm 及 
6m2( 见 图 1-3-8,1-3-14,1-4-15,1-4-10,1-4-7,1-5-3 及 图 1-4-12) 应 该 首 
先 选 择 这 些 点 群 中 唯一 的 一 个 六 次 轴 ( 及 六 次 反 轴 ) 作 为 晶 轴 ,而 且 习 惯 选 为 < 轴 。 
六 次 轴 的 基 转 角 a 为 60 , 沿 着 c 轴 的 六 次 旋转 对 称 对 a 及 9 轴 的 选择 将 有 如 下 制 
约 :人 垂直 于 < 轴 的 a 轴 与 6 轴 应 相交 120 (120 与 60 是 互 为 互补 角 );G)a 轴 与 2 
轴 的 单位 轴 长 必须 相等 , 即 a 二 bo。。 所 以 ,我 们 总 是 选择 垂直 于 六 次 轴 ( 及 六 次 反 
轴 ) 的 两 个 相交 120 的 二 次 轴 或 两 个 对 称 面 的 法 线 作 为 e 轴 及 9 轴 。 如 果 点 群 中 
不 具有 这 些 二 次 轴 或 对 称 面 (例如 点 群 6 及 6) ,那么 ,将 要 选择 垂直 于 六 次 轴 的 两 
个 相交 120 的 主要 晶 带 轴 ( 晶 棱 或 唱 面 法 线 ) 作 为 a, 轴 。 

6. 具有 一 个 三 次 轴 的 点 群 3,3,32,3m,3m, 可 以 有 两 种 取向 方式 第 一 种 
取向 方式 与 上 述 具有 一 个 六 次 轴 的 点 群 一 样 , 称 为 H(Hexagonal 的 第 一 个 字母 ) 
取向 。 

对 于 点 群 3 及 点 群 3, 选 择 唯一 的 三 次 轴 或 三 次 反 轴 为 c 轴 , 以 垂直 于 三 次 轴 
的 两 个 相交 120 的 主要 唱 带 轴 ( 晶 棱 、 晶 面 法 线 ) 为 < 轴 及 b 轴 ( 见 图 1-3-5 及 图 
1-3-12)。 当 然 ,同样 道理 a 轴 及 2 轴 的 单位 轴 长 必须 相等 , 即 co 二 2 。 

对 于 点 群 32,3m 及 3m 同样 以 三 次 轴 ( 或 三 次 反 轴 ) 为 < 轴 。 但 < 轴 及 5 轴 却 
可 以 有 两 种 取向 选择 :一 种 是 如 图 1-4-9,1-4-6 及 图 1-4-13 所 示 , 以 垂直 于 三 次 
轴 ( 或 三 次 反 轴 ) 的 两 个 二 次 轴 或 晶 面 法 线 为 a,6b 轴 。 此 时 ,点 群 符号 标记 为 321， 
3m1,3ml。 另 一 种 是 以 垂直 于 三 次 轴 ( 或 三 次 反 轴 ) 并 与 两 个 二 次 轴 或 唱 面 法 线 
相 垂 直 的 方向 为 a,6 轴 。 对 如 此 取向 ,点 群 符号 将 写成 312,31m,31m。 这 两 种 a， 
b 轴 取 向 ,各 相差 30"。 这 种 区 别 只 在 微观 空间 对 称 中 才 有 意义 ,而 在 几何 晶体 学 
中 却 是 任意 的 。 

第 二 种 取向 方式 是 这 些 点 群 所 特有 的 一 种 取向 , 称 为 RC(Rhombohedral 的 第 
一 个 字母 ) 取 向 。 

在 这 些 点 群 里 ,可 以 选取 以 三 次 轴 ( 或 三 次 反 轴 ) 为 对 称 的 相交 的 3 个 主要 晶 
带 轴 ( 品 村 . 唱 面 法 线 ) 为 ,2,c 轴 , 如 图 1-6-1 所 示 。 三 次 轴 的 对 称 性 对 这 种 取向 
方式 有 如 下 要 求 :ao 一 名 一 co,a 一 8 一 7 和 90?"。 

7. 具有 四 个 三 次 轴 的 点 群 23,43,m3,43m,m3m ( 见 图 1-5-5,1-5-4,1-5-7， 
1-5-8,1-5-6) 这 些 点 群 的 共同 特征 是 具有 4 个 三 次 轴 , 并 相互 以 109"28 16” 
相交 。 可 以 设想 ,将 每 个 点 群 中 的 4 个 三 次 轴 与 一 个 立方 体 中 4 个 体 对 角 线 重合 
那么 ,此 立方 体 中 3 个 通过 体 心 (从 标 原点 ) 并 互相 垂直 的 三 对 面 的 法 线 将 被 选择 
为 曲轴 a,6b 及 <。3 个 晶 轴 将 与 上 述 点 群 的 3 个 二 次 轴 或 3 个 四 次 轴 或 3 个 四 次 
反 轴 重合 。 这 些 具 有 4 个 三 次 轴 的 点 群 ,它们 的 对 称 性 对 于 晶 轴 的 规定 具有 十 分 
严厉 的 约束 , 唱 轴 的 选择 必须 满足 co 二 2 一 coya 一 6 一 7 一 90"。 
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(a) (b) 


图 1-6-1 三 方 品系 的 尺 取向 (a) ,其 唱 胞 类 型 (b) 为 
ao 一 加 一 co ,ao 一 8 一 7 天 90” 


1.6.3 唱 系 的 划分 


上 面 的 讨论 指出 了 晶体 的 取向 依赖 于 晶体 内 部 结构 的 点 阵 特 征 。 唱 体 的 晶 轴 
abc 的 选择 一 定 是 使 它们 与 晶体 点 阵 的 3 个 最 主要 的 阵 点 列 相 重合 ,而 且 以 阵 
点 列 上 最 短 的 阵 点 之 间距 离 作 为 唱 轴 的 单位 轴 长 ,因而 晶体 的 取向 被 确定 后 所 给 
出 的 6 个 参数 ao ,bo ,co 及 ayp, YX 将 完全 表征 了 晶体 内 部 整个 点 阵 的 特点 。 所 以 ， 
这 6 个 参数 被 称 为 晶体 的 点 阵 参 数 。 以 此 6 个 参数 不 难 建立 一 个 平行 六 面体 ,这 
样 的 平行 六 面体 是 晶体 点 阵 内 的 一 个 基本 单元 , 称 之 为 晶体 点 阵 的 单位 格子 。 唱 
体内 部 结构 是 以 具体 的 结 均 基 元 在 三 维 周期 堆积 而 成 的 。 这 样 三 维 无 穷 的 周期 排 
列 的 晶体 结构 也 完全 可 以 用 其 中 一 个 单位 体积 来 表征 。 唱 体内 部 结构 的 特征 是 以 
同样 的 ao ,Bs,co 及 wp8,7 在 晶体 内 部 割 取 的 平行 六 面体 来 表达 。 它 的 大 小 和 形状 
与 抽象 的 晶体 点 阵 中 的 单位 格子 一 样 , 但 它 却 包 含 着 具体 的 结构 基 元 ,我 们 把 这 种 
包含 着 具体 结构 内 容 的 平行 六 面体 称 为 晶体 结构 的 单位 唱 胞 ,或 简称 晶 胞 。 因 而 
我 们 也 把 晶体 点 阵 参 数 称 为 晶体 的 唱 胞 参数 。 唱 体内 部 结构 就 是 由 唱 胞 沿 三 维 方 
问 周期 排列 的 结果 。 

曲 胞 参数 (点 阵 参数 ) 表 达 了 晶体 点 阵 的 特征 ,而 品 体 的 对 称 性 是 晶体 内 部 结 
构 特 征 的 一 种 表象 , 它 也 包含 着 单位 格子 ( 晶 胞 ?的 各 种 特征 。 因 此 , 晶 跑 参数 (点 
阵 参 数 ) 必 然 要 与 表达 晶体 对 称 性 的 点 群 相 适 应 。1. 6. 2 节 的 讨论 指出 了 各 个 点 
群 的 对 称 性 对 品 胞 参数 的 制约 , 换 名 话说 ,各 个 点 群 都 有 与 其 对 称 性 相应 的 晶 胞 参 
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数 的 选择 。 

不 难看 出 ,32 个 点 群 共有 7 种 唱 胞 参数 的 选择 ,也 就 是 说 ,32 个 点 群 所 包括 的 
全 部 实际 存在 或 可 能 存在 的 晶体 一 共 只 有 ?7 种 晶 胞 类 型 。 以 此 为 依据 称 它们 为 7 
种 品系 ,32 个 点 群 自然 被 分 属于 7 种 品系 之 中 ( 见 表 1-6-1)。 


表 1-6-1 7 种 晶 系 的 特征 对 称 及 其 所 属 点 群 


晶 系 特征 对 称 元 素 晶 胞 类 型 所 属 点 群 
对 称 自身 或 ao 天 6 天 c 机 
三 铀 下 o 1,1 
于 名 国 系 对 称 中心 aFBAYAN 
B 次 轴 或 40 天 加 天 co 
单 斜 晶 系 es ao 一 7 一 90" 天 8 m2,2/m 
> p>90° 
互相 垂直 的 对 ao 天 po 天 co 
本 222， 2 ，772772711 
正 交 晶 系 称 面 或 二 次 轴 0 mm2 mm 
二 次 轴 或 (1) 与 六 方 晶 系 相 同 
三 方 电 系 | 〈2)ao 一 加 一 co 3,3,3m,32,3m 
中 加 w 一 0 一 7 天 90” 
级 |。 四 方 品系 二 
蝇 a 四 次 反 轴 a=p=y=90° ee 
系 dmm, 4/mmm 
六 次 轴 或 ee 6,6,6/m, Gm2 
Fs 了 马 ?9 59717772y0772Cy 
二 0 
Os 六 次 反 轴 eh ey 622 , 6mm, 6/mmm 
7 二 120 
个 二 
A 二 次 灿 按 ao=bo=co 23,m3,43, 
日 立方 晶 系 立方 体 的 体 对 5 S 
办 角 线 取向 ax 一 一 7 一 90 43m,m3m 


注 : 每 一 唱 系 中 最 后 一 个 点 群 是 该 晶 系 的 “全 对 称 " 点 群 。 


每 一 曲 系 都 有 其 特征 对 称 元 素 及 表征 晶 胞 类 型 的 六 个 晶 胞 参数 。 我 们 有 时 候 
也 把 这 些 表征 唱 系 特性 的 要 素 称 为 晶 系 对 称 。 
7 个 晶 系 中 又 按照 不 具有 高 次 轴 者 (三 斜 晶 系 . 单 斜 品系 、. 正 交易 系 ) 称 为 低级 
品系 ;具有 一 个 高 次 轴 者 (三 方 晶 系 、 四 方 晶 系 .六方 晶 系 ) 称 为 中 级 唱 系 ;具有 一 个 


以 上 高 次 轴 者 (立方 晶 系 ) 称 为 高 级 晶 系 。 


表 1-6-1 列 出 了 ?7 种 晶 系 及 其 所 属 点 群 。 表 中 每 个 晶 系 所 列 的 最 后 一 个 点 群 
古 该 晶 系 最 高 对 称 类 型 , 称 为 该 晶 系 的 全 对 称 型 。 表 1-6-1 中 还 列 出 了 每 个 晶 系 
的 特征 对 称 元 素 及 表征 该 晶 系 特点 的 唱 胞 类 型 。 
天 然 生 物 大 分 子 是 具有 手 性 (或 称 单 向 性 ?的 生物 分 子 ,分 子 内 部 不 可 能 存在 
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反 伸 对 称 性 或 反映 对 称 性 ,也 不 可 能 有 两 个 互 为 对 映 体 的 分 子 存 在 于 晶体 内 。 因 
而 生物 大 分 子 的 晶体 只 能 是 具有 旋转 对 称 操作 的 轴 对 称 类 型 , 即 不 能 存在 对 称 中 
心 及 对 称 面 。 适 合生 物 大 分 子 晶 体 的 对 称 类 型 (点 群 ) 只 有 如 下 11 种 :1,2,222,4， 
422,3,32,6,622,23,43。 
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第 七 章 ” 晶 面 指数 与 晶 棱 指数 
1.7.1 晶 面 指数 


为 了 表示 晶体 中 每 一 个 实际 的 或 可 能 的 唱 面 与 3 个 晶体 学 轴 a,6b,c 的 取向 关 
系 , 我 们 给 每 一 曲面 以 3 个 整数 并 加 以 圆 括 弧 (CARL) 来 表示 。 其 中 hkl 称 为 晶 面 指 
数 。 晶 面 指数 中 hh,k,/ 为 互 质数 , 即 它们 之 间 不 存在 公约 数 。 

我 们 指定 晶体 的 晶 胞 单位 长 度 ao ,bo ,co 分 别 为 3 个 晶体 学 轴 a,5,c 的 单位 
轴 长 。 

如 图 1-7- 所 示 , 现 有 晶 面 ABC 与 唱 轴 a,o,c 相交 ,其 截 距 分 别 为 OA,O5， 
OC。 它 们 当然 会 分 别 等 于 或 大 于 wyt ,co, 并 为 后 者 的 整数 倍 。 那 么 晶 面 ABC 
的 面 指数 hkl 将 有 如 下 的 表达 : 

h:k:l=a/OA:b/OB:c/ OC (1.7.1) 
从 式 (1.7.1) 可 知 , 如 果 唱 体 的 轴 比 ao : 5b。: co, 以 及 晶 面 在 3 个 晶 轴 上 的 截 距 
O4,OB,OC 都 已 给 出 ,那么 该 晶 面 的 面 指数 AR 将 可 确定 。 

在 另 一 情况 下 ,已 知 面 指数 hgl 的 晶 面 在 晶 轴 上 的 截 距 O4 ,OB ,OC 已 经 给 出 ， 

那么 该 晶体 的 轴 比 将 可 确定 ,此 时 式 (1. 7. 1) 将 表达 为 : 
ao:bo:co=h. OA:k.OB:1.OC0 (1.7.2) 
当然 , 若 该 已 知 面 指数 的 唱 面 是 单位 唱 面 , 即 它 的 面 指数 为 (111), 那 么 式 


图 1-7-1 日 面 ABC 及 其 面 法 线 OP 在 特定 坐标 中 的 示意 图 
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(1.7.2) 将 有 : 
ao:b:co=O0OA:0B:OC (1.7.3) 
这 就 是 说 单位 面 (111? 在 唱 轴 上 截 距 之 比 就 是 该 晶体 的 轴 比 。 

如 果 找 不 到 与 3 个 晶 轴 都 相交 的 单位 面 (111) ,也 可 以 选 出 几 个 基本 品 面 ,如 
(110),(011),(101) 等 ,分 别 代 入 式 (1.7. 2) ,联合 解 出 该 晶体 的 轴 比 。 这 就 是 所 谓 
“ 双 单 位 面 ”的 方法 。 

在 习惯 上 ,往往 把 轴 比 ae : b。: co 表达 成 (ao /6bo) : 1 : (co/bo)。 

品 面 指数 中 的 3 个 互 质 整数 h,k,l 分 别 与 晶体 的 3 个 晶 轴 一 一 对 应 。 从 式 
《1.7.1) 可 知 , 唱 面 在 晶 轴 上 的 截 距 是 与 晶 面 指数 成 反比 的 。 唱 面 在 某 晶 轴 的 截 距 
越 小 , 面 指 数 中 对 应 于 这 一 轴 的 指数 值 就 越 大 。 当 晶 面 平行 于 某 一 唱 轴 , 即 其 截 距 
为 无 穷 大 , 则 它 相 应 于 此 轴 的 指数 等 于 零 。 

假定 任意 唱 面 ABC 的 面 法 线 OP 通过 坐标 原点 并 与 此 晶 面 相交 于 尸 点 ( 见 
图 1-7-1) , 面 法 线 OP 与 晶 轴 a ,pc 的 夹 角 为 <AOP, 人 BOP 及 人 COP。 为 了 简 
便 , 我 们 将 晶 面 指数 为 hkl 的 唱 面 法 线 OP 与 三 个 晶 轴 的 夹 角 ( 即 和 AOP, 一 BOP 
及 一 COP) 写 成 (AREL)。 (PRL)5 及 (hkl).。 按 图 1-7-1 所 示 , 以 余弦 关系 表达 剖面 
hkl 在 唱 轴 上 的 截 距 分 别 为 : 

OA=OP/cos (hkl),; 
OB=OPBP/cos(hkl),; (1.7.4) 
OC=OP/cos hkl).,; 

若 唱 面 为 单位 唱 面 , 即 它 的 面 指数 为 (111), 那 么 代入 (1.7.4) 并 结合 式 

(1.7. 3) ,晶体 的 轴 比 将 有 如 下 的 表达 : 
ao : bo :co 一 1/cos(111)。: 1/cos(111), : 1/cos(111)。 (1.7.5) 

在 单位 面 (111) 的 情况 下 , 若 已 知 夹 角 (111)。,(111); 及 (111)., 由 于 轴 比 等 于 
曲面 (111) 在 唱 轴 上 截 距 之 比 ,所 以 从 图 1-7-1 也 可 以 求 得 晶 轴 a,b,c 之 间 的 夹 角 
a 0 及 7。 

根据 式 (1. 7.4) 及 式 (1.7. 1) ,对 于 任意 晶 面 (hkl) 有 如 下 表达 : 

h:k:!= aocos(hkl), : bocos(hkl), : cocos(hkl). (1.7.6) 
式 (1.7.6) 指 出 , 若 晶体 的 轴 比 ao。: mw : co 已 知 ,对 于 任何 晶 面 (ARL) ,只 要 得 知 其 
法 线 与 唱 轴 夹 角 ,该 晶 面 的 指数 hkl 就 可 被 确定 。 
根据 式 (1. 7. 5) 及 式 (1. 7.6) 可 得 : 
h:k:!/—=cos(hkli), /cos(111),: 
COSChRl)s/cos(111), : cos(hkl). /cos(111). (1.7.7) 
式 (1.7.7) 说 明 , 当 单位 面 (111) 及 任 一 曲面 (4&L) 的 法 线 与 晶 轴 之 间 的 夹 角 已 被 测 
知 , 该 晶 面 的 面 指数 AL 就 可 求 出 。 

从 式 (1.7.6) 可 知 , 在 特定 的 轴 比 值 下 , 品 面 法 线 与 某 晶 轴 间 的 夹 角 越 小 ,其 余 

弦 值 越 大 , 与 此 轴 相 应 的 指数 也 越 大 。 无 论 式 (1. 7. 1) 或 式 (1. 7. 6) 都 可 以 作出 如 
» 6] 。 


下 推断 : 当 唱 面 平 行 于 某 个 唱 轴 , 则 它 相 应 于 此 轴 的 指数 等 于 零 。 例 如 , 指数 为 
hk0 的 晶 面 必然 是 与 “ 轴 平 行 ; 同 理 ,指数 为 h0l 及 0kl 的 晶 面 一 定 分 别 平行 于 2 
轴 及 a 轴 。 

运用 极 射 赤 平 投影 方法 , 任 一 晶体 的 轴 比 、 晶 轴 夹 角 , 以 及 晶体 中 各 个 晶 面 的 
面 指 数 都 可 以 在 该 晶体 的 投影 图 中 用 简单 的 测量 大 圆 弧 的 方法 求 得 。 对 极 射 赤 平 
投影 方法 的 应 用 , 费 林 特 在 (几何 结晶 学 实习 指导 ?中 作 了 详细 的 讲解 。 

剖面 指数 hkl 是 晶体 中 唱 面 的 一 个 记号 ,其 更 重要 的 意义 还 在 于 它 是 表明 在 
已 确定 的 晶 轴 ,2,c 中 该 晶 面 所 具有 的 特定 方位 ,或 者 说 (pRD) 是 表示 该 唱 面 面 法 
线 在 晶 轴 a,b,c 中 的 特定 取向 。 这 一 概念 是 十 分 严谨 的 ,在 X 射线 晶体 学 有 关 衍 
射 原 理 的 章节 中 将 会 讨论 晶体 对 X 射线 的 “一 级 衍射 "指数 hokolo, 以 及 晶体 倒 易 
点 阵 中 阵 点 的 指数 等 ,在 概念 上 与 现在 的 晶 面 指数 hkl 是 十 分 一 致 的 。 


1.7.2 铝 棱 指数 


晶 带 轴 是 与 相应 的 一 些 唱 棱 相 平行 的 。 唱 棱 指 数 表 达 了 该 晶 棱 在 已 确定 的 晶 
轴 a,0,c 中 的 方向 。 不 难 理解 ,相互 平行 的 唱 棱 其 棱 指数 必然 相同 , 与 这 些 晶 楼 相 
平行 的 晶 带 轴 , 其 指数 当然 也 就 与 此 晶 棱 指数 一 样 。 

依照 晶体 内 部 点 阵 的 概念 可 以 指出 :通过 任意 两 结 点 的 直线 都 是 一 个 可 能 的 
晶 棱 方向 。 在 晶体 学 中 也 可 以 指出 :任何 平行 于 两 个 实际 或 可 能 存在 的 晶 面 的 交 
线 方 向 都 是 一 个 实际 或 可 能 存在 的 晶 棱 。 

与 唱 面 指数 相似 ,我 们 也 用 3 个 整数 4,v,w 并 以 方 括 绝 Luvwj 表 示 蝇 棱 的 方 
向 。 这 些 整数 称 为 晶 楼 指数 。 晶 楼 指数 中 的 3 个 整数 u,v,w 就 如 指数 及 ,k,l 那 
样 是 互 质 整 数 , 即 它们 之 间 并 没有 公约 数 。 

任何 蝇 棱 直线 都 可 以 平移 到 通过 晶体 点 阵 的 坐标 原点 ,此 时 晶 棱 直线 将 与 某 
一 通过 原点 的 阵 点 列 重合 。 在 此 阵 点 列 上 距离 坐标 原点 最 近 的 阵 点 ,其 指数 ( 阵 点 
指数 ?就 是 此 唱 棱 的 指数 。 距 原点 最 近 的 阵 点 有 两 个 ,分 别 在 此 阵 点 列 的 正 、 反 方 
问 ,它们 的 指数 互 为 反 符号 ,这 两 个 互 为 反 符 号 的 晶 棱 指数 都 表示 着 同一 个 晶 棱 的 
方向 ,例如 [312] 一 [312] 表 示 着 同一 个 晶 棱 的 方向 。 作 为 表示 剖 楼 的 方向 ,这 两 个 
蝇 楼 指数 是 相互 等 效 的 。 阵 点 列 上 其 他 阵 点 的 指数 都 是 它们 的 整数 倍 ( 即 具 有 一 
公约 数 )。 图 1-7-2 中 的 OP 阵 点 直线 表示 在 已 确定 的 唱 轴 <,b,c 中 ,指数 为 
[213] 的 晶 棱 方向 。 

设 在 唱 轴 ao, 及 < 上 的 单位 轴 长 为 ao,bo 及 co ;在 通过 晶体 点 阵 的 坐标 原点 的 
阵 点 列 OP 上 ,任意 阵 点 M 在 坐标 轴 a, 及 c 的 截 距 投 影 分 别 为 OA ,OB 及 OC。 
此 阵 点 的 指数 7i,72 ,7s 将 分 别 为 

nl = OA /ao; rT2 = OB /bo; J OC/oo 

那么 ,在 此 OP 方向 的 晶 楼 指数 Luvw] 将 是 此 阵 点 指数 1 ,ri ,rs 之 间 除 以 公约 数 
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图 1-7-2 晶 楼 [213] 在 唱 轴 <,2,c 中 的 方向 ,其 中 ao ,b,co 为 单位 轴 长 


之 后 的 指数 。 它 们 有 如 下 关系 : 

ut:v: w= OA/ao : OB/b, : OCf/co 
在 此 比例 式 中 ,u,v 及 w 之 间 不 再 存在 公约 数 n。 换 句 话说 晶 棱 指数 Luvwj 与 此 
阵 点 直线 上 任意 阵 点 的 指数 7 ,rz ,rs 有 如 下 倍数 关系 : 

UU=n/n; v=rn/n; w= rs/n 
其 中 为 正 整 数 。 

前 面 已 指出 晶体 学 轴 a,6b,c 一 定 是 晶体 内 部 点 阵 中 通过 原点 的 阵 点 列 ,而 且 

是 三 条 最 主要 的 阵 点 列 。 从 上 述 讨论 ,不 难 理解 它们 的 指数 应 分 别 为 :a 轴 为 
L100];6 轴 为 L0101;c 轴 为 L001]。 


1.7.3 唱 棱 指数 与 唱 面 指数 的 关系 


在 晶体 学 中 ,有 下 列 两 个 规则 ,名 为 晶 带 定律 , 即 : 中 任何 平行 于 两 个 可 能 或 实 
际 晶 棱 的 平面 就 是 一 个 可 能 或 实际 晶 面 ;他 任何 平行 于 两 个 可 能 或 实际 晶 面 的 交 
线 方 向 都 是 可 能 或 实际 晶 棱 。 
晶 棱 指数 Lvrrxoj 与 晶 面 指数 (AL) 有 如 下 关系 : 
AM 十 刀 十 心 一 0 (1, 7. 8) 
E. EE. 费 林 特 在 《结晶 学 原理 ?第 七 章 对 式 (1. 7. 8) 已 作证 明 , 并 对 它 在 几何 唱 
体 学 中 的 应 用 作 了 详细 讨论 。 下 面 我 们 只 介绍 它 的 一 些 重要 应 用 。 


中 商务 印 书馆 ,1954。 
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1.7.3.1 晶 面 指数 与 其 晶 带 轴 指 数 


由 于 晶 带 轴 的 指数 就 是 此 晶 带 中 各 个 晶 棱 的 指数 ,从 式 (1. 7. 8) 我 们 可 以 找 出 
同一 晶 带 内 各 晶 面 指数 的 共同 特征 。 
例如 ,对 于 晶 带 L111], 式 (1.7. 8) 将 有 
有 十 十! 二 0 (1.7.9) 
111j 的 任何 晶 面 ,其 面 指数 中 3 个 指数 之 和 应 等 于 零 。 
100], 式 (1.7.8) 将 有 
瑚 一 0 (1.7. 10) 
由 此 可 知 , 属 于 晶 带 [100] 的 所 有 晶 面 ,其 面 指数 中 第 一 指数 必 为 零 , 即 (0&L) 。 同 
理 可 以 推导 出 ,属于 晶 带 L010] 的 所 有 晶 面 ,其 面 指数 中 第 二 指数 必 为 零 , 即 (A02); 
属于 唱 带 L001j] 的 所 有 唱 面 ,其 指数 应 为 (hk0)。 
例如 ,对 于 晶 带 [110], 式 (1. 7. 8) 将 有 
hh 十 k= 二 0 或 上 二 一 hh (1.7.11) 
由 式 (1.7.11) 可 知 , 属 于 唱 带 L110] 的 任何 晶 面 ,其 面 指数 中 第 一 指数 与 第 二 指数 
的 绝对 值 必 相 同 而 且 符 号 相反 , 即 (CAA2) ,其 中 在 晶体 学 里 及 是 表示 有 的 负 值 。 同 
理 可 以 推 知 唱 带 [101] 及 [L011] 的 结果 。 


1.7.3.2， 晶 面 指数 与 晶 棱 指数 的 相互 关系 


从 式 (1.7.8) 可 以 求 出 两 个 晶 面 (hiki4i) 及 (hsk2ls) 相 交 的 蝇 楼 指数 [uvw]。 
量 面 (和 Ai 2 7) 及 卓 面 (zzt2 分别 代入 人 式 (1.7.8) 可 得 : 
AI 十 Ru 十 0 忆 一 0; 
hudtkovdlrw = 0 
联 解 方程 组 (1. 7. 12) 可 得 下 列 结果 (中 间 推 导 从 略 ): 
Uv w= (kils—hk) : (hs —hls): (hiks—hkhs) (1.7.13) 


由 此 可 知 , 属 于 唱 带 
例如 ,对 于 品 带 


(1.7.12) 


即 
u = kils — Lik,; 
v= lh — hls; (1.7,14) 
w = hik, — kih, 
式 (1. 7. 12) 的 求解 也 可 以 用 下 面 的 行列 式 形式 , 以 十 分 容易 记忆 的 方法 确 
十 Uvw; 
hilk: lL h! ki 
> < 
PR lL jp k;|l; 
具体 步 又 是 :中 将 每 一 唱 面 的 面 指数 在 一 列 上 连续 写 两 次 , 两 个 晶 面 写成 二 
列 , 其 指数 按 次 序 一 一 对 应 ;@ 将 最 右 及 最 左 的 纵 行 删 去 ,如 式 (1. 7. 15) ;@ 用 交叉 
Ss 


和 
(1.7.15) 


相 乘 方法 ,并 依次 取出 乘积 差 数 , 即 可 得 式 (1. 7. 14) 的 结果 。 例 如 已 知 唱 面 (320) 

及 (211) , 求 它们 相交 的 晶 棱 指数 [xzro]。 
312 0 3.2 

x x Xx 
2 械 证 | 们 

u=2X1—1X0=2; v=0X2—3X1= 3; Ww 二 3X1 一 2X2 二 一 1, 所 以 , 晶 面 

《320) 及 (211) 相 交 的 晶 棱 ,其 指数 应 为 [2,3, 1]。 很 明显 ,利用 式 (1. 7. 8) 亦 可 作出 

另 一 种 表达 。 沿 着 同样 的 途径 ,也 可 以 推 知 平行 于 两 个 晶 棱 [wm mr ] 及 [wzvsrws ] 

的 唱 面 的 面 指数 (APA2) : 


0 


h = vivw, — wi vs 
k= Ia — wv; (1.7. 16) 
{ = uivs — vus 
同样 道理 ,以 式 (1. 7. 15) 相 类 似 的 行列 式 形式 ,也 可 以 求 出 晶 面 指数 。 
例如 ,已 知 唱 棱 [120] 及 [122], 求 兼 有 此 二 晶 棱 的 晶 面 指数 。 
可 得 /一 2X2 一 0X2 一 4;R 一 0X1 一 LIX2 一 2; /一 1 X2 一 2X1 二 4, 对 hkl 分别 
除 以 公约 数 2 以 后 , 求 得 晶 面 指数 为 (212) 。 


1.7.3.3 同一 晶 带 内 各 个 晶 面 在 指数 上 的 相互 关系 


从 同一 晶 带 中 的 两 个 晶 面 (hiki4) 及 (hskzlz), 可 以 推 知 在 同一 最 带 中 另 一 晶 
面 ,其 面 指数 将 是 两 个 初始 晶 面 的 面 指 数 之 和 , 即 (hi 十 hs ,十 ,4 十 1;)。 新 的 
晶 面 位 于 两 个 初始 晶 面 之 间 , 下 面 作 简单 证 明 。 
设 两 个 晶 面 (名 已 和 ) 及 (hsk2l2) 在 同一 晶 带 里 ,并 令 此 晶 带 轴 的 指数 为 [uvew]。 
从 式 (1.7. 8) 应 有 如 下 两 方程 : 
hiutkivi+lw = 0; 
hsutkovtlsw= 0 
式 (1.7. 12) 中 两 方程 相 加 ,可 得 : 
(后 十 he)u 十 (i 十 Ra)v 十 (1 十 12)w 二 0 (1.7.17) 
从 式 (1.7.17) 可 以 确 知 ,与 上 述 两 个 初始 晶 面 共有 的 晶 带 轴 [uww], 存 在 着 面 指数 
为 (hi 十 hs ,ki 十 kz ,li 十 ls) 的 可 能 的 曲面 。 从 面 指 数 可 推 知 ,新 的 晶 面 位 于 两 个 初 
始 晶 面 之 间 。 
同样 道理 , 式 (1. 7. 12) 中 两 方程 相 减 ,可 得 下 列 两 个 新 方程 : 
(hi~hs)ut (ki—hk)vut hm/l w=0 (1.7.18) 
(hz —hi)ut (ks —ki)v+ (lm— lL)wS=0 (1.7.19) 
式 (1. 7. 18) 及 式 (1.7.19) 表 明 , 与 上 述 两 个 初始 晶 面 共有 的 晶 带 轴 [uvew], 还 存在 
着 另外 两 个 新 的 可 能 的 曲面 ,其 面 指 数 分 别 为 (hi hs ,ki— k,l lz) 及 (hs 一 hi » 
一 ,lz 一 1 )。 从 面 指数 可 推 知 它们 分 别 位 于 两 个 初始 面 的 两 侧 。 前 者 位 于 初 
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(1.7.12) 


台面 (hiki14i ) 侧 ,后 者 位 于 初始 面 (hz&zLlz) 侧 。 

依据 这 一 原理 ,从 晶体 的 某 些 已 知 唱 面 , 可 以 求 出 该 晶体 所 有 可 能 的 唱 面 ,并 
确定 其 面 指数 。 若 已 知 唱 体 的 4 个 最 基本 晶 面 (100), (010), (001) 及 (111), 那 么 
这 种 推演 就 非常 容易 进行 了 。 | 

1-7-3 是 以 立方 晶 系 作为 示范 , 当 4 个 最 主要 唱 面 (100), (010), (001) 及 
(111) 已 被 确定 ,那么 运用 上 述 原 理 可 以 在 此 极 射 赤 平 投影 图 中 推导 出 其 他 晶 面 在 
投影 图 中 的 位 置 及 其 指数 。 

在 图 1-7-3 上 可 作 一 些 实际 练习 。 例 如 ,从 已 知 (110) 及 (111) 可 推 知 唱 面 
(221) ,反之 从 晶 面 (111) 及 (221)? 亦 可 推 知 唱 面 (110) ,如 此 等 等 。 


(001) (012) (011) (021) (010) 交 


a 


图 1-7-3 在 立方 晶 系 中 推导 可 能 的 晶 面 及 其 面 指数 示意 图 
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第 八 章 等 效 点 系 
1. 8. 1 一 般 位 置 等 效 点 系 与 特殊 位 置 等 效 点 系 


有 关 等 效 点 及 等 效 点 系 的 概念 在 前 面 已 广泛 应 用 ,这 里 给 予 进一步 讨论 。 

等 效 点 亦 称 为 对 称 等 效 点 。 一 个 点 经 某 一 指定 的 对 称 元 素 的 对 称 操作 之 后 ， 
与 男 外 一 个 点 完全 重合 ,那么 这 两 个 点 互 为 对 称 等 效 点 。 这 两 个 点 之 间 具 有 “对 称 
等 效 ” 的 关系 。 在 晶体 学 里 ,等 效 点 可 以 代表 晶体 外 形 多 面体 的 晶 面 (在 几何 晶体 ， 
学 里 ) ,也 可 以 代表 结构 基 元 (在 微观 空间 对 称 中 )。 等 效 点 之 间 的 等 效 关系 不 但 只 
在 几何 形状 上 一 致 ,而 且 在 物理 和 化 学 性 质 上 也 完全 一 样 。 

从 一 个 初始 点 出 发 ,经 某 一 给 定 的 对 称 群 (几何 晶体 学 中 就 是 点 群 , 它 可 能 只 
含有 一 个 对 称 元 素 ,也 可 能 是 一 组 对 称 元 素 的 组 合 ) 全 部 对 称 操作 的 反复 进行 直至 
循环 重复 为 止 。 由 此 所 推导 出 的 一 组 对 称 等 效 点 称 为 该 点 群 的 “等 效 点 系 ”。 等 效 
点 系 内 各 点 之 间 , 对 于 这 一 特定 点 群 来 说 ,它们 互 为 对 称 等 效 点 ,存在 着 对 称 等 效 
关系 。 在 晶体 内 部 结构 中 等 效 点 代表 着 结构 基 元 ,在 晶体 宏观 形 犁 学 上 等 效 点 代 
表 着 晶体 多 面体 的 晶 面 。 

在 给 定 的 点 群 里 ,车 初始 点 zx,y,z 是 处 于 任意 位 置 , 即 zx,y,z 3 个 变量 均 为 任 
意 变 量 , 所 推导 出 的 等 效 点 系 称 为 该 点 群 的 “一 般 位 置 等 效 点 系 ”。 若 初始 点 是 处 
于 特殊 位 置 上 , 即 3 个 坐标 变量 中 具有 常数 值 ( 诸 如 zx,0,z;z,0,0;0,0,0 等 ) 或 3 
个 坐标 变量 之 间 具 有 某 种 特定 关系 (诸如 z,z,ziz,zyzi2zyz,z 等 ), 例 如 它 处 于 
对 称 元 素 的 位 置 上 ,所 导出 的 等 效 点 系 就 为 该 点 群 的 “特殊 位 置 等 效 点 系 ”。 显 然 ， 
在 所 有 的 32 个 点 群 里 ,每 个 点 群 只 会 有 一 个 一 般 位 置 等 效 点 系 。 而 在 大 多 数 的 点 
群 里 , 它 的 特殊 位 置 等 效 点 系 却 可 能 有 许多 种 。 以 点 群 2/m 为 例 , 它 的 一 般 位 置 
等 效 点 系 ( 请 参阅 图 1-4-2) 包 含有 4 个 等 效 点 : 工 , yz; 工 , 刀 , zj 五 ,y， 过 ;元 ,7 之。 当 
初始 点 不 处 于 任意 位 置 而 是 在 某 一 特殊 位 置 ,例如 处 于 @ 对 称 面 ;@ 二 次 轴 ; @ 对 
称 面 与 二 次 轴 的 交点 上 , 则 所 导出 的 等 效 点 系 将 分 别 为 x,0,z;z,0,z,@@0,y,0; 
0,5,0,(30,0,0。 第 中 ,@@ 种 特殊 位 置 等 效 点 系 都 只 包含 有 两 个 等 效 点 。 第 @ 种 
等 效 点 系 则 只 有 一 个 等 效 点 。 图 1-8-1 标 出 了 这 三 种 特殊 位 置 等 效 点 系 的 等 
效 点 。 

每 个 点 群 只 有 一 个 一 般 位 置 等 效 点 系 ,而 且 它 所 具有 的 等 效 点 数目 是 最 多 
的 ,特殊 位 置 等 效 点 系 中 的 等 效 点 数目 总 是 比 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 数目 少 
一 个 整数 倍 。 

每 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 代表 了 这 点 群 ( 对 称 类 型 ) 的 对 称 性 。 一 般 位 置 


。67 。 


I 


图 1-8-1 点 群 2/m 中 三 种 特殊 位 置 等 效 点 系 
(1) 位 于 对 称 面 m 上 ;(2) 位 于 二 次 轴 2 上 ;(3) 位 于 对 称 性 为 2/m 上 


等 效 点 系 中 等 效 点 之 间 的 相互 对 称 等 效 关 系 包 含 着 该 点 群 内 全 部 对 称 元 素 的 对 称 
操作 。 显 然 , 通 过 一 般 位 置 等 效 点 系 全 部 等 效 点 坐标 之 间 的 相互 关系 ,可 以 推导 出 
该 点 群 内 全 部 对 称 元 素 的 性 质 及 其 处 于 已 给 定 坐 标 系 中 的 坐标 位 置 。 同 样 道理 ， 
每 个 点 群 所 处 的 坐标 系 已 被 确定 ,从 而 各 对 称 元 素 所 处 的 坐标 位 置 已 知 ,那么 该 点 
群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 坐标 将 不 难 导出 。 等 效 点 及 等 效 点 系 的 概念 在 以 
后 的 X 射 线 唱 体 学 及 晶体 结构 分 析 里 都 有 重要 的 意义 ,而 它们 在 结晶 多 面体 的 研 
究 中 ,有 关 “ 单 形 ” 与 “ 复 形 ”的 概念 与 此 关系 十 分 密切 。 


1.8.2 点 群 中 国际 记号 的 取向 


在 上 述 各 章节 讨论 中 所 用 的 点 群 符号 都 是 目前 国际 晶体 学 联合 会 决定 采用 的 
记号 。 每 个 点 群 符号 都 包含 了 该 对 称 类 型 中 最 基本 的 对 称 元素 , 其 他 未 指出 的 对 
称 元 素 均 可 通过 这 些 已 标 出 的 最 基本 对 称 元 素 的 组 合 推导 出 来 。 要 达 此 目的 , 必 
须 准确 地 了 解 每 个 已 标 出 的 对 称 元 素 的 取向 。 

32 个 点 群 的 符号 分 别 由 一 个 、 两 个 或 3 个 对 称 元 素 符号 组 成 ,为 了 简化 我 们 
的 讨论 ,可 以 认为 每 个 点 群 都 具有 3 个 符号 。 

每 个 点 群 的 3 个 对 称 元 素 符 号 ,它们 的 取向 只 能 在 已 确定 的 坐标 系 中 才 有 肯 
定 的 意义 ,也 就 是 说 它 的 取向 只 有 在 它们 所 属 品系 的 特定 坐标 系 中 才 有 意义 。 所 
以 下 面 按 晶 系 将 点 群 国际 符号 中 每 一 个 对 称 元 素 符号 在 晶 系 特定 坐标 系 中 的 取向 
分 别 给 以 标明 。 

取向 是 指 在 特定 坐标 系 中 某 一 通过 坐标 原点 的 直线 的 方向 ,这 直线 可 以 是 对 
称 轴 , 亦 可 以 是 对 称 面 的 法 线 。 下 面 标 出 的 取向 有 如 下 约定 :如 果 点 群 中 的 符号 
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是 对 称 轴 , 则 此 轴 应 与 标明 的 取向 平行 ,如 果 符 号 是 对 称 面 , 则 此 对 称 面 的 面 法 线 
应 与 标明 的 取向 平行 。 

前 面 在 晶体 的 取向 中 已 指出 ,晶体 的 对 称 轴 及 对 称 面 法 线 必 定 是 一 些 主要 唱 
带 轴 , 它们 是 与 一 些 主要 的 晶 棱 方向 平行 的 。 而 晶 棱 指数 是 表达 该 晶 棱 在 特定 坐 
标 系 中 的 方向 , 即 表 达 着 一 条 通过 坐标 原点 的 直线 方向 。 表 1-8-1 以 唱 棱 指数 ( 包 
含 3 个 指数 的 方 括号 ) 来 表示 各 晶 系 所 属 各 点 群 中 每 一 对 称 元 素 符 号 的 取向 。 


表 1-8-1 点 群 中 国际 符号 的 取向 


晶 系 a 所 属 点 群 
| 符号 的 取向 
三 斜 [000j 1;1 
单 斜 [L010] 2;m;2/m 
正 交 L100JL010J[001] 222 ;mm2; mmm 
三 ; [oo01J[L100JE120] 333;3m1(31m) ;321(312);3m1(31m) 
四 方 Lo01J[L100J[110] 434;4/m; 4m2;422;4mm; 4/mmm 
六 方 £001J[100J[120] 636;6/m;6m2;622;6mm; 6/mmm 
[ool][lll][110] 23;m3;43;43m;m3m 


注 : 对 称 轴 或 对 称 面 法 线 应 与 标 出 的 晶 棱 取向 重合 。 


例如 , 单 斜 晶 系 中 的 点 群 2/m, 此 点 群 符号 表示 了 一 个 二 次 对 称 轴 2 与 对 称 面 
妈 相 垂直 。 此 时 二 次 轴 是 与 对 称 面 法 线 相 一 致 的 ,而 且 如 表 1-8-1 所 示 , 它 们 应 与 
晶 棱 [010J] 的 取向 相 重合 。 

例如 , 正 交 晶 系 中 的 点 群 222, 如 表 1-8-1 所 示 , 此 点 群 符号 中 的 3 个 二 次 轴 2 
应 按 次 序 分 别 与 3 个 量 棱 [100],[010],[001] 的 取向 相 重合 。 对 于 点 群 mmm,3 
个 对 称 面 的 法 线 应 按 次 序 分 别 与 此 3 个 晶 棱 的 方向 相 重合 。 对 于 点 群 mmm2, 对 称 
面 的 法 线 与 对 称 轴 2 以 同等 对 待 ,分 别 与 此 3 个 晶 棱 取向 相 一 致 。 实 际 上 点 群 
mm2 中 独立 的 对 称 元 素 是 两 个 对 称 面 , 其 中 第 3 个 符号 的 二 次 轴 2 可 以 由 这 两 个 
对 称 面 的 组 合 而 派生 出 来 。 因 而 许多 时 候 以 mm 代替 点 群 符号 mm2。 在 这 种 情 
况 下 两 个 对 称 面 mm 的 法 线 仍然 按 次 序 分 别 与 此 3 个 中 的 前 两 个 晶 棱 取向 相 重 
合 ,第 三 个 晶 棱 取 向 将 予以 空白 。 

例如 ,三 方 晶 系 中 的 点 群 3 或 3, 三 次 轴 或 三 次 反 轴 只 与 表 1-8-1 所 给 出 的 3 
个 日 棱 1001],[100],L120] 中 的 第 一 个 晶 棱 , 即 [001] 的 取向 相 重 合 。 对 于 点 群 
3m1, 除 了 三 次 轴 与 L001 方向 重合 外 ,对 称 面 m 的 法 线 应 与 第 二 个 晶 棱 [100] 相 一 
致 。 不 难 理解 ,如 果 此 点 群 的 取向 改 为 31m( 如 前 面 所 指出 ,在 几何 晶体 学 中 这 种 
取向 选择 是 任意 的 ,而 在 微观 对 称 类 型 中 却 是 非 任意 的 ) ,对称 面 m 的 法 线 就 应 与 
第 三 个 部 棱 [120] 相 重合 了 。 


。69 。 


例如 ,六 方 晶 系 中 的 全 对 称 型 点 群 /zzz ,在 这 一 点 群 符号 中 的 第 一 个 符号 
是 6/m, 它 表明 六 次 对 称 轴 与 对 称 面 垂直 。 不 言 而 喻 ,六 次 轴 与 对 称 面 法 线 相互 重 
合 ,并 且 与 表 1-8-1 所 给 出 的 第 一 个 晶 棱 1001] 方 向 一 致 。 点 群 中 其 余 两 个 符 
号 一 一 两 个 对 称 面 , 它 们 的 法 线 按 次 序 分 别 与 晶 棱 [100] 及 [120j 的 方向 相 重合 。 

在 上 一 章 “ 唱 面 指数 及 唱 棱 指数 "中 读者 已 经 明白 , 唱 面 指数 和 晶 楼 指数 表达 
着 相应 的 晶 面 和 晶 楼 在 已 确定 的 坐标 系 中 所 处 的 方位 。 为 了 便于 读者 掌握 和 运用 
点 群 的 国际 符号 ,推导 点 群 的 对 称 元 素 及 点 群 的 等 效 点 系 , 我 们 以 极 射 赤 平 投影 图 
将 五 取向 坐标 系 中 和 立方 晶 系 中 的 一 些 主要 晶 面 和 晶 棱 分 别 示 于 图 1-8-2 及 图 
1-8-3 中 。 互 取向 是 六 方 晶 系 的 取向 ,其 单位 晶 胞 参数 是 wo 一句 关 coia 一 6 一 90 ， 
7 二 120"。 互 取向 也 是 三 方 晶 系 两 种 取向 之 一 。 立方 晶 系 的 晶 胞 参数 特征 是 ze 二 
加 二 co,a 二 pb 一 ”一 90 。 立 方 晶 系 的 晶 胞 特征 与 正 交 晶 系 及 四 方 唱 系 的 部 胞 参数 ， 
差别 只 在 于 3 个 单位 轴 长 ao ,bo ,co 之 间 的 关系 ,因而 不 妨 将 前 者 看 作为 后 二 者 的 
一 种 特殊 情况 。 所 以 ,图 1-8-3 也 完全 适用 于 正 交 晶 系 及 四 方 唱 系 的 取向 。 


图 1-8-2 五 取向 (三 方 晶 系 及 六 方 晶 系 ) 坐 标 系 中 的 一 些 主要 
晶 棱 指数 ( 方 括号 ) 及 一 些 主要 的 晶 面 指数 ( 圆 括号 ) 


为 了 方便 读者 掌握 处 于 日 取向 坐标 系 ( 图 1-8-2) 及 立方 品系 (图 1-8-3) 中 与 
那些 主要 唱 棱 和 主要 曲面 相互 重合 的 对 称 元 素 的 特点 ,我 们 分 别 把 在 那些 位 置 上 的 
对 称 元 素 的 坐标 ,以 及 这 些 对 称 元 素 所 给 出 的 对 称 等 效 点 坐标 列 于 表 1-8-2, 表 1-8- 
3(Ca) ,pb),(c),(d) 及 Ce 中 。 依 据 上 述 图 及 表 , 读 者 不 难 推导 出 除 三 斜 晶 系 和 单 斜 唱 
系 之 外 的 其 他 唱 系 中 各 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 和 各 种 特殊 位 置 等 效 点 系 的 坐标 。 
而 三 斜 厚 系 及 单 斜 晶 系 的 对 称 元 素 组 合十 分 简单 ,其 等 效 点 也 就 不 难 推导 了 。 


[oil] [001] [9011} (100) 


L900] 


图 1-8-3 立方 晶 系 ( 亦 可 供 四 方 晶 系 及 正 交 晶 系 参考 ) 的 一 些 主要 
晶 棱 的 指数 ( 方 括号 ) 及 一 些 主 要 的 晶 面 指数 ( 圆 括号 ) 


表 1-8-2 五 取向 (三 方 晶 系 及 六 方 晶 系 ) 中 与 主要 晶 棱 及 晶 面 重合 的 


对 称 元 素 特 性 及 其 等 效 点 坐标 
相 重合 的 晶 棱 、 唱 面 对 称 元 素 的 坐标 等 效 点 坐标 变换 

[100] 2(z00) XrY TIT YT 
2 [210] 2(2zz0) 并 ,yy LIT XAT— YT 
次 [110] 2(Czz0) AEA 
如 [120] 2(z2z0) Xryy ZIT 二 yy TZ 
轴 L010] 2(0y0) XY ZIT)T YT 

[Tf10] 2(z70) X,Y XID, TZ 

(010) m(z0z) TY LIT YT 
对 (T20) m(2xzz) XY ZIT TE YZ 
称 (CT10) m(xxz) TY ZY TL 

(2T0) m(x27zz) X,Y ZITT yy 
面 (100) m(Oyz) ZT，Y ZI 元, 开 十 y ;之 

(110) m(Fxz) XY ZIT TZ 


注 :(1) 表 中 各 晶 棱 及 唱 面 的 方位 请 参阅 图 1-8-2。 
(2) 表 中 二 次 轴 的 坐标 只 写 出 其 中 的 代表 ,例如 2(z00) 与 2(z00) 对 于 等 效 点 坐标 变换 是 相同 的 ,在 表 中 
不 再 列 出 。 同 理 对 于 对 称 面 也 如 此 ,例如 mm(2xzxz)、m(2zzz)、m(2zxzz) 及 m(2X7zz) 是 在 同一 平面 。 
〈3) 与 晶 棱 [001]( 即 Z 轴 ) 重 合 的 三 次 轴 3(00z) 或 六 次 轴 6(00z) 的 情况 请 参阅 图 1-3-5 及 图 1-3-8。 
(4) 有 关 唱 棱 指数 及 蝇 面 指数 的 论述 请 参阅 第 七 章 。 
»* 71] 。 


表 工 8-3 ”立方 晶 系 (四 方 晶 系 及 正 交 晶 系 部 分 类 同 ) 中 与 主要 晶 棱 
及 晶 面 重合 的 对 称 元 素 特 性 及 其 等 效 点 坐标 (参阅 图 1-8-3) 


(a) 三 次 对 称 轴 
相 重 合 的 晶 楼 三 次 对 称 轴 坐标 等 效 点 坐标 变换 
[111] 3(Czzzr) XY YL 2 
LI1iD] 3( 去 zz) 人 yy Ty TIT TITY 
[111] 3(z77) 并 yz3 YT TS Ts 
[111] 3(zEz) TY TT TI TT, 
(b) 四 次 对 称 轴 
相 重 合 的 晶 楼 四 次 对 称 轴 坐 标 等 效 点 坐标 变换 
E001] 4(00z) TY Ty TIT LS TV LI 五 ,之 
[010] 4(0y0) TY Ts TDITS Ty YIZI Zs YT 
[100] 4(z00) TV; TT YS XIV; TX TI 
(ec) 四 次 反 伸 对 称 轴 
相 重 合 的 唱 棱 四 次 反 伸 轴 坐标 等 效 点 坐标 变换 
[001] 4(00z) XY ZI 万 ,并 ,到 ;元 , 避 ,& 3 ;元 ,这 
[L010] 4(0y0) TV LI YT TIT, yy ZIT TT 
[100] 4(z00) AE ALLA EA 
(qd) 二 次 对 称 轴 
相 重 合 的 晶 棱 二 次 对 称 轴 坐 标 等 效 点 坐标 变换 
[110] 2(xx0) TyY ZI Ys XZ 
[110] 2(z70) XY 可 ,元 ,元 
[101] 2(z0z) TyY ZIT T,X 
[101] 2(z0x) ZsYs ZI ZT 
L011] 2(0yy) XY ZI TTY 
£011] 2(0yy) X,Y Zi TD 
{e) 对 称 面 
相 重 合 的 晶 面 对 称 面 坐标 等 效 点 坐标 变换 
(001) mm(Czy0) 和 
(010) m(x0z) TY ZL TTL 
(100) m(Oyz) TY TY 
(011) m(xyy) X,Y TI Ty 
(011) m(zyy) TY 区 
(101) m(zyr) X,Y ZT} Ts YT 
(101) m(zxyzr) TY LI Zr YT 
(110) m(zrz) TY TE, 


(110) mt( xzrz) TY TI YT 


注 :请 参阅 图 1-8-3 及 表 1-8-2 的 注 ,在 此 不 重复 。 
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1. 8.3 等 效 点 系 坐 标的 推导 


依据 图 1-8-2 和 1-8-3 及 表 1-8-1,1-8-2,1-8-3, 读 者 可 以 从 一 个 点 群 的 国 
际 符号 推导 出 该 点 群 的 全 部 对 称 元 素 及 其 在 已 确定 的 坐标 系 中 的 坐标 位 置 ,而 且 
还 可 以 推导 出 该 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 和 各 种 特殊 位 置 等 效 点 系 的 坐标 。 同 样 
道理 ,借助 于 上 述 图 及 表 , 运 用 极 射 赤 平 投影 图 的 表述 方法 ,读者 可 以 从 某 一 点 群 
的 一 般 位 置 等 效 点 系 坐 标 , 通 过 等 效 点 坐标 之 间 的 关系 推导 出 这 一 点 群 中 每 一 个 
对 称 元 素 及 其 坐标 ,从 而 导出 这 一 点 群 正 确 取向 的 坐标 系 并 最 终 指出 点 群 的 国际 
符号 。 下 面 我 们 以 两 个 示例 加 以 说 明 。 

例 一 已 知 点 群 的 国际 符号 为 6mm, 请 推导 出 此 点 群 的 全 部 对 称 元 素 及 坐 
祭 , 以 及 此 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 和 各 种 特殊 位 置 等 效 点 系 的 坐标 。 

我 们 的 推导 可 以 按 下 列 步 又 进行 : 

(1) 从 国际 符号 6 ,可 以 确定 该 点 群 属于 六 方 晶 系 。 从 唱 系 的 唱 胞 参数 特 
征 (ao 一 bo 尖 co saQ p 90°,7y 120°) 可 以 确定 此 点 群 取 向 的 坐标 系 X,Y,Z, 并 以 极 
射 赤 平 投影 法 表示 于 图 1-8-4。 
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图 1-8-4 六 方 唱 系 及 三 方 晶 系 全 图 1-8-5 在 互 取 向 的 坐标 系 中 ,位 于 L100j 取 向 
取向 中 3 个 坐标 轴 的 取向 示意 图 和 [120] 取 向 的 对 称 面 ,它们 在 空间 取向 上 相互 之 
间 并 不 等 效 


(2) 从 表 1-8-1 可 知 点 群 符号 中 的 六 次 轴 6 与 晶 棱 [001] 方 向 重合 , 而 两 个 对 
称 面 mm 的 法 线 分 别 与 L[100] 及 [120] 重 合 。 参 考 图 1-8-2, 不 难 找 出 此 点 群 三 个 
基本 对 称 元 素 在 图 1-8-4 坐标 系 中 的 方位 ,将 它们 表示 于 图 1-8-5 中 。 

《3) 运 用 对 称 元 素 组 合 的 原理 和 推导 方法 ,在 极 射 赤 平 投影 图 1-8-5 上 ,从 任 
意 初始 点 ,yx 出 发 ,很 容易 推导 出 各 个 等 效 点 及 所 有 派生 的 对 称 元 素 ,如 图 
1-8-6 所 示 。 这 就 是 点 群 6mm 全 部 对 称 组 合 及 其 一 般 位 置 等 效 点 系 的 极 射 赤 平 投 
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影 图 。 

(4) 参 考 表 1-8-2, 从 图 1-8-6 可 以 确定 每 个 对 称 面 的 晶 面 指数 ,从 而 确定 每 
个 对 称 元素 在 此 坐标 系 中 的 坐标 :6(00z),m(zr0z),m(2zx7rz),m(zrrz),m(zx27zxz)， 
m(Oyz),m(Tzrz), 

(5) 参 考 表 1-8-2 有 关 等 效 点 坐标 变换 ,以 及 图 1-3-8 有 关 6(00z) 的 等 效 点 
系 坐 标 , 从 任意 点 zx，;y,z 出 发 ,对 上 述 7 个 对 称 元 素 进 行 等 效 点 变换 操作 ,必然 可 
以 推导 出 与 图 1-8-6 中 12 个 等 效 点 相对 应 的 一 般 位 置 等 效 点 系 坐标 : 

TV Ly TTT YL TY TL YX TT YZ YX YL; 


TZ TV TZ; VT TZ TT VV TL TY VT, 


图 1-8-6 点 群 6m 中 一 般 位 置 等 效 ”图 1-8-7 点 群 bm 中 3 种 特殊 位 置 等 效 点 系 的 示 
点 系 意图 ,其 中 人 及 B 两 组 对 称 面 之 间 是 对 称 独立 的 ， 
因而 A,B 两 组 特殊 位 置 等 效 点 系 之 间 也 是 独立 的 。 

位 于 对 称 性 为 6m 的 C 组 只 包含 一 个 等 效 点 


(6) 如 图 1-8-7 所 示 ,初始 点 处 于 特殊 位 置 (对 称 元 素 ) 上 的 有 如 下 三 种 情况 。 

DD 初始 点 A 处 于 对 称 面 mx (zx0z) 上 ,此 初始 点 坐标 应 为 x,0,z。 将 此 初始 点 
坐标 分 别 代 和 人 上 述 一 般 位 置 等 效 点 系 12 个 等 效 点 的 坐标 中 ,可 推导 出 与 图 1-8-7 
所 示 的 6 个 等 效 点 相应 的 等 效 点 坐标 ,组 成 一 套 特殊 位 置 等 效 点 系 : 

TX O02; Tr Ty} OZ; 元 0,z; TIT,Z; OT 

2) 初 始点 BB 处 于 对 称 面 mx(zxz) 上 ,初始 点 坐标 为 +,x,z。 同 样 原理 ,可 推导 

出 另 一 套 由 6 个 等 效 点 组 成 的 特殊 位 置 等 效 点 系 (如 图 1-8-7 所 示 )。 
TT TILT ,Ly LI TT; TT ZL; DTT; TT 

3) 初 始点 C 处 于 6 个 对 称 面 与 六 次 对 称 轴 相 交 的 直线 上 ,此 直线 的 对 称 性 为 
6mm。 此 时 初始 点 坐标 为 0,0,z。 将 此 初始 点 坐标 代入 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 
点 坐标 ,最 终 获 得 只 由 一 个 等 效 点 组 成 的 一 套 特殊 位 置 等 效 点 系 :0,0,z。 


例 二 已 知 某 一 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 坐 标 : 
。74 。 


TV ZS ZTY YY T3 工 *y 壹 ;之 "元 ,3 YZ T; 
TV Zs; 交大 7 之 过; XYZ 元， 工 y yy YT A 

要 求 推 导出 此 点 群 的 全 部 对 称 元 素 及 点 群 的 国际 符号 。 

我 们 的 推导 可 按 如 下 步骤 进行 : 

(1) 我 们 所 熟悉 的 32 个 点 群 中 ,低级 晶 系 的 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 数目 最 高 
者 为 8( 点 群 mmm) ,例题 中 一 般 位 置 等 效 点 数目 为 12, 可 以 肯定 此 点 群 只 可 能 属 
于 中 级 晶 系 或 高 级 唱 系 。 

在 中 级 晶 系 中 ,四 方 品系 所 属 各 点 群 , 其 一 般 位 置 等 效 点 数目 应 只 是 2 或 4 的 
倍数 ,不 存在 3 的 倍数 。 只 有 三 方 晶 系 及 六 方 唱 系 ,以 及 高 级 晶 系 的 一 般 位置 等 效 
点 系 能 满足 3 的 倍数 。 所 以 ,例题 中 的 点 群 不 属于 四 方 晶 系 。 

(2) 详 细 分 析 例 题 中 12 个 等 效 点 的 坐标 及 其 相互 变换 关系 ,不 难 发 现 12 个 等 
效 点 可 划分 为 4 组 。 每 组 3 个 等 效 点 坐标 之 间 均 满足 x,y,xz;y,z,X;z,X,y 的 坐 
标 轮换 规律 ,这 是 立方 唱 系 所 属 各 点 群 共有 特征 , 即 处 于 立方 体 对 角 线 上 三 次 对 称 
轴 3(Czzz) 所 特有 的 等 效 点 坐标 之 间 轮 换 规 律 。 参 考 表 1-8-3(a) ,通过 对 例题 所 列 
12 个 等 效 点 重新 划分 ,不 难 发 现 它 们 之 间 的 关系 表达 了 另外 3 个 三 次 对 称 轴 
3(ZXX)、3(ZTZX)、3(xz7x)。 其 实 ,这 4 个 三 次 轴 必 定 同时 共存 于 立方 晶 系 ,而 且 是 
立方 晶 系 的 对 称 特 征 。 

(3) 立 方 唱 系 所 属 点 群 共 5 个 。 如 果 读 者 熟悉 每 个 点 群 一 般 位 置 等 效 点 的 数 
目 , 那 么 ,对 于 确定 点 群 将 会 很 有 帮助 (立方 晶 系 所 属 5 个 点 群 中 ,只 有 点 群 23 的 
一 般 位 置 等 效 点 的 数目 为 12) 。 

详细 分 析 12 个 等 效 点 坐标 之 间 的 关系 , 除 上 述 坐 标 轮换 关系 之 外 ,我 们 将 着 
重 分 析 坐 标 变量 zx,y,z 次 序 相 同 的 等 效 点 之 间 的 正 负 值 变换 关系 ,如 z,y,z 与 ， 
yz 3 与 < 元,7 等 等 的 变换 关系 。 不 难 发 现 这 种 坐标 变量 次 序 相同 的 等 效 
点 坐标 之 间 存 在 着 两 个 变量 的 正 负 号 变换 关系 。 这 是 平行 于 坐标 轴 的 二 次 对 称 轴 
所 具有 的 对 称 等 效 点 坐标 变换 特征 。 这 种 对 称 等 效 点 坐标 变换 关系 的 详细 分 析 ， 
可 以 结合 参考 表 1-8-3(a),(b),(c),(d), (Ce) ,肯定 例题 所 列 12 个 等 效 点 之 间 的 
对 称 等 效 关系 表达 3 个 与 坐标 轴 重 合 的 二 次 对 称 轴 2(z00),2(0y0),2(00z)。 除 
此 之 外 ,在 此 一 般 位 置 等 效 点 系 中 并 不 存在 四 次 轴 、 对 称 面 及 对 称 中 心 的 对 称 等 效 

《4) 以 极 射 赤 平 投影 图 ,不 难 表 示 出 点 群 23 的 全 部 对 称 元 素 , 如 图 1-5-5 所 

上 述 两 个 示例 的 推导 步 又 对 于 初学 者 也 许 会 有 所 帮助 ,而 对 于 熟悉 几何 晶体 
学 对 称 原理 的 读者 ,在 完成 类 似 上 述 的 推导 时 ,应 根据 自己 已 掌握 的 对 称 原 理 和 经 
验 按 照 自己 的 方式 和 步骤 进行 推演 。 

类 似 于 上 述 两 个 示例 的 推导 ,对 于 建立 晶体 对 称 的 立体 空间 概念 ,以 及 对 于 唱 
体 学 对 称 原 理 的 实际 应 用 将 是 十 分 有 意义 的 。 它 对 于 以 后 学 习 有 关 徽 观 空间 对 称 

好 


原理 乃至 晶体 结构 的 实际 测定 都 很 有 帮助 。 
1.8.4 等 效 点 系 的 等 效 点 数目 和 坐标 


等 效 点 系 的 等 效 点 数目 决定 于 点 群 所 包含 的 对 称 元 素 种 类 与 数量 ,也 决定 于 
初始 等 效 点 所 处 的 坐标 位 置 。 如 前 面 所 述 , 一 个 等 效 点 系 的 组 成 是 从 一 个 初始 点 
出 发 ,经 过 该 点 群 全 部 对 称 元 素 的 反复 对 称 操作 直至 互相 重复 封闭 所 导出 的 一 组 
对 称 等 效 点 。 

从 原理 上 说 ,一 般 位 置 等 效 点 系 是 从 一 个 处 于 任意 位 置 (3 个 坐标 变量 是 任意 
的 变量 ?的 初始 点 出 发 ,经 过 点 群 的 全 部 对 称 元 素 充分 的 对 称 操作 后 所 推导 出 来 的 
一 组 等 效 点 。 实 际 上 并 不 需要 全 部 的 对 称 元 素 , 而 只 需要 这 一 点 群 中 独立 的 对 称 
元 素 充 分 的 对 称 操 作 就 可 以 推导 出 来 。 一 个 点 群 的 对 称 元 素 可 以 区 分 为 独立 的 对 
称 元素 和 派生 的 对 称 元 素 ,派生 的 对 称 元 素 可 以 从 独立 对 称 元 素 的 对 称 组 合 中 派 
生出 来 。 例 如 点 群 mmm 中 具有 3 个 互相 垂直 的 对 称 面 之 外 ,还 有 3 个 二 次 轴 和 
对 称 中 心 。 而 这 一 点 群 的 独立 对 称 元 素 是 3 个 对 称 面 ,其 余 的 对 称 元 素 均 可 由 3 
个 对 称 面 的 组 合 派生 出 来 。 当 然 ,我 们 也 可 以 把 点 群 mmm 中 的 3 个 相互 垂直 的 
二 次 轴 中 的 任意 两 个 和 对 称 中 心 看 成 是 此 点 群 的 独立 对 称 元 素 , 因 为 它们 的 组 合 
也 将 导出 点 群 中 的 3 个 对 称 面 和 另 一 个 二 次 轴 。 确 切 地 说 ,一 个 点 群 的 独立 对 称 
元 素 是 该 点 群 全 部 对 称 元 素 中 的 一 部 分 ,凭借 着 它们 的 相互 组 合 将 可 导出 点 群 中 
其 余 的 对 称 元 素 。 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 数目 ,将 是 点 群 中 独立 对 称 元 素 的 
等 效 点 数 的 乘积 。 例 如 点 群 mmm 的 独立 对 称 元 素 为 3 个 对 称 面 mx,m,m, 每 个 m 
的 等 效 点 数 为 2, 由 此 可 知 2X2X2 三 8, 点 群 mmm 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 
数 为 8。 

点 群 的 国际 符号 既 包 含 着 每 一 个 点 群 的 特征 对 称 元 素 , 原 则 上 也 表达 了 每 一 


符号 就 是 如 此 。 在 中 级 唱 系 中 的 一 些 点 群 符号 C41m2,4mm,4/mmm, 6m2,6mm,， 
6/mmm 等 ) 是 由 3 个 符号 来 组 成 ,这 对 于 对 称 原理 特别 是 微观 空间 对 称 是 十 分 必 
要 的 。 例 如 点 群 4mm 中 两 个 对 称 面 的 取向 不 同 ,它们 的 面 法 线 分 别 与 [100] 及 
L110] 相 一 致 , 代 表 着 点 群 中 两 组 不 同 的 对 称 面 。 在 以 后 有 关 微 观 空间 对 称 的 讨论 
里 我 们 将 知道 微观 空间 对 称 群 P4m6b,P4bm 等 等 的 空间 群 中 两 个 对 称 面 的 性 质 并 
不 相同 。 同 样 道理 P4m2 与 P42m, 由 于 二 次 轴 2 与 对 称 面 m 所 处 的 方位 取向 不 
同 ,构成 了 两 个 完全 不 相同 的 空间 对 称 群 。 在 宏观 对 称 上 ,对 于 点 群 的 全 部 对 称 元 
素 的 推导 ,以 及 对 于 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 推导 ,点 群 国际 符号 4mm 中 第 三 
个 符号 并 非 必要 ,在 某 种 意义 上 说 ,第 三 个 符号 可 以 说 是 多 余 的 。 又 例如 622 可 以 
用 62 表示 ,6zz 也 可 以 6m 表示。 我 们 将 32 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 
点 数目 ,以 及 按 上 述 国际 符号 的 取向 ( 表 1-8-1) 所 推导 出 等 效 点 的 坐标 列 于 表 
a 


1-8-4, 以 供 读 者 查阅 。 如 前 面 多 次 指出 ,点 群 符号 3ml 与 31m,321 与 312, 3ml 
与 31m,4m2 与 42m, 以 及 6m2 与 62m 是 分 别 属于 同一 个 点 群 (对 称 类 型 ), 只 是 在 
取向 上 有 所 不 同 , 亦 即 对 称 元 素 2 或 m 相应 于 晶体 已 确定 的 坐标 系 中 具有 不 同 的 
方向 。 由 于 取向 的 差别 ,点 群 的 等 效 点 系 的 等 效 点 坐标 必然 不 一 样 。 为 了 读者 便 
于 查阅 ,我 们 将 上 述 同 一 点 群 不 同 取向 的 点 群 符号 及 其 一 般 位 置 等 效 点 坐标 也 并 
列 于 表 1-8-4。 表 中 所 列 点 群 符号 在 取向 上 是 与 表 1-8-1 一 致 的 。 


表 上 8-4(a) ”低级 晶 系 8 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 


点 群 符号 | 等 效 点 数 等 效 点 坐标 
1 1 XY 
1 2 TY 2 TV,TZ 
2 2 TY TTY,T 
m 2 XT,Y Ls TV, 
2/m 4 TX YT 五, 元; TT LI TV,T 
222 4 X,Y LS TY TI TNL ADT 
nim 4 TV LI TY ZI TY LZ TV, 
mmm 8 TV LI TY LI TT LI TT ZI Ty YT Ty YT? XT YT TD 


(b) 中 级 晶 系 19 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 


符号 | 点 数 等 效 点 坐标 
3 

3 3 TY ZS FT YZ; Ey, TZ 

3 6 TY ZL TY TT TT Ys Ty yy ys TysT 
31m 6 TY I TY TY TZ; TY TY YX 
3ml 6 TV TIT Ys Zs TT YT TH YY Zs TT YT TT 

312 6 TV; TI XT YZ TY TT; TY YT TTY DT 

321 6 TV ZI TX YT; TET YT TY TZ 元 ,元 十 y, 丈 ; yy TT 
31m 12 TV Ls TY TE FT YZ TD TZ TTY TT YT YT TY YT 


TK 十 yy 2; TE 二 yy YT YX TIT ys 
3ml 12 TY TL; TY TZ TT YT TI EI TH YT YT ys TH YY Ys TT 


TT YT TY TT TT TT 十 ys 


4 4 TV Zs YT TV LS YT 

4 4 TY ZY FTE; TT LI YT 

4d/m 8 TV Zs FAs Zs TT ZL VTL TY TI FITIT? TT TI YT 
4m2 8 TY DTI TI TT Ls VTE TY LI VT TD LT; ;TT 
42m 8 TV LS IT ZS TV; YITIZ LTT FITZ TY TI YT 


EA 


续 表 


等 效 点 坐标 


符号 | 点 数 
422 8 TV ZL; TIT LZ; TT ZI YT ZS TDI TI FITZ TY ZI YT 
4dmm 8 TV LI TT LS 无, 本 ,Zi YT ZL TV LI FIT LI TY ZL; YTIZ 
4/mmm 16 XY LI TT LI TV ZIV TZ 工 ) ZL; FIT LI TY LIV TZIT YN TI FTI TIT TT 
YT Zs TV ET? YT TI Tr YT YT 
6 6 TY ZL TY TC TT YZ TT LZ TY TL; ,YT YL 
6 6 TY ZI TT— YL; TY TZ TY TZ TT YT Ey TT 
6/m 12 TY T TY TL BT YT TTC TY TT; YT YL; TY TZ XY, Ts 
FT YT TT TI TY TT YT YT 
6€2m 12 TY Ly FIT YT THY TZ TY TI TT YZ TH YT ZI Ty TZ 五 ;元 十 yy 
YT TY TT TTT YZ YX)T 
6m2 2 TY Ls FT YL TY TL; TY Ts TT YTITT YT TZ THY YIT TY 2 
TIT LZ; THY, YE XT YT DTT)T 
622 12 TV LS TY TL TT YZ TT LS TT YT TI YT YZ; TTY YT YT Ts 
并 并 一 到; TY TT; DVT,T; TT YT 
6mm 12 TY ZL TY TL TT YZ TT LZ; TH YT yy 元 十 yz TY DZ DT Ls 
TT YZ; TY YL YT ZL; TT YZ | 
6/mmm | 24 TV TS TY TT TT YZ TDL TY TZ YT YZ TY DL VT 


TT YZ TTY YZ; YT Ls TI TY Ly TY TI TY TT TT YT Ts 


THY TZ YEH YT TY Ts VyTy TS TTTY) ZI THY YE YT Zs Ty TY 


(c) 高 级 晶 系 5 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 


点 群 | 等 效 
符号 | 点 数 


等 效 点 坐标 


m3m 


12 
24 


24 


24 


48 


工 

Zz 

ZZ T IIT TZ TIT VY LT TI VI YT LI TITI TLI LT YI VY TZ TI TY TI LT TY ZT 
二 


TV ZIT TV YN ZL TIT VT LIT YY TZ, 
VITZI YI TI TI LIT TZ VIZ VI TIYV TTIT TZ VITZ, YY TY 
IIT TI TI TI TIT, TL VIT YI TI TLI TT VFL FTI YT TIT TT Ls YI TY TT 


TVLILI TIVNI VN TL ITIL I ZI LT VI YN TTIT VY ZITZ TI VIV, TZ TIT Vy TIT TT YY TZ TST T, 


III TIV TI TIT LVIT YTIT TT ZIT TZ YI TI TI YT ZIT TL TI ZY TI YX ZIT ys TT 


TAIIV TITIT VY LI TI VI I LI TITI I ZITLI TI YI YT TI TY TI LI TTI VY LI TIT YI LY TS 


YT ZIT TZ TIT DI TI YI TI TIT TL TIT VY TI VT TI TIT Ty YT DT TITY TT 


eh MS | HG AN 和 生生 下 
注 :点 群 符号 3m1 与 31m,321 与 312,3m1 与 31m,47m2 与 42m, 以 及 6xm2 与 62m 是 分 别 属于 同一 点 群 ， 


差别 只 在 于 坐标 轴 XX 及 Y 的 取向 不 同 。 


*» 78 


第 九 章 ” 单 形 与 复 形 及 其 例 举 


为 了 了 解 晶体 的 形态 ,必须 认识 晶体 在 理想 发 育 状 态 下 可 能 出 现 的 各 种 理想 
的 几何 形状 ,这 些 理想 的 几何 形状 就 是 由 一 些 理想 晶 面 组 成 的 晶体 的 理想 多 面体 。 
这 些 理想 多 面体 可 能 是 由 一 组 相互 对 称 等 效 的 晶 面 所 构成 的 封闭 体 , 也 可 以 由 一 
组 以 上 的 对 称 等 效 晶 面 所 构成 。 


1.9.1 单 形 


从 一 个 初始 平面 出 发 在 对 称 类 型 (点 群 ) 中 经 全 部 对 称 元 素 的 对 称 操 作 之 后 ， 
所 推导 出 来 的 几何 图 形 , 称 之 为 单 形 。 

在 晶体 的 极 射 赤 平 投影 中 , 唱 面 被 表达 为 点 ,点 在 点 群 的 极 射 赤 平 投影 中 的 位 
置 就 描述 了 曲面 法 线 的 方向 ,当然 它 也 就 描述 了 该 晶 面 在 晶体 中 的 相对 位 置 。 因 
而 用 点 群 的 等 效 点 的 概念 来 理解 单 形 的 定义 是 最 恰当 不 过 的 了 。 点 群 中 的 一 套 等 
效 点 系 就 表述 了 该 对 称 类 型 中 的 一 种 单 形 ,例如 点 群 2/m( 即 下 PC), 可 有 如 下 几 
种 等 效 点 系 。 

(1) 初 始点 在 非 对 称 元素 上 的 一 般 位 置 , 等 效 点 数目 为 4, 其 坐标 为 :x,y,z; 工 ， 
了 ,z; 元 ,yz 元 ,7 54 个 晶 面 如 图 1-9-1 所 示 组 成 的 单 形 为 “ 斜 方 柱 ”, 柱 的 两 端 是 
空 的 。 


(a) (b) 


图 1-9-1 单 形 : 斜 方 柱 
(a) 极 射 赤 平 投影 ;(b) 单 形 示意 图 


(2) 初 始点 落 在 对 称 面 P 上 ,等 效 点 数目 为 2, 其 坐标 为 :z,0,z; 丈 ,0,z, 两 个 
晶 面 组 成 的 单 形 为 "平行 双 面 ”, 如 图 1-9-2 所 示 。 


图 1-9-2 单 形 :平行 双 面 
(a) 极 射 赤 平 投影 ;(b) 单 形 示意 图 


(3) 初 始点 落 在 二 次 对 称 轴 L* 上 ,其 坐标 为 :0,y,0;0,7,0, 两 个 晶 面 组 成 的 
单 形 也 是 “平行 双 面 ”, 如 图 1-9-3 所 示 。 


(a) (b) 


图 1-9-3 单 形 :平行 双 面 
《a) 极 射 赤 平 投影 ;(b) 单 形 示意 图 


(4) 初 始点 落 在 二 次 对 称 轴 与 对 称 面 的 交点 ( 即 对 称 中心 ) 上 。 等 效 点 数目 为 


1, 即 只 有 初始 点 自身 之 外 并 无 其 他 等 效 点 。 它 的 坐标 就 是 对 称 中 心 (000) 的 坐标 ， 
其 单 形 称 为 “ 单 面 ”。 


通过 上 述 的 讨论 及 例 举 ,特别 结合 点 群 的 概念 ,就 不 难 理解 “ 单 形 ”所 具有 的 下 
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述 一 些 特点 。 

同一 单 形 中 的 各 个 晶 面 , 就 像 点 群 的 等 效 点 系 中 各 点 一 样 , 相 互 之 间 是 对 称 等 
效 的 ,这 些 唱 面 在 晶体 学 上 的 各 种 性 质 (晶体 物理 及 晶体 化 学 等 性 质 ) 都 彼此 相同 。 
对 称 类 型 (点 群 ) 中 所 包含 的 对 称 元 素 越 多 , 则 属于 这 一 对 称 类 型 的 单 形 越 复杂 ,其 
种 类 也 越 多 。 若 初始 平面 处 于 非 对 称 元 素 位 置 上 , 即 它 处 于 一 般 任意 位 置 上 ,如 图 
1-9-1 点 群 2/m 中 的 一 般 位 置 ,所 推导 出 的 单 形 为 “一 般 形 ”。 若 初始 平面 处 于 特 
殊 位 置 上 ,如 在 对 称 元 素 上 ,如 图 1-9-2 和 图 1-9-3 等 所 示 , 所 推导 的 单 形 称 为 “ 特 
殊 形 ”。 一 般 形 的 单 形 代表 了 该 对 称 类 型 (点 群 ) 的 对 称 性 , 它 所 包含 的 晶 面 数 目 在 
该 对 称 类 型 中 最 多 。 同 一 个 对 称 类 型 内 ,特殊 形 的 单 形 种 类 可 以 多 于 一 种 ,例如 点 
群 2/m 中 可 以 有 3 种 与 其 特殊 位 置 等 效 点 系 相对 应 的 特殊 形 ,其 中 每 种 特殊 形 的 
单 形 所 包含 晶 面 数目 与 其 所 处 的 对 称 元 素性 质 相关 。 

单 形 中 晶 面 之 间 可 能 相互 组 成 一 个 闭合 的 空间 , 称 为 “ 闭 形 ”, 如 图 1-9-4 及 图 
1-9-5 所 示 的 菱 面体 和 菱形 十 二 面体 。 一 种 单 形 的 晶 面 也 可 能 只 组 成 一 个 开放 的 
空间 , 称 为 “ 开 形 ”, 例 如 图 1-9-1 所 示 的 斜 方 柱 。 


SS 


图 1-9-4 三 方 二 锌 猪 胰 岛 素 图 1-9-5 乌 凤 蛇 胰 岛 素 
晶体 一 一 萎 面 体 晶体 ” 萎 形 | 二 面体 


7 种 晶 系 的 32 种 对 称 类 型 (点 群 ) 共 有 47 种 单 形 。 每 一 种 单 形 都 有 自己 特征 
的 晶 面 几何 形状 及 由 它们 所 组 成 的 多 面体 空间 形状 ,而 且 每 种 单 形 在 几何 部 体 学 
中 都 有 自己 特定 的 名 称 , 例 如 三 方 二 锌 猪 胰岛 素 的 晶体 是 由 一 种 单 形 组 成 的 多 面 
体 (图 1-9-4), 它 是 属于 三 方 晶 系 中 的 一 种 单 形 , 叫 “ 萎 面体 ”。 许 多 其 他 胰岛 素 的 
类 似 物 的 晶体 也 是 萎 面 体 ,同一 种 晶 型 。 乌 凤 蛇 胰岛 素 晶 体 具有 另 一 种 多 面体 类 
型 (图 1-9-5)，, 它 也 是 一 种 单 形 , 是 属于 立方 晶 系 的 一 种 单 形 , 叫 “菱形 十 二 面体 ”。 

有 关 47 种 单 形 的 详细 描述 ,请 参看 费 林 特 著 《 结 晶 学 原理 ) 及 波 波 夫 著 《结晶 
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1.9.2 复 形 


由 两 个 或 若干 个 单 形 的 曲面 组 合成 的 多 面体 或 空间 ,叫做 复 形 。 

复 形 中 各 单 形 之 间 并 无 任何 对 称 元 素 使 之 联系 。 换 名 话说 , 复 形 中 各 个 单 形 
虽然 都 同属 于 一 个 对 称 类 型 ,但 各 单 形 之 间 却 没有 对 称 等 效 关系 。 例 如 铜 的 晶体 
具有 对 称 类 型 为 3L*4L*61%9PC( 点 群 m3m), 如 图 1-9-6 所 示 。 铜 晶体 多 面体 是 
一 种 复 形 , 它 是 由 两 种 单 形 所 组 成 :一 种 单 形 是 “立方体 ,共有 6 个 晶 面 (图 中 标记 
为 c); 另 一 种 单 形 是 “ 葵 形 十 二 面体 ”, 共 有 十 二 个 唱 面 (图 中 标记 为 4)。 而 单 形 a 
与 单 形 4 之 间 , 晶 面 < 与 晶 面 d 之 间 并 没有 对 称 等 效 关系 。 


图 1-9-6 铀 晶体 多 面体 


从 原理 上 说 , 复 形 的 种 类 可 以 有 无 穷 多 ,这 也 正 是 为 什么 自然 界 中 晶体 的 多 面 
体 是 如 此 丰富 多 采 。 但 是 ,蛋白 质 的 晶体 却 极 少 出 现 复 形 的 多 面体 。 相 对 于 金属 
离子 及 有 机 小 分 子 来 说 ,生物 大 分 子 不 但 只 拥有 庞大 的 分 子 体积 ,而 且 分 子 的 结构 
显得 松散 ,分 子 的 外 形 亦 很 不 规则 ,在 晶体 内 部 的 排列 ( 密 堆积 ) 中 它们 就 显得 十 分 
不 严 冲 了。 在 这 样 情况 下 ,只 有 与 点 阵 中 阵 点 非常 密集 排列 的 平面 相 平 行 的 ,为 数 
极 少 的 几 个 晶 面 在 晶体 的 发 育 过 程 中 被 保留 下 来 。 许 多 蛋白 质 晶体 的 例子 都 说 明 
它们 的 多 面体 只 是 一 种 单 形 ,而 且 往往 只 是 一 种 特殊 形 的 单 形 。 
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第 二 篇 
微观 空间 对 称 原理 


第 一 章 ”微观 空间 的 平移 
2.1.1 周期 平移 


在 几何 晶体 学 中 已 经 指出 , 晶 态 物质 区 别 于 其 他 固态 物质 的 重要 特征 在 于 部 
体内 部 结构 具有 十 分 严 并 的 周期 性 。 物 质点 在 内 部 三 维 空间 有 规则 地 、 周 期 地 排 
列 , 这 是 晶体 最 基本 的 ,也 是 最 本 质 的 特征 。 晶 体 的 空间 点 阵 就 是 晶体 内 部 结构 中 
物质 点 的 三 维 周期 排列 的 一 种 几何 抽象 。 几 何 晶 体 学 的 着 眼 点 在 于 研究 晶体 外 形 
的 几何 形 貌 ,而 X 射线 晶体 学 把 注意 力 放 在 晶体 内 部 结构 的 微观 空间 ,把 物质 点 
周期 排列 的 三 维 空间 看 作 是 一 个 无 限 的 周期 空间 (严格 地 说 , 它 应 该 是 一 个 有 限 的 
物理 空间 ) ,而 这 种 物质 点 三 维 周期 排列 的 几何 抽象 一 一 晶体 空间 点 阵 也 被 看 作 是 
一 个 无 限 的 周期 点 阵 ( 严 格 地 说 , 它 应 该 是 一 个 有 限 的 点 阵 )。 晶 体内 部 任 一 物质 
点 与 其 三 维 周期 上 的 其 他 物质 点 ,在 化 学 及 物理 性 质 上 完全 相同 ,晶体 点 阵 中 所 有 
阵 点 的 性 质 也 完全 一 样 。 

这 种 具有 三 维 周期 排列 特性 的 晶体 内 部 结构 可 分 割 为 无 限 多 个 平行 六 
体 一 一 单位 晶 胞 。 单 位 晶 胞 是 晶体 内 部 结构 的 最 小 单位 。 单 位 遇 胞 内 的 结构 内 容 
和 特性 充分 代表 了 晶体 内 部 结构 。 晶 体内 部 结构 正 是 由 无 限 多 个 单位 唱 胞 沿 三 维 
方向 堆积 在 一 起 。 单 位 晶 胞 这 一 平行 六 面体 的 大 小 和 形状 是 由 3 对 边 的 长 度 ao， 
,co 以 及 它们 之 间 夹 角 a,B,Y 来 表示 的 。 它 们 被 称 为 单位 晶 胞 的 6 个 参数 ,简称 
唱 胞 参数 。 章 胞 参数 正好 表达 着 上 述 晶 体内 部 结构 三 维 周期 的 单位 长 度 和 取向 。 
晶 胞 参数 必定 是 与 晶体 的 取向 相 一 致 的 , 即 晶 胞 的 长 度 so,p ,cs 必定 与 晶体 学 轴 
a,b,c 相 平行 ,而 且 是 晶体 学 轴 a,o,c 的 单位 长 度 。 唱 胞 的 长 度 ao ,po ,co 通常 采用 
埃 (A) 作 为 单位 。 此 外 , 当 我 们 单独 考察 一 个 单位 晶 胞 的 内 部 结构 时 ,所 选择 的 坐 
标 系 XYZ 必定 是 与 晶 胞 六 参数 相 一 致 , 即 坐标 系 原 点 必须 选 在 平行 六 面体 的 顶 
角 上 ,坐标 轴 X,Y,Z 必须 分 别 与 Qo ,bo ,Co 相 重 合 。 这 里 必须 强调 指出 ? 晶体 学 习 
惯 沿用 右手 坐标 系 , 即 X,Y,2 的 次 序 关 系 必须 符合 右手 规则 (如 果 确 定 右 手 拇 指 
为 XX 轴 , 则 食指 为 Y, 中 指 为 2, 如 此 类 推 )。 既 然 op ,co 分 别 表示 着 单位 晶 胞 平 
行 六 面体 的 三 个 边 长 ,其 单位 为 埃 , 那 么 坐标 x,y,z 的 单位 亦 为 埃 , 称 为 绝对 坐标 
值 , 亦 简称 为 绝对 坐标 。 但 是 如 果 我 们 把 ao ,bo ,co 看 作 是 晶体 内 部 三 维 方向 的 排 
列 周 期 ,而 且 把 周期 作为 度量 的 单位 ,那么 一 个 单位 晶 胞 的 每 个 边 的 长 度 分 别 为 1 
周期 ,此 时 坐标 x,y,z 将 以 分 数 坐 标 表示 。 分 数 坐标 与 周期 长 度 的 乘积 就 是 绝对 
坐标 值 了 。 分 数 坐 标 突出 了 晶体 内 部 的 周期 性 。 由 于 唱 体 内 部 结构 中 三 维 堆积 
一 起 的 无 限 多 个 单位 晶 胞 之 间 并 无 差别 ,因而 分 数 坐 标 x,y,z 中 的 整数 部 分 只 意 
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味 着 周期 的 平移 , 即 从 某 一 晶 胞 中 的 特定 坐标 位 置 平移 到 其 他 另 一 蔓 胞 中 相同 的 
特定 坐标 位 置 。 两 个 晶 胞 中 同一 特定 坐标 位 置 , 其 本 身 性 质 以 及 其 周围 环境 完全 
相同 。 由 于 单位 晶 胞 的 结构 内 容 和 特征 代表 着 晶体 内 部 整体 的 结构 ,因而 晶体 结 
构 分 析 往 往 集 中 于 对 一 个 单位 晶 胞 的 考察 。 从 这 一 意义 来 说 ,分 数 坐 标 x,y,z 中 
的 整数 部 分 就 显得 十 分 次 要 。 事 实 上 ,分数 坐 标 z,y,z 中 的 整数 部 分 恰好 表达 了 
晶体 最 基本 的 特征 一 一 内 部 结构 的 周期 。 当 我 们 集中 精力 考察 一 个 单 胞 内 物质 点 
之 间 的 相互 空间 关系 的 时 候 , 千 万 不 要 忘记 晶体 结构 分 析 的 任务 之 一 还 在 于 考察 
各 种 物质 点 在 晶体 内 部 的 密 堆 积 特性 和 它们 之 间 的 相互 作用 。 

既然 晶体 空间 点 阵 是 晶体 内 部 物质 点 (原子 .离子 .分 子 等 ) 三 维 周期 排列 的 几 
何 抽象 、. 阵 点 之 间 的 关系 是 周期 的 表达 ,那么 ,晶体 点 阵 当 然 也 可 以 分 割 为 无 限 多 
个 平行 六 面体 一 一 单位 格子 。 单 位 格子 是 晶体 点 阵 的 最 小 单位 。 单 位 格子 的 割 取 
通常 以 阵 点 为 平行 六 面体 的 8 个 顶点 。 每 个 顶点 的 阵 点 分 属于 相 邻 8 个 单位 格子 
所 共有 。 单 位 格子 除了 8 个 顶点 具有 阵 点 外 ,平行 六 面体 的 6 个 面 心 及 体 心 不 再 
具有 附加 阵 点 的 , 称 之 为 “简单 格子 ”, 否则 称 之 为 “ 复 格子 ”。 单 位 格子 的 形状 、 大 
小 应 与 单位 晶 胞 一 样 ,同样 可 以 用 ao ,bo ,co 及 a,PB,，Y 6 个 参数 给 予 表征 。 单 位 格 
子 也 可 以 理解 为 单位 晶 胞 内 物质 点 排 布 的 一 种 几何 抽象 。 单 位 格子 的 特征 代表 着 
晶体 点 阵 的 特征 。 唱 体 点 阵 是 无 限 多 个 单位 格子 在 三 维 方 向 上 的 堆积 。 

当 我 们 从 宏观 的 上 唱 体 形 貌 学 进入 微观 空间 探讨 晶体 内 部 结构 时 , 晶 态 的 物质 
不 再 是 由 物质 点 在 有 限 空间 内 连续 分 布 的 晶体 ,而 是 由 物质 点 在 无 限 空间 内 周期 
地 (不 连续 地 ) 排 列 的 晶体 内 部 结构 。 物 质点 分 布 的 不 连续 性 ,间断 性 是 一 切 物质 
在 微观 空间 中 的 共同 特性 。 但 是 ,物质 点 在 微观 空间 中 不 连续 地 、 间 断 地 ,但 却 严 
格 周期 地 排列 ,这 种 严格 周期 性 却 是 晶 态 物质 微观 空间 结构 所 特有 的 性 质 。 物 质 
点 的 分 布 具有 严格 周期 性 ,而 表征 唱 态 物质 对 称 性 的 对 称 元 素 在 微观 空间 中 的 分 
布 也 同样 具有 严格 的 周期 性 ,并 具有 三 维 空间 分 布 的 特征 。 

很 显然 ,在 晶体 学 中 平移 (周期 平移 以 及 往 后 将 要 讨论 的 其 他 平移 ) 总 是 与 晶 
体 学 轴 方 向 相关 地 进行 ,因而 晶体 内 部 微观 空间 中 ,包括 周期 平移 在 内 的 所 有 平移 
均 可 由 下 式 表 达 ， 

及 oo 一 7 人 十 mb + pt (2 1 1» 

其 中 ,t, 及 是 单位 唱 胞 中 与 4a,b 及 c 平行 的 基本 矢量 (周期 平移 矢量 ) ,m,n 
及 p 是 系数 。 

当 式 (2. 1. 了 中 ,m,n,p 分 别 为 0 或 整数 士 1, 士 2， … 时 ,Row 所 表达 的 平移 是 
单位 唱 胞 周期 的 重复 , 称 为 周期 平移 。 


2. 1.2 平移 对 称 操作 


对 称 操作 中 的 平移 称 为 平移 对 称 操作 ,或 简称 平移 操作 。 
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晶体 内 部 结构 是 一 个 开放 的 无 限 空 间 , 而 不 是 几何 晶体 学 所 研究 的 封闭 的 有 
限 空间 。 物 质点 不 连续 地 在 三 维 微观 空间 中 分 布 ,而 不 是 连续 地 在 宏观 空间 中 分 
布 。 唱 体外 形 、 唱 面 、. 品 棱 、 隅 角 等 在 宏观 有 限 封 闭 空 间 中 相互 对 称 关 系 是 几何 唱 
体 学 对 称 原 理 的 研究 对 象 。 它 们 组 成 了 一 个 有 限 空间 的 对 称 图 形 。 唱 体 微观 空间 
对 称 原理 所 研究 的 是 一 个 无 限 空间 的 对 称 图 形 , 是 在 三 维 空间 中 不 连续 地 、 间 断 地 
分 布 的 无 限 多 物质 点 之 间 的 相互 对 称 关 系 。 无 限 多 个 结构 基 元 各 自 都 是 在 此 无 限 
对 称 图 中 的 一 个 独立 对 称 部 分 。 因 此 ,要 使 此 无 限 对 称 图 中 某 一 独立 对 称 部 分 ( 结 
构 基 元 ) 与 男 一 对 称 等 效 的 部 分 (对 称 等 效 的 结构 基 元 ) 得 以 重合 ,需要 凭借 着 各 种 
几何 要 素 ( 点 、 线 、 面 ) 所 施行 的 对 称 操作 。 除 图 形 白 身 、 图 形 的 反 伸 、 图 形 的 反映 和 
图 形 绕 轴 旋转 4 种 对 称 操作 之 外 ,还 必须 添加 1 种 平移 对 称 操作 。 为 阐述 方便 ,我 
们 这 里 所 讨论 的 平移 对 称 操作 中 的 “平移 ”并 不 包括 2. 1. 1 节 中 所 讨论 的 周期 平 
移 ,也 不 涉及 下 一 节 2.1.3 中 将 要 讨论 的 非 初 基 平 移 。 

平移 对 称 操作 (以 下 简称 平移 操作 ) 的 加 入 使 得 晶体 的 微观 对 称 性 变 得 更 加 丰 
富 多 采 。 施 行 这 5 种 微观 对 称 操作 所 凭借 的 几何 要 素 ( 点 、 线 \ 面 ) 的 性 质 更 加 多 样 
化 。 全 部 微观 对 称 元 素 将 由 这 5 种 微观 对 称 操作 及 其 复合 而 导出 。 可 以 理解 , 微 
观 对 称 元 素 中 必然 包含 有 存在 于 晶体 宏观 对 称 中 的 10 种 对 称 元 素 , 即 1,1,m,2， 
3,3,4,4,6,6。 除 此 之 外 ,由 于 增加 了 平移 操作 ,使 在 微观 对 称 中 出 现 一 些 新 的 对 
称 一 ~ 滑 移 对 称 和 螺旋 对 称 。 在 微观 对 称 元 素 中 将 出 现 一 些 新 的 对 称 元素 : 各 种 
滑 移 对 称 面 , 各 种 轴 次 和 沿 轴 不 同 平移 量 的 螺旋 对 称 轴 。 

由 5 种 微观 对 称 操 作 及 其 复合 的 结果 可 以 知道 ,新 增加 的 平移 操作 (不 是 周期 
平移 ) 与 图 形 自身 操作 或 与 图 形 的 反 伸 操作 的 复合 不 会 导出 新 的 对 称 元 素 。 平 移 
操作 与 图 形 的 反映 操作 或 与 绕 轴 旋转 操作 的 复合 却 会 导出 新 的 对 称 元 素 。 


2.1.2.1 平移 操作 与 反映 操作 的 复合 


如 图 2-1-1 所 示 , 让 这 种 复合 操作 所 依 借 的 几何 平面 与 晶体 学 轴 a 及 c 平行 
而 且 垂直 于 4 。 在 无 限 空间 对 称 图 形 中 ,处 于 初始 位 置 1 的 独立 部 分 对 几何 平面 
(图 2-1-1 以 虚线 表示 ) 经 反映 操作 后 到 达 位 置 2, 此 时 在 位 置 2 并 没有 对 称 等 效 
的 部 分 ,必须 从 位 置 2 沿 着 几何 平面 上 的 晶体 学 a 轴 方 向 平移 半 个 周期 , 即 平移 
&/2 到 达 位 置 3, 与 对 称 等 效 部 分 相 重合 。 同 理 ,部 分 图 形 从 位 置 3 经 几何 平面 反 
映 到 位 置 4 后 ,还 必须 沿 几何 平面 上 a 轴 方 向 平移 半 周 期 后 到 达 位 置 5, 才 能 与 对 
称 等 效 部 分 重合 。 如 此 操作 下 去 ,在 此 开放 的 无 限 图 形 中 无 限 多 个 对 称 等 效 部 分 
将 得 以 重合 。 当 然 ,在 操作 过 程 中 , 先 施行 平移 操作 ,然后 再 给 予 反映 操作 ,其 结果 
是 一 样 的。 这 一 个 平行 于 a 轴 具 有 反映 操作 和 沿 “ 轴 平 移 操作 的 复合 操作 性 质 的 
几何 平面 , 称 为 “a 滑 移 对 称 面 ,国际 符号 以 < 表示 ,简称 a 滑 移 面 。 

同 理 ,平行 于 6 轴 ( 或 c 轴 ) 的 几何 平面 ,具有 反映 操作 和 沿 5 轴 (或 c 轴 ) 平 移 操 
作 ( 平 移 %/2, 或 上 /2) 复 合 的 操作 性 质 的 , 称 之 为 5 滑 移 对 称 面 (或 c 滑 移 对 称 面 ) , 简 
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图 2-1-1 具有 沿 a 轴 平 移 操作 与 反映 操作 复合 的 对 称 
面 一 一 a 滑 移 对 称 面 


称 5 滑 移 面 (或 c 滑 移 面 )。 

可 以 理解 ,平行 于 两 个 晶体 学 轴 的 几何 面 ,在 它 所 具有 的 复合 操作 中 的 平移 操 
作 是 沿 两 个 晶体 学 轴 方 向 同时 平移 半 周 期 的 ( 即 对 角 线 半 周 期 的 ), 这 样 的 对 称 面 
称 为 n 滑 移 对 称 面 。 如 果 这 一 平移 操作 不 是 对 角 线 半 周 期 ,而 只 是 1/4 对 角 线 周 
期 者 , 称 之 为 a 滑 移 面 。 

事实 上 ,上 述 滑 移 面 并 不 一 定 需要 与 品 体 学 轴 平 行 。 因 为 晶体 点 阵 中 任意 阵 
点 平面 上 的 阵 点 排列 都 具有 二 维 周期 特征 ,因而 滑 移 面 的 平移 操作 总 是 沿 周期 方 
向 进行 的 。 当 然 上 上 述 晶 体 学 轴 a,5,c 上 的 ao,p,cs 是 晶体 点 阵 中 最 基本 的 周期 
(BN to ,tote)。 

在 晶体 内 部 微观 空间 中 ,物质 点 的 排 布 是 无 穷 的 ,所 以 如 其 他 微观 空间 对 称 元 
素 一 样 ,对称 面 (包括 滑 移 面 ) 除 了 沿 面 法 线 方 向 具有 周期 性 外 , 沿 平面 的 二 维 方向 
还 具有 无 限 延 伸 性 。 


2.1.2.2 平移 操作 与 绕 轴 旋转 操作 的 复合 
绕 轴 旋转 操作 在 几何 晶体 学 中 已 作 详细 讨论 , 晶体 学 中 绕 轴 旋 转 操作 的 旋转 
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基 转 角 a 只 能 是 180",120",90",60" 4 种 ,相应 的 轴 次 nn 为 2,3,4,6 共 4 种 。 
让 所 依 借 的 几何 直线 平行 于 晶体 点 阵 中 的 某 
一 周期 1 方向 , 如 图 2-1-2 所 示 。 这 里 旋转 操作 CS 
的 基 转 角 a 为 120", 相 应 轴 次 n 为 3, 在 无 限 对 称 
图 形 中 ,选择 任意 位 置 1 为 初始 位 置 的 独立 部 分 ， 
以 几何 直线 为 轴 , 绕 轴 旋 转 120" 到 达 位 置 2, 位 置 到 
2 上 并 无 对 称 等 效 部 分 ,必须 继续 从 位 置 2 沿 着 旋 
转轴 方向 平移 1/3 周期 (1/3) 之 后 到 达 位 置 3, 在 
位 置 3 上 才能 找到 与 之 重合 的 对 称 等 效 部 分 ; 同 
样 ,从 位 置 3 经 绕 轴 旋 转 到 位 置 4, 再 沿 轴 平 移 1/3 
到 达 位 置 5 与 另 一 对 称 等 效 部 分 重合 ;再 从 位 置 5 (, 
绕 轴 旋转 120" 到 达 位 置 6, 经 沿 轴 平 移 操作 到 达 位 
置 7, 再 次 与 另 一 对 称 等 效 部 分 重合 。 如 此 连续 复 | 
合 操作 直至 无 穷 。 如 果 将 此 无 限 对称 图 形 中 ,无 1 
穷 多 个 对 称 等 效 部 分 1,3,5,7,…… 等 按 次 序 给 予 ”| 2 
“连接 ”( 如 图 2. 1. 2 所 示 ) ,不 难看 出 ,这 一 连接 线 
是 一 条 绕 着 旋转 轴 ( 复 合 操作 所 凭借 的 几何 直线 ) | 
的 螺纹 。 这 种 旋转 轴 称 为 螺旋 对 称 轴 , 简称 螺旋 
轴 。 不 难 推 想 , 轴 次 为 ”的 螺旋 轴 每 次 沿 轴 平 移 图 2-1-2 具有 沿 轴 平 移 操作 与 
操作 的 平移 量 可 以 为 mt/n, 其 中 7 是 轴 次 ,而 x 绕 轴 旋 转 操作 复合 的 对 称 
为 正 整 数 ,而 且 mn。 当 m=n 时 ,旋转 轴 就 是 普 轴 一 一 螺旋 对 称 轴 
通 的 n 次 旋转 对 称 轴 。 由 此 可 以 推 知 轴 次 为 的 螺旋 轴 将 可 能 存在 多 种 。 例 如 轴 
次 为 3 的 螺旋 轴 沿 轴 平 移 操作 的 平移 量 将 可 以 是 z/3 和 2t/3 两 种 。 这 两 种 三 次 螺 
旋 轴 的 国际 符号 分 别 标记 为 3 和 3* 。 其 他 轴 次 的 螺旋 轴 , 其 国际 符 导 可 以 从 加 
中 推导 出 来 。 
晶体 学 习惯 沿用 右手 坐标 系 ,螺旋 对 称 轴 亦 采用 右手 螺纹 规则 ,具体 操作 办 法 
是 :将 右手 拇指 伸 直 , 表 示 螺 旋 轴 的 平移 操作 的 方向 ,其 余 四 指 合 拢 弯曲 表示 螺旋 
轴 的 绕 轴 旋转 操作 的 方向 。 


2.1.3 非 初 基 平移 


晶体 的 空间 点 阵 是 物质 点 在 晶体 内 部 结构 中 三 维 周期 排列 和 其 他 平移 特征 的 
几何 抽象 。 唱 体 点 阵 必然 具有 与 晶体 内 部 结构 完全 一 样 的 周期 参数 。 唱 体 点 阵 可 
分 割 成 无 限 多 等 同 的 平行 六 面体 一 一 单位 格子 。 单 位 格子 是 晶体 点 阵 的 最 小 单 
元 , 它 的 特征 代表 着 整个 点 阵 的 特征 。 通 常 分 割 单位 格子 时 总 是 以 阵 点 作为 平行 
六 面体 的 顶点 。 
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晶体 学 中 将 晶体 点 阵 分 割 为 单位 格子 时 ,必须 遵循 一 定 的 规则 ,有 关 分 割 单位 
格子 的 规则 在 以 后 有 关 布 拉 维 格子 的 章节 中 将 会 给 予 详细 叙述 。 已 经 明确 知道 ， 
从 各 种 晶体 点 阵 分 割 出 来 的 单位 格子 可 分 为 两 大 类 。 

1. 第 一 类 单位 格子 ”除了 单位 格子 平行 六 面体 的 8 个 项 角 上 具有 阵 点 外 ， 
单位 格子 内 再 没有 其 他 任何 附加 阵 点 ,这 一 类 称 为 “ 初 基 格 子 ” 或 “简单 格子 ”。 初 
基 格 子 虽 然 占有 8 个 位 于 顶 角 的 阵 点 ,而 每 个 项 角 的 阵 点 却 属于 相 邻 8 个 单位 格 
子 所 共有 ,所 以 初 基 格 子 内 所 包含 的 内 容 只 是 1 个 阵 点 。 初 基 格子 中 8 个 顶 角 阵 
点 之 间 的 关系 可 以 用 点 阵 的 3 个 基本 的 周期 平移 t,t,t 来 表达 。 将 坐标 系 原点 
选 在 格子 中 的 1 个 顶 角 阵 点 上 ,坐标 系 的 3 个 坐标 轴 与 格子 中 3 个 不 相 平 行 的 边 
相 重 合 , 与 3 个 坐标 轴 方 向 一 致 的 3 个 基本 周期 平移 矢量 ty,b 和 上 表达 了 初 基 格 
子 内 阵 点 之 间 的 平移 关系 (请 参阅 2. 1. 1 节 周 期 平移 ) 。 

2. 第 二 类 单位 格子 除 初 基 格 子 的 8 个 顶 角 阵 点 外 ,格子 内 还 具有 附加 阵 
点 ,这 一 类 单位 格子 称 为 “ 非 初 基 格 子 ” 或 “ 复 格子 ”。 

非 初 基 格 子 中 的 附加 阵 点 称 为 非 初 基 阵 点 。 已 经 确 知 ,各 种 复 格子 中 的 非 初 
基 阵 点 是 处 于 单位 格子 平行 六 面体 的 面 中心 或 者 处 于 平行 六 面体 的 体 中 心 上 。 平 
行 六 面体 中 一 对 相互 平行 的 平面 的 面 中 心 位 置 具 有 附加 阵 点 的 , 称 为 “侧面 心 格 
子 ”。 平 行 六 面体 中 全 部 6 个 平面 的 面 中 心 位 置 上 均 有 附加 阵 点 的 , 称 为 “全 面 心 
格子 "或 简称 “ 面 心 格 子 ”。 平 行 六 面体 中 在 体 中 心 位 置 上 具有 附加 阵 点 的 , 称 为 
“ 体 心 格子 ”。 显 然 , 由 侧面 心 格子 堆积 的 晶体 点 阵 就 称 为 “侧面 心 点 阵 ”, 由 全 面 心 
格子 堆积 的 点 阵 称 为 “全 面 心 点 阵 ”, 由 体 心 格子 堆积 的 点 阵 称 为 “ 体 心 点 阵 ”。 它 
们 统称 为 " 非 初 基点 阵 ”。 

对 非 初 基 格 子 的 坐标 系 的 确定 如 同 初 基 格 子 一 样 , 让 坐标 系 原点 落 在 单位 格 
子平 行 六 面体 的 一 个 顶 角 阵 点 上 ,坐标 轴 与 3 条 棱 边 重合 。 与 3 个 坐标 轴 方 向 一 
致 的 3 个 基本 周期 平移 矢量 t,b 和 上 表达 单位 格子 中 各 个 初 基 阵 点 (位 于 平行 六 
面体 8 个 项 角 的 阵 点 ) 之 间 周 期 平移 关系 。 那 么 各 种 附加 的 非 初 基 阵 点 之 间 以 及 
它们 与 初 基 阵 点 之 间 的 平移 关系 仍然 以 式 (2. 1. 1) 表 达 。 

Rp = mbt nt pt (2. 1.1) 
这 里 ,系数 m,n,p 分 别 为 0 或 土 /2。 此 时 Rw 就 表达 了 非 初 基 阵 点 的 非 初 基 平 移 。 
当 m,n,p 3 个 系数 中 1 个 为 0, 其 余 两 个 为 1/2, 那 么 ,Rw 就 表达 了 初 基 阵 点 与 侧面 心 
阵 点 之 间 的 非 初 基 平 移 。 当 3 个 系数 均 为 /2,Rwo 就 表达 了 体 心 格子 中 初 基 阵 点 与 体 
心 阵 点 之 间 的 非 初 基 平移 。 很 显然 ,如 果 令 m,n,p 为 0 或 整数 , 式 (2.1.1) 的 Rs 就 回 
到 2. 1. 工 节 中 所 讨论 的 周期 平移 。 它 表达 了 初 基 阵 点 之 间 的 平移 关系 。 

既然 晶体 点 阵 是 晶体 内 部 结构 中 物质 点 之 间 平 移 的 几何 抽象 ,那么 就 不 难 理 
解 ,晶体 点 阵 中 的 非 初 基 平 移 正 是 表达 了 晶体 内 部 结构 中 物质 点 的 排 布 存在 着 相 
应 的 非 初 基 平 移 关 系 。 同 一 道理 ,单位 格子 中 的 非 初 基 阵 点 正好 表示 着 相应 的 单 
位 晶 胞 内 物质 点 的 排 布 也 存在 着 这 种 非 初 基 平移 的 等 效 关系 。 
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第 二 章 ”微观 空间 对 称 元 素 


2.2.1 微观 空间 对 称 元 素 的 特点 
2. 2.1. 1 微观 空间 对 称 元 素 在 晶体 内 部 结构 中 呈 三 维 空间 排 布 


几何 晶体 学 的 任务 在 于 研究 晶体 的 宏观 几何 形 貌 ,研究 由 晶 面 . 晶 棱 、 隅 角 等 
所 封闭 组 成 的 有 限 空间 多 面体 。 物 质点 在 这 一 有 限 空间 中 被 看 作 是 连续 .均匀 分 
布 的 介质 。 宏 观 的 几何 晶体 学 对 称 原理 所 阐述 的 是 这 些 晶 面 . 唱 棱 、 隅 角 等 在 空间 
的 相互 关系 ,内 而 对 称 操 作 所 依仗 的 几何 要 素 点 ` 线 ` 面 (对 称 元 素 ) 都 必然 通过 品 
体 并 相交 于 晶体 的 重心 。 

晶体 内 部 结构 中 物质 点 在 三 维 空间 呈 不 连续 .周期 的 排 布 ,晶体 结构 分 析 任 务 
在 于 研究 物质 点 (原子 .离子 .分子 等 ) 在 晶体 内 部 的 空间 排 布 关系 , 即 “三维 空间 结 
构 ”。 微 观 空 间 对 称 原理 所 阐述 的 是 这 些 物质 点 在 空间 排 布 中 相互 对 称 等 效 的 规 
律 。 物 质点 的 不 连续 的 排 布 决定 了 对 称 元 素 在 晶体 内 部 的 三 维 空间 排 布 , 它 们 并 
不 相交 在 一 起 。 就 以 晶体 内 部 结构 中 一 个 最 小 单位 一 -单位 晶 胞 来 说 , 对称 元 素 
在 卓 胞 中 也 是 三 维 排 布 的 ,它们 并 不 相交 于 一 点 。 从 根本 上 说 ,这 是 因为 整个 对 称 
图 形 ( 唱 体内 部 结构 ?中 各 个 对 称 等 效 部 分 (物质 点 ) 是 不 连续 的 ` 间 断 的 三 维 排 布 。 
单位 晶 胞 内 的 情形 也 是 如 此 。 


2.2.1.2 微观 空间 对 称 元 素 在 晶体 内 部 结构 中 的 排 布 具有 周期 性 


物质 点 在 晶体 内 部 结构 中 的 排 布 具有 严谨 的 三 维 周期 性 ,不 难 理解 ,表述 这 些 
共有 三 维 周期 性 的 物质 点 之 间 对 称 等 效 关系 的 对 称 元 素 亦 必 然 具有 三 维 周期 性 排 
布 的 特点 。 从 另 一 角度 来 看 ,晶体 内 部 结构 是 无 穷 多 个 单位 晶 胞 三 维 周期 密 堆 积 ， 
那么 排 布 于 卓 胞 内 的 对 称 元 素 当 然 也 随 着 三 维 周期 的 晶 胞 堆积 呈现 出 在 晶体 内 部 
结构 中 的 周期 排 布 特性 。 


2.2.1.3 微观 空间 对 称 元 素 在 晶体 内 部 结构 中 具有 无 限 延 伸 的 特性 


晶体 内 部 结构 被 看 作 是 由 物质 点 规律 地 排 布 的 一 个 无 限 空间 (严格 地 说 它 是 
一 个 有 限 空间 ,而 且 是 一 个 可 以 量度 的 有 限 空 间 ) ,表达 这 些 物质 点 之 间 对 称 等 效 
关系 的 任何 一 个 对 称 元 素 都 具有 在 这 空间 中 无 限 延伸 的 性 质 , 它 贯 穿 于 整个 空间 。 
在 这 个 无 限 的 微观 空间 中 ,任何 一 个 对 称 元 素 的 对 称 操 作 ,都 可 以 让 空间 中 所 有 无 
限 物质 点 中 任何 一 物质 点 作为 初始 点 实施 对 称 操作 ,使 之 与 相应 的 对 称 等 效 物 质 
点 相 重 合 , 而 且 可 以 连续 操作 直到 无 限 。 换 句 话 说 ,任何 一 个 对 称 元 素 的 对 称 性 在 
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整个 晶体 内 部 微观 空间 中 都 可 上 毫 无 例外 地 得 到 满足 , 它 的 对 称 操作 适用 于 所 有 物 

当然 ,就 像 唱 体 结构 分 析 的 任务 那样 ,只 要 把 一 个 晶 胞 内 的 结构 研究 清楚 就 可 
以 了 ,因为 单位 唱 胞 是 唱 体 内 部 结构 的 最 小 组 成 单元 。 所 以 ,晶体 内 部 结构 的 对 称 
性 当然 也 可 以 一 个 单位 晶 胞 内 的 对 称 性 作 代 表 给 予 表达 ,整个 内 部 结构 的 对 称 性 
只 是 这 一 个 单位 唱 胞 中 的 对 称 元 素 沿 三 维 周期 的 无 限 重复 ,以 及 每 个 对 称 元 素 的 
无 限 延 伸 。 事 实 上 我 们 在 以 后 章节 中 的 有 关 论述 ,以 及 在 晶体 结构 分 析 的 实践 中 
都 是 以 一 个 单位 晶 胞 作为 对 象 ,而 不 是 整个 无 限 的 微观 空间 。 只 有 在 必要 时 ,从 一 
个 晶 胞 扩展 到 相 邻 的 晶 胞 。 正 因 如 此 , 当 我 们 已 习惯 于 研究 一 个 单位 唱 胞 的 对 称 
性 和 它 的 结构 之 后 ,也 必须 认识 到 这 一 个 孤立 的 单位 晶 胞 在 整个 晶体 内 部 结构 中 
所 处 的 地 位 和 所 起 的 作用 。 


2.2.1.4 平移 对 称 操作 使 微观 空间 对 称 元 素 更 加 丰富 多 采 


在 2. 1. 2 节 中 已 详细 讨论 了 平移 对 称 操作 (简称 平移 操作 ) 。 微 观 空间 对 称 元 
素 的 性 质 将 由 5 种 对 称 操 作 以 及 它们 的 复合 操作 所 决定 。 它 们 是 (图 形 ) 自身 对 称 
操作 、( 图 形 ) 反 伸 对 称 操作 、( 图 形 ) 反 映 对 称 操作 、( 图 形 ) 绕 轴 旋 转 对 称 操作 、( 图 
形 ) 平 移 对 称 操作 。 前 4 种 对 称 操作 在 宏观 空间 一 一 几何 晶体 学 中 已 为 读者 所 熟 
悉 , 具 有 这 4 种 对 称 操作 及 其 复合 操作 的 对 称 元 素 共 10 种 ,其 国际 符号 标记 为 1， 
1,ma,2,3,3,4,4,6,6。 既 然 微 观 空 间 对 称 中 包含 着 这 4 种 对 称 操作 ,这 10 种 对 称 
元 素 自 然 属 于 微观 空间 对 称 元 素 的 一 部 分 。 

由 于 平移 对 称 操 作 的 出 现 ,微观 空间 对 称 元 素 的 种 类 和 性 质 增添 了 许多 姿 采 。 
正如 2. 1.2 节 中 所 指出 ,平移 对 称 操 作 本 身 以 及 它 与 自身 对 称 操作 或 它 与 反 伸 对 
称 操 作 的 复合 都 没有 什么 实际 意义 ,并 不 引起 新 的 对 称 元 素 。 而 平移 对 称 操作 与 
反映 对 称 操作 的 复合 将 导出 各 种 滑 移 对 称 面 ,以 国际 符号 标记 可 列 为 a,b,c,n,d 
共 5 种 。 平 移 对 称 操作 与 绕 轴 旋转 对 称 操 作 的 复合 将 产生 各 种 轴 次 的 具有 各 种 不 
同 平移 量 的 螺旋 对 称 轴 , 它们 以 国际 符号 标记 为 21 ,31 ,3: ,4 ,4 ,43 ,61 ,6; ,63 ,64， 
6s 共 11 种 。 这 些 新 型 的 微观 空间 对 称 元 素 、11 种 螺旋 对 称 轴 和 5 种 滑 移 对 称 面 
的 性 质 将 在 下 面 的 章节 中 给 予 详 细 讨论 。 

现在 我 们 可 以 肯定 ,具有 5 种 对 称 操作 及 其 复合 操作 的 微观 空间 对 称 元 素 共 
有 26 种 ,归纳 列 于 下 面 : 

l,l1,m,a,b,c nd,2,21,3,3,31,32,4,4,41 ,4 ,43 ,6,5,6 ,6，，,6,，6， ,6， 

存在 于 晶体 内 部 结构 中 的 对 称 性 是 微观 对 称 元 素 的 组 合 。 上 述 26 种 微观 对 
称 元 素 , 以 及 初 基 平移 , 非 初 基 平移 的 共同 组 合 称 为 空间 对 称 群 (类 型 ) ,简称 空间 
群 。 唱 体内 部 结构 中 可 能 存在 的 空间 对 称 类 型 共 230 种 ,通常 称 为 230 种 空间 群 。 
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2.2.2 滑 移 对 称 面 


滑 移 对 称 面 是 具有 反映 操作 和 平移 操作 复合 的 一 种 几何 平面 ,复合 操作 的 施 
行 可 以 反映 操作 在 前 ,平移 操作 在 后 ,也 可 平移 操作 在 前 ,反映 操作 在 后 ,其 结果 完 
全 相同 。 

晶体 学 中 对 称 面 总 是 与 晶体 点 阵 中 某 一 主要 阵 点 平面 相 平行 或 重合 。 平 移 对 
称 操作 总 是 以 阵 点 平面 上 阵 点 之 间 的 基本 周期 作为 方向 施行 的 。 如 果 滑 移 对 称 面 
复合 操作 中 的 平移 操作 是 沿 着 晶体 学 a 轴 周 期 方向 施行 的 , 称 之 为 4 滑 移 面 , 同 
理 , 沿 6 轴 周期 方向 的 为 6 滑 移 面 , 沿 轴 周 期 方向 为 < 滑 移 面 。 这 里 必须 指出 , 滑 
移 面 的 性 质 仅仅 指出 了 平移 操作 沿 着 此 几何 平面 相 平行 (或 重合 ) 的 阵 点 平面 上 特 
定 周期 方向 和 它 的 平移 量 。 在 某 些 情况 下 (例如 在 中 级 唱 系 和 高 级 晶 系 中 ) 一 些 滑 
移 面 并 不 与 曲轴 平面 相 平 行 ,而 这 些 滑 移 面 的 性 质 并 无 改变 , 它 所 具有 的 平移 对 称 
操作 性 质 指出 了 等 效 对 称 点 的 平移 方向 是 沿 着 与 对 称 面 平行 的 阵 点 的 基本 周期 ， 
一 般 来 说 是 一 个 基本 周期 或 对 角 线 周期 。 

如 果 滑 移 对 称 面 的 复合 操作 中 ,平移 操作 是 沿 着 与 此 几何 平面 相 平行 的 两 个 
周期 (通常 就 是 指 水 平方 向 周期 和 垂直 方向 周期 ) 的 对 角 线 方向 周期 施行 的 ,这 就 
是 ” 滑 移 面 和 < 滑 移 面 。 

a 滑 移 面 心 滑 移 面 . 滑 移 面 和 滑 移 面 所 具有 的 平移 操作 ,其 平移 量 是 所 指 
定 方向 周期 的 一 半 ( 即 半 周 期 /2),d 滑 移 面 的 平移 量 为 1/4 周期 ( 即 1/4)。 


2.2.2.1 单位 晶 胞 的 投影 及 其 符号 表示 


与 国际 上 晶体 学 习惯 表示 方法 一 样 ,我 们 在 讨论 三 维 空间 微观 对 称 时 是 采用 
垂直 投影 方法 ,即将 单位 唱 胞 平行 六 面体 沿 着 某 一 晶体 学 轴 垂 直 投影 于 纸 面 上 。 
此 时 单位 唱 胞 平行 六 面体 将 被 投影 成 平行 四 边 形 的 二 维 图 形 ,坐标 系 XYZ 中 的 
两 个 轴 分 别 与 四 边 形 的 两 边 重合 ,表达 两 个 周期 方向 。 坐 标 系 原点 自然 应 与 晶 胞 
原点 (四 边 形 的 1 个 项 角 ) 相 重合 。 投 影 轴 正 方向 是 从 纸 面 上 的 坐标 系 原点 处 朝向 
纸 面 上 方 。 平 行 四 边 形 中 两 平行 边 之 间距 离 表 示 着 1 个 周期 。 投 影 图 上 的 数字 符 
号 表示 被 投影 的 等 效 点 或 对 称 元 素 对 应 于 投影 轴 的 截 距 ( 高 度 ) 。 由 于 我 们 通常 是 
采用 分 数 坐 标 , 即 以 周期 作为 单位 ,所 以 在 投影 图 上 所 标 出 的 投影 轴 截 上 距 也 是 以 分 
数 坐标 表示 。 如 果 没 有 标 出 投影 高 度 的 ,应 视 为 零 高 度 即 处 于 投影 面 ( 纸 面 ) 上 。 


例如 某 一 等 效 点 标明 “元 十 “表示 此 等 效 点 在 投影 坐标 轴 上 的 坐标 值 是 投影 坐标 


轴 的 半 周期 加 坐标 变量 ;“ 子 一 ”表示 投影 轴 的 四 分 之 一 周期 减 去 坐标 变量 ;“ 十 ”或 


“一 "是 表示 某 等 效 点 的 投影 轴 坐 标 为 正 变量 或 负 变 量 , 等 等 。 
» 9093. 


此 外 ,投影 图 上 的 等 效 点 均 以 小 圆圈 “ 〇 ”表示 。 当 遇 到 两 个 等 效 点 被 投影 在 
同一 位 置 时 , 则 以 两 个 半圆 表示 ,其 中 一 个 半圆 附加 小 点 “中 ”。 


2.2.2.2 各 种 滑 移 对 称 面 的 符号 表达 


1. 滑 移 面 垂直 于 投影 面 ( 纸 面 ) 

(1) 具 单一 周期 方向 平移 操作 的 a,6,c 滑 移 面 垂 直 于 投影 面 。 由 于 沿 滑 移 面 
的 平移 操作 可 以 有 两 个 不 同 周期 方向 ,一 个 方向 是 处 于 投影 面 的 水 平方 向 且 平 行 
于 滑 移 面 , 另 一 个 方向 是 垂直 于 投影 面 方向 且 平 行 于 滑 移 面 , 所 以 有 两 种 表达 
符号 。 

以 长 的 断 线 “ 一 一 一 一 "表示 a,b,c 滑 移 面 在 投影 面 上 的 垂直 投影 ,其 平移 
操作 沿 断 线 方向 施行 , 即 沿 着 处 于 投影 面 ( 纸 面 ) 的 水 平方 向 且 平 行 于 滑 移 面 的 周 
期 方向 。 平移 量 为 1/2 周期 。 

以 点 线 “。。。，，。， ”表示 a,b,c 滑 移 面 在 投影 面 上 的 垂直 投影 ,但 其 平移 操 
作 的 方向 却 是 沿 垂直 于 投影 面 ( 纸 面 ) 生 平行 于 滑 移 面 的 周期 方向 。 平 移 量 为 1/2 
周期 。 

2) 垂直 投影 于 投影 面 ( 纸 面 ) 的 二 滑 移 面 以 点 线 相隔 “一 .一 … 一 “表示 。7 
滑 移 面 的 平移 操作 是 沿 着 两 个 平行 于 滑 移 面 的 周期 方向 施行 的 , 即 沿 着 水 平方 向 
的 周期 和 垂直 方向 的 周期 同时 施行 ,平移 量 均 为 1/2 周期 。 换 言 之 ,平移 操作 是 沿 
着 这 两 个 周期 的 对 角 线 方向 的 周期 上 给 予 平 移 量 为 1/2 周期 的 操作 。 

(3) 垂 直 于 投影 面 的 a 滑 移 面 以 点 和 箭头 相隔 "一 "一 "一 ”和 "< 
表示 两 种 不 同 的 滑 移 方向 。d 滑 移 面 平 移 操 作 所 施行 的 平移 方向 与 ” 滑 移 面 类 
同 ,都 是 两 个 周期 的 对 角 线 方向 ,只 是 其 平移 量 为 1/4 周期 。 显 然 ,d 滑 移 面 是 具 
有 方向 性 的 , 它 在 2. 2. 2.4 节 及 2. 6.3 节 中 给 予 讨论 。 

2. 滑 移 面 平 行 于 投影 面 ( 纸 面 ) 

(1) 对 于 a.b\c 滑 移 面 以 下 图 表示 。 其 箭头 方向 表达 着 此 滑 移 面 平移 操作 所 
施行 的 方向 , 它 应 平行 于 草 胞 投影 中 的 1 个 周期 方向 。 


请 | 


(2) 对 于 nn 滑 移 面 ,以 下 图 表示 。 符 号 中 的 分 角 线 表达 着 此 滑 移 面 平 移 操作 所 
施行 的 方向 , 它 表示 所 施行 的 平移 是 沿 对 角 线 周期 。 


J- 


(3) 对 于 a 滑 移 面 , 以 下 图 表示 。 其 箭头 方向 表示 4 滑 移 面 平移 操作 施行 方 
癌 , 它 与 2 请 移 面 一样 , 是 沿 着 对 角 线 周期 的 。 但 平移 量 不 同 于 二 滑 移 面 ,这 里 只 
是 1/4 周期 。d 滑 移 面具 有 方向 性 ,所 以 用 两 种 符号 表示 两 种 不 同方 向 所 施行 的 
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平移 操作 。 


二 ~ 


滑 移 面 平行 于 投影 面 时 ,它们 的 符号 标 在 单 胞 投影 图 的 左上 方 。 滑 移 面 在 投 
影 轴 上 的 坐标 高 度 写 在 符号 的 左上 角 ( 不 标记 坐标 高 度 者 ,表示 滑 移 面 的 坐标 高 度 
为 0 或 1/2 周期 )。 


2.2.2.3 滑 移 对 称 面 例 举 


为 了 让 读者 熟悉 滑 移 对 称 面 的 性 质 及 其 在 单位 唱 胞 投影 图 中 的 符号 表达 , 下 
面 我 们 以 6,n 及 d 滑 移 面 作 例 子 ,分 别 进行 讨论 。 在 讨论 的 例子 中 , 既 给 出 单位 蝇 
胞 的 投影 图 ,图 中 标 出 对 称 元 素 和 一 般 位 置 等 效 点 系 ,同时 也 以 对 称 元 素 及 其 坐标 
位 置 推导 其 一 般 位 置 等 效 点 系 坐 标 。 对 称 元 素 符号 后 面 的 圆 括 弧 是 给 定 的 对 称 元 
素 坐 标 。 一 般 位 置 等 效 点 系 的 推导 (无 论 在 投影 图 上 或 坐标 推导 ) 总 是 以 处 于 一 般 
位 置 的 任意 点 x,y,z 作为 初始 点 。 

1. 与 晶体 学 轴 ab 平面 重合 的 0 滑 移 面 b(zy0) ”具有 滑 移 面 5Czy0) 的 晶 
胞 ,由 于 投影 轴 的 不 同 , 其 投影 图 也 不 相同 。 图 2-2-1 同时 给 出 此 唱 胞 沿 c 轴 \、6 
轴 及 a 轴 的 投影 示意 图 ,而且 将 一 般 位 置 等 效 点 系 也 标 在 图 上 。 


去 
,0 
O 
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图 2-2-1 上 共有 28Czy0) 滑 移 面 的 唱 胞 沿 Z 轴 (al) 了 轴 (b) 及 X 轴 (c) 
投影 的 示意 图 , 它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 
bry0) 


2 pd 


EA EA 
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从 图 2-2-1 可 以 清楚 地 知道 同一 个 具有 6(Czy0) 滑 移 面 的 晶 胞 ,由 于 投影 方向 
不 同 ,其 图 形 及 符号 也 不 相同 ,一 般 位 置 等 效 点 系 的 投影 排 布 也 不 一 样 。 其 实 ,图 
2-2-1 所 示 的 3 个 图 形 都 是 同一 个 晶 胞 ,只 是 投影 轴 不 同 而 已 。 

其 他 单 周期 方向 施行 平移 操作 的 a 滑 移 面 及 c 滑 移 面 ,其 单 胞 投影 亦 与 
图 2-2-1 相 似 ,只 是 坐标 轴 取 向 有 所 差别 。 

2. 垂直 于 X 轴 且 截 距 为 a 的 n 滑 移 面 n(ayz) 在 几何 晶体 学 中 已 经 讨论 
过 ,垂直 于 X 轴 的 对 称 面 ,必然 与 YZ 阵 点 平面 平行 (或 重合 )。 

2-2-2 给 出 了 3 个 不 同 投影 方向 的 示意 图 ,可 以 看 到 滑 移 面具 有 双 周 期 
方向 ( 即 周期 对 角 线 ) 平 移 操 作 的 性 质 ,平移 量 为 对 角 线 周期 的 半 周 期 。 
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图 2-2-2 具有 与 X 轴 垂直 且 截 距 为 a 的 滑 移 面 n(ayz) 的 晶 胞 沿 Z 轴 (a).Y 轴 
(b) 及 XX 轴 (c) 投 影 的 示意 图 , 它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 


《ayz) 
ze2a 一 1/2 十 加 1/2 十 > 


3. 重 直 于 Y 轴 且 通 过 原点 的 d 滑 移 面 d (x0z) 在 直角 坐标 系 中 ,垂直 于 YY 
轴 的 对 称 面 必然 与 XZ 阵 点 平面 相 平行 ,图 2-2-3 为 沿 不 同 轴 向 的 投影 图 。 
2.2.2.4 4d 滑 移 面 的 一 些 特点 

d 滑 移 面 是 一 种 很 特殊 的 滑 移 面 ,在 以 后 的 第 六 章 “ 微 观 空 间 对 称 元 素 与 非 初 
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图 2-2-3 具有 滑 移 面 dCzoz) 的 唱 胞 沿 2Z 轴 (Ca)、 了 轴 (b) 及 X 轴 (c) 投 影 的 示意 图 ， 
它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 z，y,z;1/4 十 X,5,1/4 十 z;1/2 十 ,ys1/2 十 z;3/4 十 XY,3/4 十 之 


基 平 移 组 合 ”中 将 进一步 讨论 ,这 里 只 简单 列举 它 的 一 些 主要 特点 。 

(1) 虽 然 n 滑 移 面 与 4 滑 移 面 的 平移 操作 都 是 双 周 期 方向 , 即 与 滑 移 面 平行 的 
两 个 周期 方向 同时 施行 平移 操作 , 亦 即 沿 两 个 周期 的 对 角 线 周期 方向 施行 平移 操 
作 。 由 于 nn 滑 移 面 沿 对 角 线 周期 方向 所 施行 的 平移 操作 的 平移 量 为 1/2 周期 ， 
而 在 平面 方向 上 不 呈现 方向 性 ,如 图 2-2-2 所 示 。 而 4 滑 移 面 沿 对 角 线 周期 方向 
所 施行 的 平移 量 却 是 1/4 周期 ,这 样 的 结果 使 等 效 点 的 排 布 在 滑 移 面 的 平面 方向 
上 是 现 方向 性 。 图 2-2-4 所 示 的 两 个 示意 图 是 在 投影 面 ( 纸 面 ) 上 两 个 不 同 平移 方 
向 的 a 清 移 面 。 很 明显 ,由 于 4 滑 移 面 的 “方向 ”不 等 效 点 的 排 布 也 显然 不 一 样 。 

(2)d 滑 移 面 的 对 称 操作 使 它 在 平移 操作 方向 上 的 一 个 周期 重复 中 有 4 个 对 
称 等 效 点 。 包 括 n 滑 移 面 在 内 ,其 他 滑 移 面 的 对 称 操作 使 它们 在 重复 的 周期 内 只 
具有 2 个 对 称 等 效 点 。 

(3)d 滑 移 面 不 能 单独 一 个 存在 。 在 微观 空间 对 称 中 , 如果 存 在 4 滑 移 面 ,就 
必然 两 对 a 滑 移 面 同时 出 现 。 两 对 4 滑 移 面 之 间 相 互 垂直 相交 ,而 且 每 一 对 中 的 
两 个 相互 平行 的 d 滑 移 面 具有 相反 的 平移 操作 方向 ,它们 之 间 平 行 相隔 1/4 周期 。 
如 图 2-2-5 所 示 。 
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图 2-2-4 4d 滑 移 面 具有 方向 性 
(a) 及 (b) 示 意 不 同 平移 方向 的 4 滑 移 面 
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图 2-2-5 沿 对 称 面 投影 时 ,4 滑 移 面 的 
平移 操作 方向 性 示意 图 


(4)4d 滑 移 面 只 能 出 现在 非 初 基 空 间 对 称 群 中 ,更 确切 地 说 , 它 只 能 存在 于 面 
心 (下 格子 空间 群 或 其 他 某 些 非 初 基 格 子 空间 群 中 具有 面 心 格 子 性 质 的 取向 上 
[如 四 方 晶 系 体 心 格子 的 (xzz) 平 面 上 j, 在 2. 6. 3 节 中 作 进 一 步 讨论 。 


2.2.3 螺旋 对 称 轴 


螺旋 对 称 操作 是 绕 轴 旋转 操作 与 平移 操作 的 复合 。 施 行 这 一 复合 操作 所 凭借 
的 几何 直线 , 换 句 话说 ,具有 这 种 复合 操作 性 质 的 几何 直线 , 称 为 螺旋 对 称 轴 ,简称 
螺旋 轴 。 
几何 晶体 学 中 已 证 明 ,在 晶体 中 对 称 轴 的 轴 次 二 只 能 是 2,3,4,6 共 4 种 ,其 基 
转角 a 相应 地 为 180 ,120 ,90 和 60 。 其 他 轴 次 和 基 转 角 的 对 称 轴 不 可 能 存在 于 
晶体 学 中 。 
每 一 种 螺旋 轴 的 性 质 是 由 它 的 轴 次 n( 而 a 二 360”/n) 和 沿 轴 平 移 基本 矢量 R 
来 决定 的 。 如 果 沿 轴 方 向 的 点 阵 周 期 是 以 基本 周期 矢量 + 表示 ,那么 各 种 螺旋 轴 
。98 。 


的 沿 轴 基 本 平移 矢量 可 以 表示 为 R 一 mt/n, 其 中 为 轴 次 ,m 是 正 整数 ,而 且 mm 必 
须 小 于 nn《 即 m 二 nn) ,很 明显 ,如 果 mr 二 x, 那么 沿 轴 平 移 操作 的 平移 基本 矢量 将 是 
周期 平移 ,螺旋 对 称 轴 将 变 成 旋转 对 称 轴 了 。 国 际 符号 是 以 zx 来 表示 每 种 螺旋 轴 
的 性 质 的 ,这 里 轴 次 n 确定 了 旋转 基 角 a ,而 m 又 确定 了 沿 轴 平移 基本 矢量 R。 例 
如 螺旋 轴 61 ,这 一 国际 符号 中 轴 次 为 6, 其 旋转 基 角 ax 一 360 /6 ,符号 的 下 标 m 二 1， 
那么 沿 轴 平 移 基 本 矢量 R 一 t6。 不 言 而 喻 ,螺旋 轴 6 所 具有 的 对 称 操 作 是 每 次 
绕 轴 旋转 60 同时 沿 轴 平 移 1/6 周期 。 

这 里 需要 再 次 强调 指出 ,在 晶体 学 中 各 种 螺旋 对 称 轴 的 旋转 前 进 方向 均 应 遵 
守 右 手 螺旋 定 则 。 读 者 将 来 会 注意 到 螺旋 轴 6; 是 等 同 于 左手 螺旋 的 61 ,如 此 

下 面 我 们 对 每 种 螺旋 轴 分 别 给 以 描述 。 每 一 螺旋 轴 的 示意 图 上 都 给 出 国际 符 
号 .图形 的 国际 习惯 表示 、 基 转角 c 和 沿 轴 平移 基本 矢量 R。 

1. 二 次 螺旋 轴 示 于 图 2-2-6。 
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图 2-2-6 二 次 螺旋 轴 示 意图 


2. 三 次 螺旋 轴 共有 两 种 , 即 31 及 3: ,分 别 示意 于 图 2-2-7。 

3. 四 次 螺旋 轴 共有 3 种 , 即 4 ,4 及 4: ,分 别 示 于 图 2-2-8。 值 得 讨论 的 
是 ,四 次 轴 是 偶 次 轴 , 而 41 及 4; 螺旋 轴 使 等 效 点 的 排 布 失去 了 二 次 旋转 轴 的 性 
质 ,但 却 包 含 着 二 次 螺旋 轴 。 只 有 4 螺旋 轴 仍 然 保留 着 二 次 旋转 轴 的 性 质 。 

4. 六 次 螺旋 轴 共有 5 种 :61,6;,6,64,6s ,分 别 示意 于 图 2-2-9。 对 六 次 
螺旋 轴 值 得 讨论 的 是 ,六 次 旋转 轴 包 含 三 次 轴 的 性 质 , 同 时 又 是 偶 次 轴 。 而 六 次 螺 
旋 轴 中 ,61 及 65 螺旋 轴 使 等 效 点 的 排 布 完全 失去 了 三 次 旋转 轴 和 二 次 旋转 轴 的 特 
性 ,但 是 它们 却 都 包含 着 二 次 螺旋 轴 2 和 分 别 具 有 三 次 螺旋 轴 31 和 3; 的 性 质 。 
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图 2-2-7 三 次 螺旋 轴 31! 和 3s 示意 图 
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图 2-2-8 四 次 螺旋 轴 4 ,4 及 43 示意 图 
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网 2-2-9 六 次 螺旋 轴 示 意图 


6: 及 64 螺旋 轴 虽 然 失 去 了 三 次 旋转 轴 的 性 质 , 但 却 保 留 着 二 次 旋转 轴 而 且 分 别 包 
含 着 32 及 31 螺旋 轴 性 质 (请 注意 :6: 螺旋 轴 包 含 着 3: 螺旋 轴 , 而 64 旋转 轴 却 包 
含 着 3 螺旋 轴 ,而 不 是 相反 )。6s 螺旋 轴 失 去 了 二 次 螺旋 轴 和 二 次 旋转 轴 的 特点 ， 
但 保留 着 三 次 旋转 轴 的 性 质 。 

注意 到 各 种 螺旋 轴 的 特征 是 十 分 重要 的 , 它 不 仅 对 了 解 螺旋 对 称 操 作 这 种 复 
合 操作 及 各 种 螺旋 轴 的 性 质 很 有 益处 ,而且 对 于 以 后 章节 中 关于 微观 对 称 元 素 与 
周期 平移 组 合 、 微 观 对 称 元 素 之 间 的 组 合 ,以 及 与 非 初 基 平 移 的 组 合 等 所 涉及 的 推 
导 , 都 有 助 于 读者 加 深 理 解 。 


2.2.4 各 种 螺旋 轴 的 等 效 点 系 坐标 


各 种 螺旋 轴 的 等 效 点 系 坐标 与 相应 轴 次 的 旋转 对 称 轴 的 等 效 点 系 坐 标 十 分 相 
似 , 其 差别 就 在 于 螺旋 轴 每 次 施行 绕 轴 旋转 后 等 效 点 必须 沿 轴 方 向 增加 1 个 平移 
基本 矢量 R。 如 果 将 旋转 轴 的 等 效 点 系 和 同一 轴 次 螺旋 轴 的 等 效 点 系 作 沿 对 称 轴 
的 投影 ,在 投影 图 上 它们 的 等 效 点 系 在 二 维 排 布 上 是 完全 相同 的 。 由 于 对 称 元 素 
在 微观 空间 中 是 三 维 排 布 的 ,各 对 称 元 素 在 唱 胞 中 不 一 定 通过 坐标 系 原点 ,为 了 对 
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微观 空间 对 称 性 加 深 理 解 , 亦 便 于 读者 在 学 习 和 工作 时 查 对 。 表 2-2-1 分 别 列 出 
各 种 螺旋 轴 与 坐标 系 的 Z 轴 平 行 且 与 X 及 Y 轴 的 截 距 为 a 及 2 的 情况 ,其 他 情况 
可 以 类 推 ,如 果 螺 旋 轴 是 与 坐标 系 的 X 轴 或 Y 轴 平 行 ,读者 只 需 作 相应 的 坐标 变 
换 就 可 以 了 。 这 里 必须 注 明 , 表 2-2-1 所 列 的 二 次 螺旋 轴 既 适合 于 单 斜 坐标 系 , 当 
然 也 适用 于 正 交 晶 系 和 中 级 晶 系 ;四 次 螺旋 轴 是 处 于 四 方 晶 系 的 坐标 系 (a 一 0 尖 c， 
a 一 p 一 ;一 90 ) ,当然 也 适用 于 立方 晶 系 ;而 三 次 螺旋 轴 及 六 次 螺旋 轴 是 使 用 互 格 
子 的 坐标 系 (a 一 0 天 ca 一 6 一 90",7 一 120") 。 


表 2-2-1 各 种 螺旋 轴 在 特定 坐标 系 中 与 乙 轴 平 行 且 与 X 轴 及 Y 轴 截 距 为 
a 及 b 时 的 一 般 位 置 等 效 点 系 


1. 二 次 螺旋 轴 
21 Cabz): zyyzi24 一 ,20 一 y,1/2 十 > 
2. 三 次 螺旋 轴 


31 (abz) : Zyy，z54 十 0 一 》%20 一 4 十 Z 一 y,17/3 十 z;2a 一 0 一 xz 十 ya 十 D 一 工 ,27/3 十 > 


32 (apz): yz54 十 0 一 汶 20 一 4 十 Zz 一 y,2/3 十 zj24 一 0 一 十 ya 十 2 一 工 ,17/3 十 = 
3. 四 次 螺旋 轴 
di (abz): T3yyz254 十 0 一 y%,D 一 4 十 Zi, TV/4 十 zj;2a 一 Z,20 一 ,17/2 十 zja 一 p 十 ya 十 0 一 工 ,3/4 十 x 
dz (Cabz) :Z29z54 十 D 一 yy,0 一 4 十 Zi17/2 十 zy2c 一 z,20 一 yz 一 6 十 ya 十 0 一 z,1/2 十 z 
4 (abz) 7，23Q 十 2 一 0 一 2 十 z3/4 十 zi2C 一 ,28 一 y, 17/2 十 zi 一 0 十 yc 十 B 一 z,17/4 十 z 
4. 六 次 螺旋 轴 


61 (abz) : yz50 十 工 一 ,0 一 4 十 Z,1/6 十 zia 十 0 一 y，20 一 < 十 过 一 y， 1/3 十 zj2a 一 Z,20 一 y，1/2 十 z; 
2 一 0 一 Z 十 y;4 十 0 一 Z,2/3 十 xia 一 0 十 ya 一 十 y，5/6 十 zx 


62 (apz) : zyyz30 十 芝 一 y 0 一 十 工 ， 1/3+z;at+b—y,26—a 二 zx—y,2/3 十 z;2a 一 xX,26 一 y,xz; 
2a—b—zty,atb—z,1/3+z;a—b6+y,a—z+y,2/3+z 


63 (apz) : Ty, Zib+x— yb atr,1/2+z;atb—y,20—a+zx—y,z;24a— x,20 y,1/2 二 z; 
2a—b—z+y,aTb—zr,z;a—b 二 +y,a—zx 二 y,1/2 二 +z 


64 (abz): Tsy, IbT ry,b0—atr,2/3+z;atb—y,26—atz— y, 1/3+z;2a— 7x,20—y,z; 
2c 一 0 一 Z 十 ya 十 0 一 Zr 273 十 xia 一 0 十 ya 一 并 十 yy 173 十 x 


65 (abz): 区 ,2 230 十 工 一 y0 一 C 十 Z,5/6 十 zic 十 2 一》 20 一 < 十 z 一 y， 2/3 十 zy2a 一 Z,20 一 y1/2 十 z; 


24 一 0 一 Z 十 ya 十 0 一 并 17/3 十 zja 一 0 十 ya 一 坟 十 yy，176 十 z 
| 
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很 显然 ,如 果 将 表 2-2-1 中 的 等 效 点 系 沿 Z 轴 不 给 予 平移 操作 , 亦 即 全 部 等 
效 点 沿 Z 轴 的 坐标 量 都 只 是 > 变量 ,没有 常数 量 , 此 时 读者 将 得 到 相应 轴 次 的 旋 
转 对 称 轴 的 一 般 位 置 等 效 点 系 , 该 轴 与 Z 轴 平 行 且 与 X 轴 及 工 轴 的 截 距 为 < 及 
0。 同 理 , 读 者 只 要 运用 反 伸 对 称 操 作 , 也 可 以 推导 出 各 种 轴 次 的 反 伸 对 称 轴 在 与 
Z 轴 平 行 且 与 X 轴 和 Y 轴 截 距 为 a 和 6 时 的 等 效 点 系 。 

通常 ,我 们 更 多 地 讨论 如 何 从 任意 点 zyz 出 发 去 推导 出 某 一 特定 对 称 元 素 或 
某 一 特定 对 称 组 合 ( 对 称 群 ) 的 一 般 位 置 等 效 点 系 , 而 很 少 强调 它 的 逆 过 程 。 表 2- 
2-1 提示 我 们 ,从 一 个 对 称 元 素 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 坐标 ,不 但 可 以 确定 
该 对 称 元 素 的 种 类 和 性 质 , 而 且 还 可 以 准确 地 推导 出 它 的 坐标 位 置 (包括 它 的 取向 
和 与 坐标 轴 的 截 距 ) 。 这 一 逆 推 演 当 然 也 适用 于 对 称 组 合 ( 对 称 群 )。 其 实 , 在 许多 
章节 有 关 对 称 组 合 的 讨论 中 ,已 广泛 运用 组 合 后 一 般 位 置 等 效 点 系 内 对 称 等 效 点 
坐标 之 间 的 关系 ,来 判定 新 派生 的 对 称 元 素 的 种 类 性质 和 坐标 位 置 ,在 下 面 一 些 
章节 的 有 关 讨 论 中 ,更 是 如 此 。 
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第 三 章 ”微观 空间 对 称 元 素 与 周期 平移 的 组 合 


周期 平移 在 2. 1. 1 节 中 已 作 详细 阐述 。 当 式 42. 1.1) 中 的 系数 m,n,p 分 别 为 
土 1 或 零 时 , Rms 称 为 周期 平移 。 由 于 m,n,p 的 值 不 同 ,R 可 以 是 表达 晶 胞 的 单一 
周期 的 平移 ,也 可 以 是 两 个 基本 周期 的 综合 平移 , 即 两 个 基本 周期 的 对 角 线 周期 的 
平移 ,等 等 。 

两 个 变换 的 乘积 将 导出 另 一 个 新 的 变换 。 可 以 肯定 ,任何 微观 空间 对 称 元 素 
与 适当 的 周期 平移 的 组 合 都 将 会 派生 出 新 的 ,与 原来 同一 性 质 或 不 同性 质 的 对 称 
元 素 。 


2.3.1 非 高 次 轴 的 微观 对 称 元 素 与 周期 平移 组 合 


非 高 次 轴 的 微观 对 称 元 素 , 对 称 中 心 , 对 称 面 和 滑 移 面 . 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺 
旋 轴 等 与 周期 平移 组 合 , 必 然 在 组 合 周期 方向 的 半 周 期 位 置 上 出 现 性 质 完 全 相同 
的 对 称 元 素 。 


2.3.1.1 对 称 中 心 与 一 个 周期 平移 组 合 


如 图 2-3-1 所 示 , 让 初始 的 对 称 中 心 处 于 唱 胞 的 坐标 系 原点 , 即 1(000)。 以 
一 般 位 置 初始 点 出 发 ,经 此 原点 上 的 对 称 中 心 的 对 称 操作 ,得 到 全 部 两 个 等 效 点 
zz 5z。 它 们 沿 晶 胞 基本 周期 a 方向 平移 1 个 周期 Rw 二 ,应 有 周期 平移 
等 效 点 1 十 z,y，,z;1 一 Z,7z。 将 全 部 4 个 等 效 点 给 以 组 合 ,不 难 发 现 xX,y,z 与 
1 一 zy 过 之 间 和 ,有 与 1 十 z,yz 之 间 都 同样 表达 着 共同 的 另 一 个 新 的 对 称 中 
心 1(1/200), 它 处 于 周期 4 方向 上 的 半 周 期 位 置 上 。 同 一 原理 ,初始 的 两 个 等 效 点 
在 其 他 周期 上 如 tt ,对 角 线 周期 十 ,十 te, 包 十 t ,以 及 体 对 角 线 周期 十 十 
t 等 方向 上 的 周期 平移 等 效 点 , 均 可 推导 出 其 他 相应 的 处 于 半 周 期 位 置 上 新 派生 
的 对 称 中心 。 具 体 说 ,初始 的 和 各 个 周期 平移 的 等 效 点 共 16 个 , 即 x,y,z;T,y,Z; 
lr,y zl zy, ZT 1 y, ZT 1 yr yz yz;l+zr, 1 y,z; 
1—zx,1—y,z;l 二 zr,y,1+z;l—zr,y,1—z;z, ly, 1 二 Tz;T,1—y,1—z;1 十 xX, 1 十 
yl 十 z;1 一 x,1 一 y,1 一 z。 从 它们 之 间 的 等 效 关系 ,不 难 指出 晶 胞 内 必定 存在 如 
下 派生 的 对 称 中 心 :1(1/2 0 0),1(0 1/2 0),1(0 0 1/2),1(1/2 1/2 0),1(1/2 0 
1/2),1C0 1/2 1/2),1(1/2 1/2 1/2)。 图 2-3-1 中 表示 了 部 分 周期 平移 等 效 点 举 
标 之 间 所 表达 的 派生 对 称 中 心 。 
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图 2-3-1 (a) 对 称 中 心 ( 以 小 黑 点 表示 ) 与 周期 平移 组 合 ,新 派生 的 对 称 中 心 以 国际 符号 1 
表示 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 坐标 之 间 的 等 效 关系 表明 新 派生 对 称 中 心 的 存在 ,并 指出 它们 在 
晶 胞 中 的 坐标 位 置 


2.3.1.2 反映 对 称 面 各 滑 移 面 与 周期 平移 组 合 


普通 反映 对 称 面 (简称 反映 面 或 对 称 面 ) 和 滑 移 对 称 面 (简称 滑 移 面 ) 与 平行 于 
面 的 两 个 基本 周期 方向 的 周期 平移 组 合 没有 什么 意义 。 这 种 组 合并 不 会 派生 出 新 
的 对 称 面 ,因为 对 称 面 在 微观 空间 中 本 身 就 有 具有 二 维 无 限 延 伸 的 性 质 。 反 映 对 称 
面 和 滑 移 面 在 晶 胞 中 只 有 和 与 面 垂 直 的 周期 平移 进行 组 合 才 会 出 现 派生 的 对 称 
面 ,下 面 将 证 明 这 样 组 合 所 派生 的 对 称 面 处 于 与 初始 对 称 面 相隔 1/2 周期 的 相互 
平行 的 位 置 ,其 性 质 与 初始 对 称 面 的 性 质 完全 一 样 。 

1, 对 称 面 m(x0z) 与 垂直 的 周期 平移 饭 组 合 对 称 面 mx《(x0z) 的 一 般 位 置 
等 效 点 z,y,x;X,y,x。 沿 垂直 于 对 称 面 方 向 的 周期 平移 等 效 点 应 有 Xx, 1 十 y,xz; 
x,1 一 y,z( 不 言 而 喻 ,这 是 周期 排 布 的 对 称 面 mx (x1lz) 相 关 的 两 个 等 效 点 )。4 
个 等 效 点 交叉 组 合 ,X,1 十 y,z 与 7,3 了,z;z,1 一 y,z 与 +，y,z 是 由 新 派生 的 对 称 面 
m(x 1/2 z) 使 之 对 称 等 效 。 派 生 的 对 称 面 m(x 1/2 xz) 是 与 初始 的 对 称 面 m(x 0 
z) 相 互 平行 ,相隔 半 周 期 。 

图 2-3-2 以 晶 胞 投影 图 示意 派生 对 称 面 mC(x 1/2 xz) 的 出 现 和 等 效 点 的 对 称 
等 效 关 系 , 并 且 以 部 分 等 效 点 坐标 给 以 推导 。 

2. 滑 移 面 n(0yz) 与 重 直 的 周期 平移 组 合 滑 移 面 (0yz) 的 一 般 位 置 等 
效 点 为 +,y,z;T,1/2 十 y,1/2 十 z。 沿 垂直 于 滑 移 面 方向 的 周期 平移 t 应 有 等 效 
点 1 十 zi 一 Z,1/2 十 y，172 十 zx。4 个 等 效 点 交叉 组 合 ,z,y,z 与 1 一 +,1/2 十 
ys1/2 十 z;1 十 X,Yy,z 与 区 ,1/2 十 y,1/2 十 z 均 表 明 另 一 派生 的 滑 移 面 2(1/2yz) 的 
存在 , 它 与 初始 的 滑 移 面相 互 平行 且 相 隔 半 周 期 。 图 2-3-3 示意 这 种 组 合 结果 。 

同一 道理 可 以 推 知 ,其 他 滑 移 面 亦 必 然 有 同样 的 结果 。 
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图 2-3-2 《〈a) 晶 胞 中 对 称 面 m(x0z) 与 周期 平移 组 合 的 示意 图 ,等 效 点 的 对 称 排 布 表明 
派生 对 称 面 的 存在 ;(b) 等 效 点 坐标 之 间 的 变换 表明 派生 对 称 面 的 存在 ,并 指出 它们 的 坐标 


位 置 
1+ 
了 
oO 口 
十 十 n(Oyz) 元 上 ty } 
ee SS 2 
(3) t 
派生 
1 
s+ 
| 1 OO tt 
|x 9 o+ (Oyz) 


(a) (b) 


图 2-3-3 《a) 晶 胞 中 滑 移 面 x(0yx) 与 周期 平移 k 组 合 的 示意 图 ,等 效 点 的 对 称 排 布 表明 派 
生 滑 移 面 的 存在 ;\b) 等 效 点 坐标 之 间 的 变换 表明 派生 滑 移 面 的 存在 ,并 指出 它 在 晶 胞 中 的 
坐标 位 置 


2.3.1.3 二 次 轴 与 周期 平移 组 合 


在 微观 空间 里 ,对 称 轴 是 无 限 延 伸 的 , 沿 轴 方向 的 周期 平移 与 对 称 轴 组 合并 不 
派生 新 的 内 容 。 只 有 垂直 于 轴 的 周期 平移 与 对 称 轴 组 合 才 会 派生 新 的 对 称 轴 。 
次 旋转 轴 及 二 次 螺旋 轴 在 晶 胞 中 必定 与 两 个 基本 周期 平移 相 垂直 , 当然 也 与 此 两 
个 基本 周期 的 对 角 线 周 期 平移 相 垂直 。 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 与 上 述 3 个 周期 
平移 中 的 任何 一 个 进行 组 合 都 将 派生 出 新 的 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 。 派 生 的 二 
次 轴 与 初始 的 二 次 轴 平 行 相隔 半 周 期 ,其 性 质 与 初始 的 二 次 轴 一 样 。 


1. 二 次 旋转 轴 2C00z) 与 重 直 方向 的 周期 平移 组 合 晶 胞 中 与 二 次 旋转 轴 
，106 ， 


2(00z) 垂 直 的 周期 平移 应 有 ,ts 和 十 &。 初 始 的 二 次 旋转 轴 2(00z) 在 晶 胞 中 


通过 坐标 原点 且 与 4 轴 重 合 ,如 图 2-3-4 所 示 ( 图 中 以 图 形 符号 表示 ,以 区 别 于 用 
国际 符号 表示 的 派生 轴 )。 
to Zz y 2(00z) 


1+x yz xX1l+y2z l+xl+yz 
(a) (b) 


图 2-3-4 (a) 二 次 旋转 轴 2(00z) 在 晶 胞 中 与 周期 平移 组 合 ,等 效 点 的 对 称 排 布 表明 派生 二 
次 旋转 轴 ( 以 国际 符号 2 表示) 的 存在 ; (b) 等 效 点 坐标 之 间 的 变换 表明 派生 二 次 旋转 轴 的 存 
在 ,并 指出 它们 在 晶 胞 中 的 坐标 位 置 


它 的 一 般 位 置 等 效 点 坐标 为 x,y,z; 开 ,J,x。 这 两 个 等 效 点 沿 t 的 周期 平移 
等 效 点 应 是 1 十 rz,y,z;1 一 z,y,zx。4 个 等 效 点 重新 组 合 后 ,z,y,z 与 1 一 ,zi 
fy,z 与 1 十 zy 均 指 出 它们 是 另 一 派生 的 二 次 旋转 轴 2(1/2 0 0) 的 等 效 点 对 。 
很 明显 ,派生 的 2(1/2 0 z) 与 初始 的 二 次 旋转 轴 2C00z) 相 互 平行 ,而 且 在 & 方向 
上 相隔 半 周 期 。 

初始 的 等 效 点 对 z,y,z 江 ,yz 沿 的 周期 平移 等 效 点 应 是 zx,1 十 y,z; 到 ,1 一 
y, 之 ,将 4 个 等 效 点 组 合成 对 ,x,y,z 与 ,1 一 y,z;T,3, 之 与 ,1 十 y,z 均 满足 男 一 
派生 二 次 旋转 轴 2(0 1/2 z) 的 对 称 等 效 关系 。 同 理 , 初 始 等 效 点 对 ,yyzj; 元 ,zx 
沿 十 (对 角 线 ) 的 周期 平移 等 效 点 应 是 1 十 z,1 十 y,z;1 一 z,1 一 y,z。4 个 等 效 
点 的 组 合 表 明 派 生 的 2(1/2 1/2 z) 的 存在 。 

2. 二 次 螺旋 轴 21(00z) 与 重 直 方向 的 周期 平移 组 合 二 次 螺旋 轴 2 (00z) 
与 蝇 胞 中 之 轴 重 合 ,与 之 垂直 的 周期 平移 应 有 女 .b 和 对 角 线 十。 与 晶 胞 中 2 
轴 重 合 的 二 次 螺旋 轴 2 (00z) 应 有 一 般 位 置 等 效 点 rz,y,*z 江 ,7,1/2 十 zx。 它 沿 扎 、 
b 及 到 十 所 方向 周期 平移 的 等 效 点 对 分 别 是 1 十 z,y,zj1 一 Z,7,1/2 十 z3zy 1 十 y， 
z5 元 ,1 一 y，1/2 十 zx 和 1 十 xX,1 十 yyz;1 一 x,1 一 y,1/2 十 z。 从 8 个 等 效 点 之 间 的 关 
系 可 以 指出 唱 胞 内 沿 上 述 3 个 基本 周期 平移 方向 的 半 周 期 上 分 别 存在 派生 的 二 次 
螺旋 轴 2 (1/2 0 z) ,21C0 1/2 =) ,2 (172 1/2 z), 如 图 2-3-5 所 示 , 图 中 为 了 区 别 
于 初始 的 二 次 螺旋 轴 , 派 生 的 二 次 轴 用 国际 符号 2; 表示 。 
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在 ,并 指出 它们 在 晶 胞 中 的 坐标 位 置 


2. 3.2 ”四 次 轴 与 周期 平移 组 合 


几何 晶体 学 中 有 关 对 称 群 推导 已 表明 四 次 轴 只 存在 于 四 方 晶 系 及 立方 唱 系 。 
这 一 节 所 讨论 的 仅 以 四 方 晶 系 的 情况 为 例 , 而 其 原理 完全 适用 于 立方 唱 系 。 四 方 
唱 系 的 晶 胞 特征 是 “二 2 入 ca 一 8 一 ;一 90 ,四 次 轴 与 坐标 系 的 Z 轴 平行 。 

四 次 轴 与 其 他 对 称 轴 一 样 , 在 微观 空间 中 具有 无 限 延 伸 性 ,因而 只 有 垂直 于 对 
称 轴 的 ,以 及 十 周期 平移 参加 组 合 才 会 派生 出 新 的 对 称 轴 (这 里 是 已 经 确 
定 四 次 轴 与 Z 轴 平 行 )。 

单独 一 个 周期 平移 (当然 是 与 对 称 轴 垂 直 的 周期 ) 与 四 次 轴 ( 以 及 含 偶 次 轴 的 
六 次 轴 )? 组 合 , 只 能 导出 二 次 轴 , 而 不 可 能 派生 出 高 次 轴 。 初 始 的 四 次 轴 所 具有 的 
对 称 等 效 点 与 单一 周期 平移 的 等 效 点 是 位 于 周期 直线 上 , 即 相互 之 间 只 能 构成 旋 
转 基 角 一 180 的 等 效 点 对 。 这 样 ,它们 之 间 只 能 满足 二 次 轴 的 绕 轴 旋转 对 称 操 
作 , 只 能 导出 二 次 轴 , 而 且 派 生 的 二 次 轴 必 定 与 四 次 轴 平 行 相隔 半 周 期 ,所 派生 的 
二 次 轴 的 性 质 完全 由 四 次 轴 的 性 质 所 决定 。 在 四 次 轴 中 ,四 次 旋转 轴 4、 四 次 反 伸 
轴 4 及 螺旋 轴 4 等 都 包含 着 二 次 旋转 轴 2 的 性 质 , 它 们 单独 与 一 个 垂直 于 轴 的 周 
期 平移 进行 组 合 ,必然 导出 二 次 旋转 轴 2。 而 螺旋 轴 4 和 螺旋 轴 4; 包含 着 二 次 螺 
旋 轴 21 的 性 质 ,它们 与 单独 一 个 周期 平移 组 合 ,其 结果 只 能 得 到 派生 的 二 次 螺旋 
轴 2 〈 请 参阅 2. 3. 1 中 有 关 二 次 轴 与 周期 平移 组 合 ”) 。 

四 次 轴 ( 以 及 其 他 高 次 轴 ) 只 有 与 多 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 同时 组 合 , 才 可 能 
导出 派生 的 高 次 轴 。 具 体 来 说 ,四 次 轴 所 处 的 四 方 晶 系 晶 胞 具有 4 一 0c,a 王 Bp 二 7 
二 90" 的 特征 ,而 且 四 次 轴 与 Z 轴 ( 蝇 体 学 < 轴 ) 平 行 。 这 样 ,初始 四 次 轴 的 等 效 点 
与 by 如 及 十 b 3 个 方向 的 周期 平移 等 效 点 共同 构成 了 具有 以 基 角 为 a 二 90" 绕 轴 
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旋转 的 对 称 等 效 关 系 。 这 是 四 次 轴 的 绕 轴 旋 转 操作 ,因此 可 以 断言 ,四 次 轴 与 上 述 
3 个 方向 的 周期 平移 同时 组 合 ,必然 在 妃 十 包 方 向 的 半 周 期 上 派生 出 与 初始 四 次 
轴 相 平行 的 四 次 轴 , 其 性 质 必然 与 初始 四 次 轴 相 一 致 。 

为 了 进一步 深入 了 解 四 次 轴 与 周期 平移 的 规律 , 下面 给 出 各 种 四 次 轴 与 周期 
平移 组 合 示意 图 并 进行 必要 的 讨论 。 示 意图 内 ,初始 四 次 轴 以 图 形 符号 表示 ,派生 
的 轴 以 国际 符号 表示 ,以 便 区 别 。 


2.3.2.1 四 次 旋转 轴 4(0 0 z) 与 周期 平移 组 合 


1. 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 单独 一 个 周期 平移 组 合 四 次 旋转 轴 4(00z) 的 一 
般 位置 等 效 点 系 为 zy,ziyyzyzi 工 7255 zxz。 它 们 沿 a 轴 方 向 平移 一 周期 te 
后 的 等 效 点 为 1 十 z,y,zi1 一 yzZyzi 一 ZJyzil 十 yz。 将 这 8 个 等 效 点 如 图 
2-3-6 所 示 , 重 新 交叉 组 合 ,z,y*z 与 1 一 Z,7yz37 Zryz 与 1 十 y 元 ,z ;元 ,yz 与 1 十 
,YZ ;Ys 区 ,之 与 1 一 y,X,zx。 它 们 都 表现 出 由 2(1/2 0 z) 相 关 的 对 称 等 效 关系 。 
同 理 ,4(00z) 与 孔 的 组 合 将 会 派生 2(0 1/2 z)。 由 此 可 知 , 四 次 旋转 轴 4 与 单独 一 
个 周期 平移 组 合 , 将 在 此 周期 平移 方向 上 的 半 周 期 位 置 派 生出 相 平行 的 二 次 旋转 
轴 2。 这 就 像 2. 3. 1. 3 中 二 次 旋转 轴 2 与 垂直 于 轴 方 向 的 平移 周期 组 合 的 结果 
一 样 。 


+O 


XVz xz XYz yz 


l+xyp2 lI-yxz 1]-xpz l+yxXz 
(b) 


图 2-3-6 (a) 四 次 旋转 轴 4(00zx) 与 单独 -一 个 周期 平移 的 组 合 , 导 出 
派生 的 二 次 旋转 轴 2(1/2 0 z) ;(b) 等 效 点 之 间 的 变换 
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不 难 推 知 ,连同 四 次 旋转 轴 4 在 内 ,凡是 包含 着 二 次 旋转 轴 性 质 的 四 次 轴 4， 
4,4s 与 单独 一 个 垂直 于 轴 方 向 的 周期 平移 组 合 , 必 然 在 此 方向 半 周 期 上 派生 出 一 
个 相 平行 的 二 次 旋转 轴 2。 同 理 , 凡 是 包含 有 二 次 螺旋 轴 21 性 质 的 四 次 轴 , 如 4 
及 4 与 单一 周期 平移 组 合 ,在 半 周 期 位 置 将 派生 相 平行 的 二 次 螺旋 轴 21。 

2. 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 符 直 于 对 称 轴 的 周期 平移 fb 和 世 十 b 同时 组 合 

四 次 轴 所 处 的 四 方 唱 系 (或 立方 晶 系 ) 的 重要 特征 是 与 对 称 轴 垂 直 的 2 个 基本 周 
期 平移 量 相 等 , 即 t= 二 ts, 其 夹 角 Y==90° ,这 样 的 特征 使 嫩 , 包 和 妃 十 刀 同时 组 合 将 
可 导出 男 一 派生 的 四 次 轴 , 它 位 于 对 角 线 十 方向 半 周 期 , 且 与 初始 四 次 轴 相 平 
行 。 派 生 的 四 次 轴 的 性 质 与 初始 四 次 轴 的 性 质 完全 相同 。 

四 次 旋转 轴 4(00z) 具 有 一 般 位 置 等 效 点 X,Y,z;7, 工 ,xz; 开 ,yzZ;y, 邢 , 之 ,它们 
与 ,bh 及 十 bs 分 别 组 合 将 有 周期 平移 等 效 点 1 十 Xx,，y ,zy1 一 y,XT ,Zz;1 一 ,了 ,之 ; 
ly aT ly yl tr rr l— yy ~— Trill yl y+ 
z;1 一 x,1 一 yz;1 十 y,1 一 xX，,x。 这 样 ,连同 初始 的 四 个 等 效 点 在 内 ,如 图 2-3-7 所 
示 应 共有 16 个 等 效 点 。 把 它们 重新 组 合 ,以 相应 的 4 个 等 效 点 为 1 组 , 共 4 组 : 
Dryysz;l— yr zl—z,l— yz;y 1— rz; (OZ 一 工 ) 忆 zi 十 y， 1 一 工 ,z; 
xsl yz; (元 ,zi 十 y, 元 ,zz 1 十 并 十 yz3 1 二 Tr, z; Dy,T, ;lr ys 
1 一 y, 1 十 zz 和 涝 ,1 一 y%,z。 每 组 内 4 个 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 表达 着 新 派生 
的 四 次 旋转 轴 4(1/2 1/2 z) 的 存在 (请 参阅 2. 2. 4 中 有 关 处 于 任意 位 置 上 四 次 轴 
4(ab z) 的 一 般 位 置 等 效 点 坐标 之 间 的 关系 )。 图 2-3-7 中 派生 的 对 称 轴 以 国际 
符号 4 及 2 表示 ,以 区 别 于 初始 轴 。 
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图 2-3-7 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 周期 平移 ,和 锯 十 同时 组 合 ， 
派生 的 对 称 轴 在 图 中 以 国际 符号 4 和 2 表示 
2.3.2.2 四 次 反 伸 轴 及 四 次 螺旋 轴 与 周期 平移 组 合 


与 上 述 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 周期 平移 组 合 的 原理 完全 一 样 。 可 以 断定 ,它们 


» 110。 


与 单独 一 个 周期 平移 组 合 ,其 结果 必然 在 此 平移 方向 上 的 半 周 期 位 置 派生 出 与 初 
始 轴 平 行 的 二 次 旋转 轴 或 二 次 螺旋 轴 。 确 切 地 说 ,具有 二 次 旋转 轴 性 质 的 4 及 4 
将 派生 出 二 次 旋转 轴 2, 而 含有 二 次 螺旋 轴 性 质 的 4 和 4 将 会 派生 出 二 次 螺 
旋 轴 21。 

四 次 反 伸 轴 及 四 次 螺旋 轴 与 垂直 于 对 称 轴 的 周期 平移 ,及 十 b 同时 组 
合 , 将 派生 出 与 初始 轴 性 质 完全 相同 的 四 次 反 伸 轴 或 四 次 螺旋 轴 , 派 生 的 轴 位 于 对 
角 线 周期 平移 ts 十 & 方向 的 半 周 期 , 且 与 初始 轴 平 行 ,其 结果 示 于 图 2-3-8(a)， 
(b),(c),(d) 中 。 图 中 初始 的 对 称 轴 以 图 形 符号 表示 ,而 派生 的 对 称 轴 以 国际 符号 
表示 ,以 便 区 别 。 
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图 2-3-8 四 次 反 伸 轴 4(a)`. 四 次 螺旋 轴 4 (b) ,4s(c) 及 43(d) 与 周期 平移 组 合 
的 示意 图 
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2. 3.3 三 次 轴 与 周期 平移 组 合 


前 面 的 章节 已 经 指出 ,在 微观 空间 中 , 对 称 轴 是 无 限 延伸 的 ,因而 沿 轴 方 向 的 
周期 平移 与 对 称 轴 组 合并 不 产生 新 的 内 容 , 只 有 与 轴 垂 直 的 周期 平移 与 对 称 轴 组 
合 才 会 派生 新 的 对 称 轴 。 这 里 还 要 进一步 指出 ,在 特定 情况 下 ,如果 我 们 需要 考察 
某 一 个 任意 方向 的 周期 平移 与 对 称 轴 相 组 合 的 时 候 , 就 得 先 将 此 任意 方向 的 周期 
平移 分 解 为 与 轴 平 行 和 与 轴 垂 直 的 两 个 分 量 。 很 显然 ,这 两 个 分 量 必然 也 是 周期 
平移 。 换 句 话 说 ,必须 首先 将 此 任意 方向 的 周期 平移 分 解 为 与 轴 平 行 的 周期 平移 
和 与 轴 垂 直 的 周期 平移 ,然后 考察 与 轴 垂 直 的 分 量 ( 周 期 平移 ) 与 对 称 轴 的 组 合 。 
这 一 组 合 结果 就 充分 表达 了 此 任意 方向 周期 平移 与 对 称 轴 组 合 的 结果 。 

在 几何 唱 体 学 有 关 对 称 原理 的 讨论 中 已 经 表明 三 次 轴 只 存在 于 三 方 晶 系 及 立 
方 唱 系 中 。 

此 外 ,在 三 方 唱 系 中 又 有 五 取向 和 尺 取向 两 种 情况 。 这 一 节 所 讨论 的 内 容 仅 
以 三 方 晶 系 的 情况 为 例 , 而 且 只 限于 三 方 晶 系 中 的 五 取向 。 很 显然 ,在 日 取向 
中 ,三方 晶 系 的 特征 对 称 元 素 三 次 轴 是 与 晶体 学 轴 “ 平行 (或 重合 ) , 且 与 晶体 学 轴 
4 及 0 垂直。 这 样 垂直 于 对 称 轴 的 周期 平移 和 也 ( 以 及 妃 十 tb) 与 三 次 轴 的 组 合 
将 具有 代表 性 而 且 十 分 直观 和 易于 理解 。 

三 方 晶 系 中 的 尺 取 向 情况 与 立方 晶 系 中 的 三 次 轴 取 向 十 分 相似 。 它 们 的 三 
次 轴 方 向 与 它们 3 个 晶体 学 轴 <.、.2 及 c 的 中 分 线 方向 , 即 与 周期 平移 十 十 t 的 
方向 相 平行 (而 且 4a 二 6 二 c, 即 二 4 一 t.)。 在 此 情况 下 ,必须 首先 将 基本 周期 平移 
tb 和 上 分 解 为 与 对 称 轴 平行 和 垂直 的 两 个 分 量 ,然后 考察 与 对 称 轴 垂 直 的 各 个 
分 量 的 情况 。 其 实 , 此 时 分 解 后 的 各 个 分 量 可 以 由 3 个 新 的 基本 周期 平移 tn ,tor 
和 tn 来 表达 ,而 tn ,ton 和 tn 是 具有 是 格子 的 性 质 , 是 这 种 变换 后 的 五 格子 中 的 
3 个 基本 周期 平移 。 这 就 是 所 谓 R 格子 采用 瑞 取向 的 变换 。 事 实 上 三 方 晶 系 的 
下 取向 情况 ,以 及 立方 唱 系 中 的 三 次 轴 取 向 情况 都 可 以 用 理 取向 米 表 达 。 但 是 这 
种 变换 将 使 晶 胞 (格子 ) 增 大 ,原来 R 取向 的 简单 晶 胞 (格子 ) 将 变换 成 复 晶 胞 ( 格 
子 )。 在 结构 分 析 的 实践 中 ,人 们 往往 将 三 方 晶 系 中 具有 R 格子 的 空间 对 称 群 采 
用 玉 取向 ,以 便于 结构 分 析 过 程 中 的 各 种 运算 和 坐标 变换 。 

三 次 轴 是 一 种 奇 次 轴 , 不 具有 二 次 轴 的 性 质 , 因而 与 单独 一 个 垂直 于 轴 方 向 的 
周期 平移 相 组 合 不 可 能 派生 任何 新 的 对 称 轴 。 三 次 轴 必 须 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 
平移 同时 组 合 才能 派生 新 的 对 称 轴 。 

豆 取 向 是 六 方 唱 系 特有 的 唱 轴 取 向 方式 。 互 取向 所 割 取 的 唱 胞 具有 如 下 特 
征 :4 二 0 和 关 c,a 一 8 一 90 ,7 一 120"。 如 图 2-3-9 所 示 , HH 晶 胞 这 一 平行 六 面体 在 几 
何 学 上 具有 一 个 十 分 重要 的 特征 ,由 于 互 晶 胞 的 两 个 水 平方 向 的 基本 周期 平移 的 
长 度 相等 , 即 t, 二 ,而 且 7 一 120" ,因而 它们 的 对 角 线 周期 平移 十 的 长 度 也 与 
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t 和 也 相等 。 所 以 , 瓦 晶 胞 这 一 平行 六 面体 可 以 看 作 由 两 个 等 边 三 角形 的 三 方 柱 
拼 在 一 起 。 如 图 2-3-9 沿 4 轴 投 影 的 平行 四 边 形 可 看 作 由 两 个 相同 的 等 边 三 角 
形 组 成 ,每 个 等 边 三 角形 的 边 长 相等 | 长 | 一 | 包 | 王 | 长 十 名 | ,其 内 角 均 为 60 。 从 几 
何 学 来 看 每 个 等 边 三 角形 的 中 心 ( 重 心 ), 即 图 中 的 点 天 ,可 以 作为 施行 三 次 旋转 
对 称 操作 所 凭借 的 几何 点 。 如 果 回 到 立体 图 形 来 讨论 ,在 互 晶 胞 平行 六 面体 中 的 
两 个 相同 的 等 边 三 角形 的 三 方 柱 中 ,通过 天 点 且 与 Z 轴 平 行 的 几何 直线 ,在 几何 
学 上 看 ,可 以 作为 施行 绕 轴 旋转 对 称 操作 所 凭借 的 几何 直线 。 由 此 可 以 推论 ,在 
旦 晶 胞 中 位 于 (2/3 1/3 z) 及 (1/3 2/3 z) 的 两 条 几何 直线 在 几何 学 上 具有 作为 三 
次 轴 的 必要 条 件 。 


图 2-3-9 五 唱 胞 中 各 周期 平移 的 特征 


三 次 旋转 轴 3C(00z) 在 互 晶 胞 中 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 人 和 心 十 tb 组 合 
的 情况 , 可 作 如 下 的 讨论 。 作 为 初始 的 三 次 旋转 轴 3(00z) 在 互 唱 胞 中 
(图 2-3-10) 应 有 对 称 等 效 点 z,y,zi7,z 一 zi 元 上 y 光 ,z。 它 们 沿 周期 平移 t 和 
十 t 的 对 称 等 效 点 应 有 1 十 ZX,y,z;1 一 y,X 一 y,z;1 工 十 多, 元, z3 工 十 并 ,十 yz; 
1 一 y ,1 十 x 一 y,z;1 一 ZX 十 y,1 一 x,z, 连 同 初始 的 等 效 点 共 9 个 等 效 点 。 如 果 将 此 
9 个 等 效 点 重新 组 合成 3 组 :Dzxyysz31 一 yz 一 ;251 一 x 十 y,1 一 yz3 加 J1z 一 


LA 


Or 
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图 2-3-10 三 次 旋转 轴 3(00z) 在 互 晶 胞 中 与 周期 平移 k 和 十 同 


时 组 合 ,派生 的 三 次 旋转 轴 在 图 中 以 周 际 符 号 3 表示 
“3 


yy;l—Zx yz 2;1 二 x, 1 二 yz; OTTy, 元,z3 1 十 zy zi 一 》y， 1 十 Z 一 yz。 很 
明显 ,各 组 内 3 个 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 都 可 以 导出 1 个 新 的 三 次 旋转 对 称 
轴 3(cpz) (其 等 效 点 系 为 zy,zja 十 0 一 y,20 一 4 十 Zz 一 yz;24 一 0 一 十 y,Q 十 0 一 
ZX, 之 ;请 参考 表 2-2-1) 。 不 难 算 出 此 派生 的 三 次 旋转 对 称 轴 在 X,Y 上 的 截 距 < 二 
2/3,5b 二 1/3。 由 此 可 以 确定 ,初始 的 三 次 旋转 轴 3(00z) (在 图 2-3-10 中 以 图 形 符 
号 表示 ) 与 周期 平移 ts 和 十 & 同时 组 合 ,其 结果 将 派生 出 新 的 三 次 旋转 轴 3(2/3 
1/3 xz) ,新 派生 的 三 次 旋转 轴 处 于 与 X,Y 轴 截 距 为 2/3 及 1/3, 且 与 Z 轴 平 行 ,如 
图 2-3-10 中 国际 符号 3 所 示 。 

以 同样 的 方法 不 难 证 明 ,三 次 旋转 轴 3(00z) 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 b 和 
十 同时 组 合 将 会 派生 出 另 一 新 的 三 次 旋转 轴 3(1/3 2/3 xz), 它 平行 于 Z 轴 ,而 
与 X 及 Y 轴 的 截 距 分 别 为 1/3 和 2/3。 

同样 道理 并 以 同样 的 方法 处 理 , 可 以 推导 出 三 次 反 伸 轴 3(00z), 三 次 螺旋 轴 3 
(00z) 和 32(00z) 与 生 直 于 轴 的 周期 平移 锯 ,h 和 十 组 合 的 结果 ,分 别 示 于 图 2-3-11 
(a) ,(b),(c)。 初 始 轴 在 图 中 以 图 形 符号 表示 ,而 派生 的 对 称 轴 则 以 国际 符号 标记 。 

三 次 反 伸 轴 3 包含 着 对 称 中 心 1 的 性 质 ,如 图 2-3-11(a) 中 所 示 , 初 始 的 三 次 


图 2-3-11 三 次 反 伸 轴 3(00z)(a) ,三 次 螺旋 轴 31 (00z)(b) 、32 (00z) (c) 与 周期 平移 6, 
和 和 十 b 组 合 
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反 伸 轴 3(00z) 与 单独 一 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合 , 均 在 半 周 期 位 置 上 派生 出 对 
称 中 心 1。 

从 上 述 的 讨论 可 得 如 下 结论 :三 次 轴 是 奇 次 轴 , 它 们 与 单独 一 个 垂直 于 轴 的 周 
期 平移 的 组 合 , 除 三 次 反 伸 轴 3 含有 对 称 中 心性 质 因而 在 半 周 期 位 置 派生 对 称 中 
心 工 之 外 ,不 可 能 产生 其 他 对 称 轴 。 三 次 轴 (00z) 在 互 格子 中 同时 与 周期 平移 ， 
,十 组 合 ,其 结果 在 (2/3 1/3 z) 和 (1/3 2/3 z) 位 置 上 派生 出 两 个 新 的 三 次 轴 ， 
它们 的 性 质 与 初始 的 三 次 轴 性 质 完全 一 样 。 


2. 3.4 六 次 轴 与 周期 平移 组 合 


H 取向 是 六 方 唱 系 中 晶 轴 取向 所 特有 的 。 如 2. 3. 3 中 所 指出 的 那样 , H 晶 胞 
的 特征 是 < 一 0 天 c,o 一 8 一 90 ,7 一 120"。 六 方 晶 系 特征 是 对 称 元 素 六 次 轴 在 H 唱 
胞 中 与 “ 轴 平 行 (或 重合 ) 且 垂直 于 晶 轴 < 和 0。 晶 轴 a 和 2 的 夹 角 为 120"。 


2.3.4.1 六 次 轴 与 单独 一 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合 


六 次 轴 是 偶 次 轴 , 即 它 包含 着 二 次 轴 的 性 质 。 在 2. 3. 2 节 中 对 具有 偶 次 轴 性 
质 的 四 次 轴 与 单独 一 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合 曾 作 过 较 详 细 的 讨论 ,其 原理 必 
然 也 适用 于 具有 偶 次 轴 性 质 的 六 次 轴 。 可 以 推论 ,六 次 轴 与 单独 一 个 垂直 于 轴 方 
向 的 周期 平移 组 合 ,其 结果 在 此 方向 的 半 周 期 位 置 上 将 派生 出 1 个 二 次 轴 , 派 生 的 
二 次 轴 与 初始 的 六 次 轴 平 行 ,其 性 质 将 与 初始 六 次 轴 所 包含 二 次 轴 的 性 质 完全 
-一致 。 

图 2-3-12, 以 六 次 螺旋 轴 6 (00z) 与 单独 一 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合作 
为 例子 予以 讨论 。61C00z) 应 有 六 个 对 称 等 效 点 ,依次 为 xy,ziz 一 yz,1/6 十 zi 
yy 1/3 十 ;元 , 术 ，,1/2 十 Zz;y 一，,T,2/3 十 z;y,y 一 ZX，5/6 十 z( 请 参阅 2. 2. 4 节 
中 有 关 六 次 螺旋 轴 等 效 点 系 坐标 )。 它 们 沿 周期 平移 t 的 等 效 点 应 为 1 十 x ,yz; 
lzx—y rl1/6+z;l yz—y,1/3+z;l1—zx,y,1/2 二 +z;1 一 x 十 y,,2/3 十 ;1 十 
y,y 一 ,5/6 十 z。 连 同 初始 的 等 效 点 共 12 个 对 称 等 效 点 。 将 此 12 个 对 称 等 效 点 
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图 2-3-12 六 次 螺旋 轴 6: (00z) 与 单独 一 个 周期 平移 组合 ， 
派生 出 二 次 螺旋 轴 2 (1/2 0 xz) 
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重新 组 合 , 两 个 等 效 点 为 1 组 , 共 6 组 : Dr, yz; l—Zx,y, 17/2 十 z; OZz 一 y,Z， 1/6 
十 zz;1 一 XxX 十 y,,2/3 十 z;@y,X 一 y;1/3 十 z;1 十 y,y 一 ,5/6 十 z; (zy,1/2 十 z;1 
二 zx,y ZOy—x,T,2/3Tz;l+zx—y,7z,1/6+z;@Oy,y—x,5/6+z;l—y,r—y, 
1/3 十 xz。 这 6 组 中 ,每 一 组 内 两 个 等 效 点 之 间 都 表达 着 二 次 螺旋 轴 的 对 称 等 效 关 
系 。 很 明白 ,新 派生 的 二 次 螺旋 轴 2 (1/2 0 >) 位 于 心 平移 方 向 的 半 周 期 ,上 且 与 初 
始 六 次 螺旋 轴 6; (00z) 相 平行 。 

不 难 证 明 , 具 有 二 次 螺旋 轴 性 质 的 其 他 六 次 螺旋 轴 6: (00z) 和 6s (00z) 与 单独 
一 个 周期 平移 t 组 合 亦 必然 派生 1 个 二 次 螺旋 轴 21(1/2 0 z)。 同 样 道理 ,可 以 证 
明 , 具 有 二 次 旋转 轴 性 质 的 六 次 轴 如 6(00z) ,6: (00z) ,64《00z) 与 单独 一 个 周期 平 
移 忆 组 合 , 必 将 派生 工 个 二 次 旋转 轴 2(1/2 0 z) ,派生 的 二 次 旋转 轴 位 于 平移 了 
方向 的 半 周 期 上 ,而且 与 初始 轴 相 平行 。 同 样 可 以 断言 ,不 具有 二 次 轴 特 性 的 六 次 
反 伸 轴 6(00z) 与 单独 一 个 周期 平移 t 组 合 不 会 产生 任何 新 的 对 称 元 素 。 

至 于 上 述 各 种 六 次 轴 与 其 他 垂直 于 轴 的 周期 平移 或 t 十 & 中 单独 一 个 进行 
组 合 ,其 结果 不 言 而 喻 ,将 会 导出 与 上 述 类 似 的 结果 ,在 此 不 再 闭 述 。 


2.3.4.2 六 次 轴 在 互 晶 胞 中 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合 


六 次 轴 既 是 偶 次 轴 , 又 具有 三 次 轴 的 性 质 。 在 2. 3. 3 节 中 对 于 在 H 晶 胞 中 的 
三 次 轴 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 同时 组 合 的 情况 已 作 过 详细 讨论 。 所 讨论 的 原 
理 当 然 适合 于 包含 三 次 轴 性 质 的 六 次 轴 在 日 晶 胞 中 的 组 合 。 在 这 里 ,我 们 对 六 次 
旋转 轴 6(00z) 在 互 晶 胞 中 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 人 和 & 十 组合 情 况 进行 
一 些 讨论 。 

初始 六 次 旋转 轴 6(00z) 在 瑟 唱 胞 中 (图 2-3-13) 应 有 6 个 对 称 等 效 点 ,它们 
依次 为 ,yz; 工 一 yy; 了 一 YZ; 开 ， 了 ;yy 一 文 ,之 ;y，y 一 ;zx。 它 们 沿 周期 平 
移 t 和 十 b 的 等 效 点 分 别 为 1 十 zy sz;1 十 ZX 一 yyT 2;1 一 y,X 一 y,Z;1 一 ,了 ,之 ; 
lz y,T,z;liy, yx,z;l 二 rl yz;lizr— yl1izr,z;l—y,1+zr™ y,z; 
1 一 z ,1 一 ysz31 一 z 十 ys1 一 zyz;1 十 y,1 一 x 十 y,z, 连 同 初始 的 等 效 点 共 18 个 等 
效 点 。 如 果 将 此 18 个 等 效 点 重新 组 合成 6 组 :Dx,y,z;1 一 y,X 一 y,z;1 一 x+ 十 y， 
lr,z; Or yx, zl rT Zl yzriy,z; Oy,7— yz;l—r+y,T,z;l 
Tx, lt y, zDDT, TZ; ly yr lr yr, 2; Oy— rx, zl x, yz; 
1 一 y ;1 十 x 一 yz; @y ;yy 一 XZ;1 十 X 一 y,X yz;1 一 Xx,1 一 y,z。 很 明显 ,各 组 内 3 
个 等 效 点 之 间 的 对 称 关系 都 可 以 导出 1 个 新 的 三 次 旋转 轴 3C(abz) ,不 难 推 算出 此 
派生 的 三 次 旋转 轴 在 XY 上 的 截 距 4 二 2/3,6 二 1/3。 由 此 可 以 确定 ,初始 的 六 次 
旋转 轴 中 6(00z) (在 图 2-3-13 中 以 图 形 符号 表示 ) 与 周期 平移 t 和 十 同时 组 
合 , 其 结果 将 派生 出 新 的 三 次 旋转 轴 3(2/3 1/3 z)。 新 派生 的 三 次 旋转 轴 与 X,Y 
轴 的 截 距 为 2/3 及 1/3, 而 且 与 Z 轴 平 行 ,如 图 2-3-13 中 国际 符号 所 示 。 

不 难 证 明 六 次 旋转 轴 6(00z) 与 周期 平移 和 十 同时 组 合 ,将 派生 三 次 旋 
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图 2-3-13 六 次 旋转 轴 6(00z) 在 互 晶 胞 中 与 周期 平 
移 & 和 十 k 同时 组 合 


转轴 3(1/3 2/3 z) , 它 位 于 X,Y 轴 的 截 距 为 4 一 1/3,6 二 2/3, 而 且 与 初始 的 六 次 旋 
转轴 平行 。 

同 理 , 其 他 六 次 轴 在 互 晶 胞 中 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合 , 在 位 置 
(2/3 1/3 z) 或 (1/3 2/3 xz) 上 将 派生 出 新 的 三 次 轴 。 新 派生 三 次 轴 的 性 质 是 与 初 
始 六 次 轴 所 包含 三 次 轴 的 性 质 完全 一 样 。 图 2-3-14 分 别 列 出 了 六 次 反 伸 轴 6 
(00z) 和 六 次 螺旋 轴 61(00z)、6 (00z) ,6; (00z) ,64(00z),6:(00z) 在 互 唱 胞 中 与 
周期 平移 人 和 心 十 tk 同时 组 合 的 结果 。 在 图 中 ,初始 的 六 次 轴 均 以 图 形 符号 表 
示 ，, 而 派生 的 对 称 轴 则 以 国际 符号 标记 , 以 便 区 别 。 

从 图 2-3-13 和 图 2-3-14 的 组 合 结果 ,可 以 归纳 如 下 : 

(1) 在 互 晶 胞 中 ,六 次 轴 与 单独 一 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合 ,其 结果 有 三 种 
情况 ， 

1) 由 于 六 次 反 伸 轴 6 既 不 包含 对 称 中 心 ,又 不 具有 任何 二 次 轴 的 性 质 , 因 而 组 
合 的 结果 并 不 产生 任何 新 的 对 称 元 素 。 

2) 由 于 六 次 旋转 轴 6 及 六 次 螺旋 轴 6: 和 64 都 包含 着 二 次 旋转 轴 的 性 质 , 因 
而 组 合 的 结果 是 ,在 组 合 的 平移 方向 的 半 周 期 位 置 上 派生 出 与 初始 轴 平 行 的 二 次 
旋转 轴 2。 

3) 由 于 六 次 螺旋 轴 61 ,6; ,6s 都 包含 着 二 次 螺旋 轴 21 的 性 质 , 因 而 组 合 的 结果 
是 ,在 组 合 的 平移 方向 半 周 期 位 置 上 派生 出 与 初始 轴 平 行 的 二 次 螺旋 轴 21 。 

(2) 在 互 晶 胞 中 ,六 次 轴 与 两 个 垂直 于 轴 的 周期 平移 组 合 ,其 结果 有 三 种 
情况 : 

1) 含 有 三 次 旋转 轴 特 性 的 六 次 旋转 轴 6、 六 次 反 伸 轴 6、 六 次 螺旋 轴 6; 与 和 
ts 十 bf 或 者 与 和 十 同时 组 合 ,其 结果 在 晶 胞 中 C2/3 1/3 z) 或 者 (1/3 2/3 xz) 
位 置 上 派生 出 与 初始 轴 相 平行 的 三 次 旋转 轴 3。 这 里 必须 指出 ,由 于 六 次 反 伸 轴 6 
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(f) 


图 2-3-14 在 上 晶 胞 中 同时 与 周期 平移 t 和 ttt, 组 合 的 六 次 反 伸 轴 6(00=) 和 六 次 螺旋 轴 6,(00z)，6,(00z)，6.(00z)， 


(6) 


(d) 


6,(00z)，6.(00z) 分 别 依次 列 于 图 (a), (b), (c), (qd),(e) 和 (DD 


包含 着 一 个 与 轴 垂 直 的 对 称 面 m 的 性 质 ,而 此 对 称 面 m 在 互 唱 胞 中 必然 具有 治 
X,Y 轴 平 面 方向 无 限 延伸 的 特性 。 因 此 ,上 述 六 次 反 伸 轴 在 组 合 中 所 派生 出 来 的 
三 次 旋转 轴 3 就 必然 演变 为 六 次 反 伸 轴 6( 当 然 ,6 包含 着 三 次 旋转 轴 3 的 性 质 )， 
如 图 2-3-14(a) 中 所 示 的 结 

2) 含 有 三 次 螺旋 轴 3 性 质 的 六 次 螺旋 轴 6 和 64 与 和 十 或 者 t 和 
十 b 同时 组 合 ,其 结果 在 (2/3 1/3 z) 或 (1/3 2/3 xz) 位 置 上 派生 三 次 螺旋 轴 31。 
3) 含 有 三 次 螺旋 轴 3: 性 质 的 六 次 螺旋 轴 6: 和 6; 与 和 十 或 者 和 
十 同时 组 合 ,其 结果 在 (2/3 1/3 z) 或 (1/3 2/3 z) 位 置 上 派生 三 次 螺旋 轴 3 。 
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第 四 章 “微观 空间 对 称 元 素 的 组 合 
2.4.1 微观 空间 对 称 元 素 组 合 的 一 般 特 性 


在 本 篇 第 二 章 中 已 经 对 微观 空间 对 称 元 素 的 性 质 作 过 详细 的 讨论 。 本 章 主 要 
讨论 在 晶体 内 部 结构 中 26 种 微观 空间 对 称 元 素 之 间 相 互 组 合 中 的 一 些 规律 。 对 
它们 在 组 合 中 的 规律 进行 研究 ,将 有 助 于 我 们 对 微观 空间 对 称 性 的 特点 加 深 理 解 ， 
并 且 也 有 助 于 掌握 230 个 空间 对 称 类 型 (空间 群 ) 的 推导 规律 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 
读者 将 明白 如 何 从 一 个 空间 群 中 的 一 些 独立 的 对 称 元 素 ,通过 它们 之 闻 的 相互 组 
合 推导 出 其 他 所 有 的 对 称 元 素 以 及 它们 的 对 称 等 效 点 系 。 

微观 空间 对 称 元 素 在 品 体内 部 ,就 像 结 构 基 元 在 晶体 内 部 一 样 , 是 三 维 周期 分 
布 的 。 它 们 的 分 布 完全 符合 周期 平移 规律 。 在 晶体 内 部 结构 的 无 限 空 间 ( 实 际 上 ， 
它 仍然 是 个 有 限 的 空间 ) 里 ,微观 空间 对 称 元 素 的 分 布 是 无 限 的 。 不 难 理解 ,任何 
一 个 对 称 面 都 是 沿 二 维 方向 无 限 延伸 的 平面 ,任何 一 个 对 称 轴 都 是 治 一 维 方向 无 
限 延 伸 的 直线 。 它 们 所 具有 的 对 称 操作 当然 适用 于 整个 晶体 内 部 结构 的 无 限 空 
间 。 换 名 话说 ,在 整个 晶体 内 部 结构 的 无 限 空间 中 ,所 有 物质 点 的 三 维 排 布 , 毫 无 
例外 地 都 满足 在 此 空间 中 任何 一 对 称 元 素 的 对 称 等 效 操作 的 要 求 。 

既然 单位 唱 胞 是 晶体 内 部 结构 的 一 个 独立 的 空间 单元 , 它 代 表 了 晶体 结构 的 
全 部 结构 特征 和 对 称 特征 。 晶 体内 部 结构 只 是 无 限 多 个 单位 晶 胞 在 三 维 方向 上 的 
无 限 堆积 , 相 邻 唱 胞 之 间 只 是 一 个 周期 平移 的 关系 。 因 此 ,本 章 的 讨论 只 需要 在 一 
个 唱 胞 范围 内 进行 就 可 以 。 一 个 前 胞 内 各 个 对 称 元 素 相互 组 合 的 规律 足以 概括 整 
个 品 体 内 部 无 限 多 个 对 称 元素 之 间 组 合 的 规律 。 原 则 上 ,晶体 内 无 限 多 个 对 称 元 
素 中 任何 两 个 位 于 不 同 晶 胞 的 对 称 元 素 都 可 以 进行 组 合 ,它们 组 合 的 结果 必然 与 
同一 最 胞 内 两 个 相应 的 (周期 平移 所 相应 的 ) 对 称 元 素 组 合 的 结果 相同 ,其 差别 就 
仅仅 在 于 所 派生 的 对 称 元 素 在 位 置 上 具有 相应 的 周期 平移 。 

在 几何 章 体 学 中 我 们 也 详细 地 讨论 过 对 称 元 素 的 组 合 ,其 中 许多 组 合 的 规律 
仍然 适用 于 微观 空间 对 称 元 素 之 间 的 组 合 。 诸 如 , 偶 次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 将 派 
生出 对 称 中 心 ; 对 称 面 相交 将 会 导出 对 称 轴 ,等 等 。 为 了 避免 言 目 性 和 无 谓 的 重 
复 ,实际 上 我 们 下 面 的 讨论 也 是 按照 这 些 基 本 规律 的 特点 来 进行 的 。 但 是 在 下 面 
的 讨论 中 读者 将 会 发 现 , 在 晶 胞 中 微观 空间 对 称 元 素 之 间 组 合 规律 有 共有 自身 的 特 
殊 性 。 首先, 对 称 元 素 在 晶 胞 中 是 三 维 排 布 的 ,而 不 是 像 几 何 晶体 学 中 所 有 对 称 元 
素 都 相交 于 晶体 的 中 心 ( 重 心 )。 其 次 ,由 于 三 维 排 布 的 特点 ,以 及 许多 微观 空间 对 
称 元 素 具 有 平移 操作 的 复合 操作 特点 ,所 以 它们 之 间 组 合 的 结果 所 派生 出 的 对 称 


S20 


元 素 , 无 论 在 晶 胞 中 的 坐标 位 置 上 或 者 在 性 质 上 (对 称 元 素 的 种 类 和 是 否 具 有 平移 
操作 的 性 质 ) 都 完全 决定 于 初始 对 称 元 素 的 性 质 ( 种 类 和 平移 操作 性 质 ) 和 相互 之 
间 坐 标 位 置 。 

无 论 几何 晶体 学 中 的 对 称 元 素 或 在 晶体 内 部 微观 空间 中 的 对 称 元 素 , 在 特 
定 的 坐标 系 中 都 有 标记 它们 所 处 位 置 的 坐标 。 从 任意 点 出 发 ,通过 一 个 对 称 元 
素 ( 或 一 组 对 称 元 素 一 一 对 称 类 型 ) 的 对 称 操作 , 必 将 导出 一 组 具有 特定 坐标 的 
等 效 点 , 称 为 此 对 称 元素 ( 或 对 称 类 型 ) 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 很 自然 ,通过 一 组 
完整 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 坐标 之 间 的 相互 关系 ,可 以 推导 出 此 对 称 元 
素 ( 或 对 称 类 型 ) 在 特定 坐标 系 中 的 坐标 位 置 及 其 性 质 ( 对 称 元 素 的 种 类 和 平移 
操作 性 质 ) 。 在 特定 坐标 系 中 ,一 个 对 称 元 素 ( 或 对 称 类 型 ) 与 其 一 般 位 置 等 效 点 
系 是 相互 依存 .相互 表达 和 相互 决定 的 。 这 一 重要 原理 在 几何 晶体 学 有 关 宏 观 
对 称 原 理 的 讨论 中 已 被 广泛 应 用 。 在 微观 空间 对 称 原 理 的 讨论 中 也 将 广泛 运用 
这 一 原理 。 正 像 前 面 章节 所 表述 的 方式 一 样 , 下 面 的 有 关 讨 论 也 是 以 图 形 方式 
和 坐标 推导 方式 表达 在 单位 晶 胞 中 的 对 称 元 素 , 以 及 它们 (对 称 类 型 ) 的 一 般 位 
置 等 效 点 系 的 坐标 位 置 。 


2.4.2 对 称 轴 与 对 称 面 垂直 相交 


在 几何 草 体 学 中 已 讨论 过 ,一 个 偶 次 对 称 轴 与 对 称 面 垂直 相交 ,必然 在 交点 上 
派生 一 个 对 称 中 心 , 其 着 过 程 也 是 成 立 的 , 即 对 称 面 与 对 称 中 心 的 存在 ,证 明 与 对 
称 面 垂直 的 应 是 一 个 偶 次 轴 , 而 偶 次 轴 与 对 称 中 心 组 合 将 会 导出 一 个 与 偶 次 轴 重 
直 的 对 称 面 。 在 微观 空间 中 ,参加 组 合 的 两 个 对 称 元 素 并 不 一 定 相交 ,组 合 所 派生 
的 对 称 元 素 也 不 一 定 与 初始 对 称 元 素 相交 。 派 生 新 的 对 称 元 素 , 其 性 质 及 位 置 均 
由 两 个 初始 对 称 元 素 的 性 质 及 其 相对 空间 位 置 所 决定 。 此 外 ,在 几何 晶体 学 中 已 
经 指出 , 奇 次 (三 次 ) 轴 与 对 称 面 垂直 相交 结果 是 已 知 的 六 次 反 伸 轴 5。 


2.4.2.1 二 次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 


在 晶体 点 阵 中 二 次 轴 必 定 平行 (或 重合 ) 于 阵 点 列 , 而 且 与 阵 点 面 族 垂直 ,因而 
一 般 情 况 下 在 单位 唱 胞 的 坐标 系 中 二 次 轴 是 与 一 个 坐标 轴 平 行 ,并 同时 垂直 于 其 
他 两 个 坐标 轴 。 这 里 以 单 斜 晶 系 为 例 , 即 < 天 6 尖 c,a 一 7 一 90",8>90"。 其 他 唱 系 
的 情况 如 正 交 晶 系 等 也 可 以 由 此 推论 。 

让 初始 的 二 次 旋转 轴 2(0y 0) 在 单 斜 唱 系 的 唱 胞 中 与 了 轴 重合 ,而 且 垂 直 于 
坐标 轴 XX,Z。 从 任意 点 zx,y,z 出 发 ,初始 二 次 旋转 轴 2(0y 0) 应 有 等 效 点 zy yyzi 
工 ,y, 儿 。 参 加 组 合 的 初始 滑 移 面 x(z0z) 与 初始 二 次 旋转 轴 垂 直 目 通过 坐标 原点 。 
通过 n(x0z) 的 对 称 操作 , 原 有 的 两 个 等 效 点 将 导出 相应 的 对 称 等 效 点 1/2 十 x,5， 
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17/2 十 zx 和 1/2 一 z,y,1/2 一 z。 全 部 4 个 等 效 点 是 经 2(00y0) 和 2z(Cz0z) 充 分 对 称 操 
作 后 ,代表 了 它们 组 合 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 由 这 一 般 位 置 等 效 点 系 4 个 等 效 点 
之 间 的 对 称 关系 ;ZX,y,z 与 1/2 一 x，y,1/2 一 z;T,y,Y 与 1/2 十 Xx,5,1/2 十 z 可 以 指 
出 等 效 点 之 间 存 在 对 称 中 心 1(abc) ( 它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 坐 标 为 zx,y,z;2a 一 
工 ,26 一 y,2c 一 z) ,不 难 算出 派生 的 对 称 中 心 在 3 个 坐标 轴 上 的 截 上 距 为 < 一 1/4,2 一 
0,c 二 1/4[ 见 图 2-4-1Ca)]。 由 此 可 知 二 次 旋转 轴 2(0y0) 与 滑 移 面 x(z0z) 垂 直 相 
交 , 派 生出 来 的 对 称 中 心 ( 在 图 中 以 国际 符号 1 表示 ) 沿 着 滑 移 面 所 具有 的 平移 操 
作 的 方向 /4 十 t./4 离开 初始 对 称 元 素 的 相交 点 。 


图 2-4-1 二 次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 组 合 
(a) 2(0 y 0) 与 n(x 0 z); (b) 21(0 y 0) 与 a(xr 0 zx) 


图 2-4-1(b) 给 出 了 二 次 螺旋 轴 2 (0y0) 与 滑 移 面 cCz0z) 垂 直 相 交 组 合 的 结 

果 。 图 中 以 图 形 符号 标 出 初始 对 称 元 素 及 一 般 位 置 等 效 点 系 在 晶 胞 中 的 分 布 , 派 

生 的 对 称 中 心 以 国际 符号 1 表示 , 以 便 区 别 。 为 了 帮助 读者 掌握 组 合 的 规律 ,图 
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2-4-1(b) 给 出 了 一 般 位 置 等 效 点 系 坐 标 与 对 称 元 素性 质 及 其 坐标 位 置 的 相互 
从 上 述 例子 的 推导 和 图 2-4-1(a) 及 (b) 可 以 推 知 ,二 次 轴 与 对 称 面 垂 直 相 
交 组 合 , 所 派生 的 对 称 中 心 的 坐标 位 置 与 它们 相交 点 之 间 的 移动 有 如 下 规律 :新 
派生 的 对 称 中 心 离开 二 次 轴 与 对 称 面 相交 点 的 平移 ,是 由 初始 对 称 元 素 所 具有 
的 平移 操作 性 质 所 决定 的 。 对 称 中 心 从 相交 点 平移 的 方向 与 初始 对 称 元 素 所 具 
有 的 平移 操作 方向 相 一 致 ,其 平移 量 为 平移 操作 的 平移 量 的 一 半 。 如 图 2-4-1 
(a) 所 示 , 二 次 旋转 轴 2(0y0) 与 滑 移 面 n(x0z) 相 交 于 坐标 原点 (000)。 由 于 滑 
称 面 n(x0z) 具 有 平移 操作 的 复合 对 称 操作 ,其 平移 操作 量 为 /2 十 t./2, 因 而 派 
生 的 对 称 中 心 将 以 (&/2 十 tk/2)/2 的 平移 矢量 从 相交 点 坐标 (000) 平 移 至 (1/4 0 
1/4), 即 上 述 推 导出 的 对 称 中 心 为 1(1/4 0 1/4)。 又 如 图 2-4-1(b) 所 示 , 二 次 
螺旋 轴 2 (0y0) 与 滑 移 面 a(x0z) 相 交 于 (000) 位 置 。 由 于 二 次 螺旋 轴 21(0y0) 
具有 沿 轴 平 移 操 作 量 为 /2 的 复合 对 称 操作 ,而 滑 移 对 称 面 a(x0z) 又 具有 平移 
操作 量 为 /2 的 复合 对 称 操作 ,因而 派生 的 对 称 中 心 将 以 C(t/2 十 6/2)/2 的 平 
移 矢 量 离开 相交 点 (000) ,平移 到 (1/4 1/4 0) 的 位 置 。 

这 里 提醒 读者 ,新 派生 的 对 称 元素 ( 这 里 所 讨论 的 对 称 中心 以 及 往 后 可 能 遇 到 
的 各 种 派生 的 对 称 元 素 ) 在 唱 胞 中 都 遵循 以 前 章节 中 所 论述 的 周期 排 布 规 律 和 它 
们 与 周期 平移 组 合 的 规律 ,以 后 不 再 著述 。 

上 述 关 于 派生 对 称 中 心 的 位 置 从 相交 点 平移 的 规律 ,不 仅 对 于 二 次 对 称 轴 与 
对 称 面 垂直 相交 的 情况 ,而 且 对 于 下 面 各 种 偶 次 的 ( 具 二 次 轴 性 质 的 ) 高 次 对 称 轴 
情况 都 是 适用 的 。 实 际 上 这 一 规律 在 微观 空间 对 称 原理 中 具有 普遍 性 。 从 原理 上 
说 ,在 晶 胞 中 (仍然 在 晶体 内 部 结构 中 ) 任 意 两 个 对 称 元 素 组 合 , 所 派生 的 对 称 元 素 
的 性 质 ( 种 类 及 平移 操作 性 质 ) 及 其 坐标 位 置 都 毫 无 例外 地 决定 于 初始 对 称 元 素 的 
性 质 和 它们 在 唱 胞 中 相互 之 间 的 空间 位 置 。 此 外 ,对 称 元 素 与 周期 平移 的 组 合 (第 
三 章 ) ,以 及 对 称 元 素 与 非 初 基 平移 的 组 合 ( 第 六 章 ) 都 遵循 着 与 此 类 似 的 规律 。 


2 4.2.2 四 次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 


四 次 轴 只 存在 于 四 方 唱 系 或 立方 唱 系 。 这 里 以 四 方 晶 系 为 例 , 四 次 轴 在 唱 胞 
中 (一 0 关 c,o 一 6 一 7 一 90 ) 平 行 于 坐标 系 的 轴 并 与 周期 平移 及 垂直 ,这 里 
周期 | | 与 周期 | 名 | 相等 。 参 加 组 合 的 对 称 面 自然 与 周期 平移 人 及 t 相 平行 。 

在 微观 空间 对 称 中 ,四 次 轴 可 以 有 四 次 旋转 轴 4, 四 次 反 伸 轴 4 和 四 次 螺旋 轴 
41,4s,4, 共 5 种 。 而 对 称 面 可 以 是 普通 对 称 面 7 和 请 移 对 称 面 ac,p,c,xz( 这 里 ,d 
滑 移 面 必 定 是 两 对 垂直 相交 地 出 现 , 在 此 不 可 能 单一 地 出 现 )。 

首先 ,垂直 于 < 轴 不 可 能 出 现 c 滑 移 面 。 此 外 ,由 于 滑 移 面 a 和 5。 都 具有 单 向 
平移 操作 的 性 质 , 无 论 单个 或 两 者 同时 垂直 于 4 或 4 或 4 都 将 直接 破坏 这 些 四 次 
对 称 轴 所 固有 的 对 称 特 征 。 因 而 它们 之 间 的 组 合 是 不 可 能 存在 的 。 下 面 将 对 可 能 
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的 组 合 分 别 给 予 一 些 讨论 。 

1. 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 普通 对 称 面 ma(CZzy0) 符 直 相 交 如 图 2-4-2 所 示 ， 
初始 对 称 元 素 都 不 具有 任何 平移 操作 的 性 质 ,所 以 它们 组 合 派 生 的 对 称 中 心 
1(000) 就 落 在 其 相交 点 上 ,并 不 发 生平 移 。 


图 2-4-2 4(00z) 与 m(zy0) 垂 直 相 交 组 合 


2. 四 次 螺旋 轴 4,(00z) 与 普通 对 称 面 m(zxy0) 重 直 相 交 由 于 四 次 螺旋 轴 
4z 包含 着 二 次 旋转 轴 2 的 性 质 , 它 绕 轴 旋 转 180" 并 没有 沿 轴 平 移 操 作 量 (平移 一 
周期 t 等 于 没有 平移 ) ,所 以 两 个 初始 对 称 元 素 都 不 具有 使 派生 的 对 称 中 心 从 相 
交点 (000) 平 移 的 矢量 。 如 图 2-4-3 所 示 , 派 生 的 对 称 中 心 1(000) 就 落 在 初始 对 
称 元 素 的 相交 点 上 。 

3. 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 滑 移 面 n(zy0) 重 直 相交 。” 滑 移 面 n(zxy0) 具 有 平移 
操作 性 质 的 复合 操作 ,其 平移 操作 为 /2 十 t/2。 如 图 2-4-4 所 示 , 派 生 的 对 称 中 
心 1(1/4 1/4 0) 以 平移 矢量 (t/2 十 /2)/2 从 初始 对 称 元 素 相交 点 (000) 平 移 至 
(1/4 1/4 0) 位 置 。 此 外 ,四 次 旋转 轴 4(00z) 与 单独 一 周期 平移 或 组合 ,在 半 
周期 位 置 上 所 派生 的 二 次 旋转 轴 在 此 唱 胞 中 演变 成 四 次 反 伸 轴 4(1/2 0 z) 或 4(0 
1/2 z) ,其 结果 示 于 图 2-4-4。 不 言 而 喻 ,如 果 将 四 次 反 伸 轴 4 与 滑 移 面 n 作为 初 
始 的 对 称 元 素 垂 直 相 交 , 而 且 相 交点 正好 落 在 4 轴 的 反 伸 操作 的 假想 点 上 ,那么 组 
合 的 结果 必然 与 图 2-4-4 一 样 , 只 是 坐标 系 原 点 作 相应 的 平移 。 

4. 四 次 螺旋 轴 42(00z) 与 滑 移 面 W(zy0) 重 直 相 交 ”如 上 述 所 指出 的 , 滑 移 面 
n(xzy0) 具 有 平移 操作 /2 十 /2 的 性 质 , 而 四 次 螺旋 轴 4: (00z) 对 于 绕 轴 旋 转 180" 没 
有 实质 性 的 平移 操作 。 派 生 的 对 称 中 心 1(1/4 1/4 0) 以 平移 矢量 (人 /2 十 外/2)/2 
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图 2-4-4 4(00z) 与 n(xy0) 垂 直 相 交 组 合 


从 初始 对 称 元 素 相 交点 (000) 平 移 到 (1/4 1/4 0) 位 置 上 (图 2-4-5)。 


图 2-4-5 4:(00z) 与 2aCzy0) 垂 直 相 交 组 合 


同 理 , 如 果 将 四 次 螺旋 轴 42C00z) 与 单独 一 个 周期 平移 或 组 合 ,在 半 周 期 
位 置 上 所 派生 的 二 次 旋转 轴 在 此 组 合 中 演变 成 四 次 反 伸 轴 4(1/2 0 xz) 
或 4C0 1/2 z)。 

很 显然 ,如 果 将 四 次 反 伸 轴 4 与 滑 移 面 作为 初始 对 称 元 素 垂直 相交 ,相交 
点 落 在 四 次 反 伸 轴 上 距离 反 伸 操作 假想 点 为 t/4( 沿 对 称 轴 方向 1/4 周期 ) 的 位 
置 , 它 们 的 组 合 结果 亦 必然 派生 出 如 图 2-4-5 一 样 的 四 次 螺旋 轴 4 。 值 得 读者 
注意 的 是 如 果 将 四 次 反 伸 轴 4 和 滑 移 面 ”作为 初始 对 称 元 素 垂 直 相 交 , 由 于 滑 
移 面 n(xy0) 相 交 于 对 称 轴 的 位 置 不 同 ,组 合 所 得 结果 完全 不 同 。 如 果 相 交点 落 
在 四 次 反 伸 轴 的 假想 反 伸 点 上 ,其 组 合 结 果 将 派生 出 如 图 2-4-4 的 四 次 旋转 轴 
4。 如 果 相 交点 落 在 距离 假想 反 伸 点 1/4 周期 位 置 上 ,将 派生 出 如 图 2-4-5 所 示 
的 四 次 螺旋 轴 ( 如 果 将 图 2-4-5 的 坐标 原点 平移 k/4 所 显示 的 对 称 图 形 将 更 为 
直观 一 些 ) 。 

5. 四 次 螺旋 轴 41 (或 43 ) 与 滑 移 面 4 或 垂直 相交 由 于 四 次 螺旋 轴 4 或 
43 都 具有 以 1/4 周期 绕 轴 螺旋 方向 性 ,所 以 , 若 与 普通 对 称 面 m 或 具有 双 轴 向 平 
移 操作 性 质 的 滑 移 面 ” 垂直 相交 都 会 破坏 沿 轴 螺 旋 1/4 或 3/4 周期 的 对 称 等 效 关 
系 。 同 样 ,它们 也 不 能 与 单独 一 个 具有 单 轴 向 平移 操作 性 质 的 滑 移 面 a 或 2 垂直 
相交 组 合 ,因为 单独 一 个 具有 单 轴 向 平移 操作 性 质 的 a 或 6 滑 移 面 将 会 破坏 四 次 
轴 自 身 固有 的 特性 ( 绕 轴 旋 转 四 次 对 称 )。 但 是 , 正 因为 滑 移 面 a 及 4 都 具有 单 轴 


向 平移 操作 性 质 ,而 且 它 们 之 间 平 移 方向 差 90 , 即 垂直 正 交 。 所 以 ,只 要 滑 移 面 a 
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及 5 同时 出 现 ,而 且 平 行 相隔 1/4 周期 ,这 样 一 组 相隔 t/4 的 滑 移 面 (zy0) 和 
pz y 1/4) 是 可 以 成 功 地 与 四 次 螺旋 轴 4 (00z) 和 4sC00z) 垂 直 相 交 组 合 的 ,如 图 
2-4-6 所 示 。 从 组 合 的 结果 可 以 断定 ,在 这 一 组 合 中 ,四 次 螺旋 轴 41 和 4 是 互 为 
派生 共存 在 的 , 即 以 4 为 初始 轴 , 则 派生 出 4 轴 ; 反 之 以 4 为 初始 轴 , 则 派生 出 
4 办 ,它们 之 间 沿 晶 胞 基本 周期 平移 志和 所 方向 相隔 半 周 期 。 


图 2-4-6 四 次 螺旋 轴 4， 和 4; 与 滑 移 面 a 和 2 同时 组 合 


从 对 称 等 效 点 的 排 布 可 以 看 出 ,图 2-4-6 所 示 的 组 合 ,其 结果 是 一 个 具有 (t。 
十 十 t.)/2 非 初 基 平 移 矢 量 的 复 格子 唱 胞 ,是 一 个 体 心 格子 的 晶 胞 。 正 因 如 此 ， 
在 此 晶 胞 中 对 称 元 素 的 派生 共存 现象 十 分 复杂 :假想 反 伸 点 位 置 不 同 的 两 种 四 次 
反 伸 轴 4 和 两 种 四 次 螺旋 轴 41 和 4 相互 平行 地 派生 共存 ; 滑 移 面 a 和 2 相隔 1/4 
周期 派生 共存 ;不 同位 置 的 对 称 中 心 1 派生 共存 。 有 关 由 于 非 初 基 平 移 致 使 对 称 
元 素 派生 共存 的 问题 将 在 第 五 章 中 详细 讨论 。 


2.4.2.3 六 次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 


六 次 轴 只 出 现 于 六 方 晶 系 。 六 方 晶 系 的 晶 胞 ( 即 通常 及 取向 的 单位 晶 胞 ) 特 
征 为 < 二 0 天 ca 一 6 一 90 ,) 一 120"。 特 征 对 称 元 素 的 六 次 轴 在 互 晶 胞 中 与 坐标 轴 
和 Z 重合 , 且 与 坐标 轴 X,Y 垂直 。 参 加 组 合 的 对 称 面 与 X. 了 轴 平 行 。 

六 次 轴 中 六 次 螺旋 轴 61 ,6: ,6, 和 6s 具有 沿 轴 方 向 平移 1/6 或 1/3 ,或 2/3, 或 
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5/6 周期 的 螺旋 操作 性 质 , 而 任何 对 称 面 与 它们 垂直 相交 都 将 直接 破坏 它们 这 种 
特定 平移 操作 性 质 所 引起 的 对 称 等 效 关 系 , 因而 在 与 对 称 面 垂直 相交 的 组 合 中 不 
可 能 出 现 六 次 螺旋 轴 61 ,6: ,64 及 6s 。 

在 日 取向 的 晶 胞 中 ,基本 周期 平移 与 相 交 120 ,它们 与 对 角 线 周期 平移 
相交 60"。 由 于 具有 平移 操作 性 质 的 各 种 滑 移 面 a,b 和 nn 及 d 只 具有 一 个 方向 的 
平移 矢量 ,无 论 如 何 组 合 都 无 法 满足 绕 轴 旋 转 的 六 次 对 称 , 因 而 它们 不 可 能 出 现在 
与 六 次 轴 垂 直 相 交 的 组 合 。 

可 能 组 合 的 就 只 有 下 面 两 种 情况 : 

1. 六 次 旋转 轴 6(00z) 与 普通 对 称 面 M(Czy0) 重 直 相 交 如 图 2-4-7 所 示 ， 
它们 组 合 的 结果 十 分 简单 。 由 于 初始 对 称 元 素 并 无 任何 平移 操作 的 性 质 , 所 派生 
的 对 称 中 心 1(000) 就 落 在 相交 点 上 。 在 唱 胞 中 六 次 旋转 轴 6(00z) 与 两 个 周期 平 
移 忆 与 妇 十 tk 或 者 必 与 女 十 如 同时 组 合 , 在 (2/3 1/3 zx) 或 者 在 (1/3 2/3 z) 位 置 上 
应 派生 出 三 次 旋转 轴 3。 但 是 它们 与 晶 胞 中 的 对 称 面 m(zxy0) 复 合 后 ,演变 成 六 次 
反 伸 轴 6( 见 图 2-4-7)。 


图 2-4-7 六 次 旋转 轴 6 与 对 称 面 m 垂直 相交 组 合 


2. 六 次 螺旋 轴 63(00z) 与 普通 对 称 面 ma(zZy0) 重 直 相 交 由 于 六 次 螺旋 轴 
6 具有 二 次 螺旋 轴 2 的 性 质 , 派 生 的 对 称 中 心 1 与 初始 对 称 元 素 相 交点 的 位 置 存 
在 着 沿 轴 方 向 1/4 周期 ( 即 《/4) 的 平移 。 为 了 使 对 称 中 心 落 在 坐标 系 原 点 (000) 
上 ,在 图 2-4-8 中 让 对 称 面 的 位 置 由 (zy0) 沿 轴 平 移 1/4 周期 , 即 m(xy1/4)。 此 
外 , 晶 胞 中 位 于 (2/3 1/3z) 及 (1/3 2/3z) 的 派生 三 次 旋转 轴 与 晶 胞 中 的 对 称 面 
复合 而 演变 成 六 次 反 伸 轴 6, 如 图 2-4-8 所 示 。 
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图 2-4-8 六 次 螺旋 轴 6; 与 对 称 面 m 垂直 相交 组 合 


2.4.3 对称 面 与 对 称 面 相交 


几何 晶体 学 已 经 指出 ,2 对 称 面 以 w 角 相交 , 沿 相 交 轴 线 将 出 现 基 转角 为 a 二 
2w 的 对 称 轴 , 其 轴 次 为 二 360/a, 并 且 组 合 的 最 终结 果 是 n 个 对 称 面 以 w 夹 角 相 
交 于 轴线 。 其 道 过 程 也 成 立 , 一 个 对 称 面 与 一 个 次 轴 平 行 相交 ,其 结果 必然 派生 
出 全 部 个 对 称 面 ,并 以 w 一 360 /2 夹 角 相交 。 

在 微观 空间 中 , 除 普 通 对称 面 m 外 , 滑 移 对 称 面 都 具有 平移 操作 性 质 的 复合 
操作 ,因而 它们 相交 组 合 之 后 ,其 平移 操作 的 性 质 就 决定 了 所 派生 的 次 轴 的 性 质 
( 沿 轴 平 移 操作 的 性 质 ) 及 其 水 平 位 置 。 具 体 说 ,那些 (全 部 ) 参 加 组 合 的 初始 对 称 
面 沿 轴 方 向 ( 即 相交 直线 ) 的 平移 操作 性 质 决定 了 派生 轴 的 性 质 ,而 它们 垂直 于 轴 
方向 的 平移 操作 性 质 就 决定 了 派生 轴 离 开 相 交 线 的 平移 方向 和 平移 量 。 

滑 移 面 4 是 一 种 十 分 特殊 的 滑 移 面 ,在 2. 6. 3 节 中 将 单独 对 它 作 一 些 必要 的 
讨论 。 在 对 称 元 素 的 组 合 中 ,特别 是 在 初 基 格 子 的 晶 胞 中 , 滑 移 面 4 并 没有 代表 
性 ,所 以 在 讨论 组 合 的 规律 性 时 ,通常 不 将 它 作 为 讨论 的 对 象 。 

除 滑 移 面 4 外 ,其 余 所 有 滑 移 面 的 复合 操作 ,其 平移 操作 的 平移 量 均 为 1/2 周 
期 。 很 显然 ,它们 相交 组 合 的 结果 , 沿 轴 方 向 ( 即 相交 直线 ) 的 综合 平移 将 是 1/2 周 
期 的 整数 倍 。 换 名 话说 , 沿 轴 方向 的 平移 要 不 是 1/2 周期 ,要 不 就 是 根本 没有 实质 
性 意义 的 整数 周期 的 平移 量 (整数 周期 对 于 晶 胞 内 的 对 称 元 素 组 合 是 没有 实际 意 
义 的 )。 已 经 知道 ,具有 沿 轴 平 移 量 为 1/2 周期 平移 操作 性 质 的 螺旋 轴 只 能 是 2, ， 
4z 及 6。 所 以 对 称 面 与 对 称 面 相交 的 组 合 只 能 满足 派生 旋转 轴 2,3,4,6 和 螺旋 
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轴 21 ,4 ,6s 的 条 件 。 

由 个 对 称 面 以 w 角 相 交 ( 相 交 于 轴线 ) 组 合 , 所 派生 的 对 称 轴 必 为 n 次 对 称 
轴 , 从 原理 上 已 十 分 清楚 ,在 几何 晶体 学 中 已 作 详细 讨论 。 而 个 参加 组 合 的 对 称 
面 在 沿 轴 方向 平移 操作 的 平移 量 是 如 何 决 定 派生 n 次 轴 的 性 质 呢 ? 这 里 作 一 些 一 
般 性 讨论 。 例 如 ,在 四 方 晶 系 晶 胞 中 4 个 滑 移 面 c[ 分 别 标记 为 (1), (2), (3),(4)j] 
分 别 以 w 二 45" 相 交 于 唱 胞 中 坐标 轴 Z, 如 图 2-4-9 所 示 。 滑 移 面 c 具有 沿 Z 轴 平 
移 上 /2 的 复合 操作 。 从 任意 点 zy,z 出 发 ,经 (2)? 滑 移 面 c 到 等 效 点 y,z,1/2 十 z， 
然后 经 (3) 滑 移 面 的 对 称 操作 到 等 效 点 y,z,z, 如 此 继续 直到 重复 ,全 部 如 图 所 示 
共 8 个 等 效 点 。 
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图 2-4-9 两 个 c 滑 移 面 以 45" 相 交 组 合 所 导出 的 全 部 共 4 
个 c 滑 移 面 及 其 组 合 的 一 般 位 置 等 效 点 系 


8 个 等 效 点 可 分 为 2 组 ,包含 初始 点 x,y,z 在 内 的 一 组 在 图 2-4-9 中 以 小 
黑 点 表示 , 男 一 组 4 个 等 效 点 以 小 圆 图 表示。 每 组 4 个 等 效 点 之 间 均 满足 与 坐 
标 轴 重合 的 四 次 旋转 轴 4(00z) 的 对 称 等 效 关系 。 两 组 等 效 点 之 间 在 Z 轴 方 
向 上 相差 kt/2 周期 ,这 正 是 滑 移 面 c 的 平移 操作 的 平移 量 。 从 图 中 可 以 直观 地 
看 到 ,第 一 组 等 效 点 (以 黑 点 表示 ) 中 初始 点 x,y,z 是 经 过 (2) 及 (3) 两 个 相 邻 的 
滑 移 面 c 的 对 称 操作 后 才 到 达 等 效 点 了 ,x,z。 其 中 ,通过 第 一 个 (2) 滑 移 面 c 的 
对 称 操作 后 ,等 效 点 y,x,1/2 十 z 与 初始 点 沿 c 轴 相差 /2, 它 并 不 是 初始 点 z， 
zx 的 四 次 轴 等 效 点 ,而 只 有 再 经 第 二 个 (3) 滑 移 面 c 的 对 称 操作 后 到 达 等 效 点 
了 , 工 , 之 , 它 才 是 初始 点 +,y,z 按 四 次 轴 对 称 操作 的 等 效 点 ,而 此 时 等 效 点 7,zyz 
与 等 效 点 y,X,1/2 十 x 又 沿 c 轴 相差 /2。 如 此 回 到 与 初始 点 zx,y,zx 相同 的 高 
度 。 由 此 可 见 , 上 述 两 组 四 次 轴 等 效 点 中 ,每 组 等 效 点 内 按 四 次 轴 对 称 操作 , 依 
次 序 相近 的 两 个 等 效 点 之 间 , 例 如 x,y,z 与 了 ,zx,z 之 间 是 经 过 两 个 相 邻 对 称 面 
的 对 称 操作 后 才 达 到 四 次 轴 等 效 相关 的 。 可 以 理解 ,四 次 轴 的 基 转 角 为 c= 2uw， 
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故 只 有 通过 两 个 夹 角 为 w 的 对 称 面 方 能 满足 2w 的 绕 轴 旋转 的 条 件 。 通 过 上 述 
分 析 , 不 难 推断 ,由 7 个 对 称 面相 交 所 派生 的 n 次 轴 性 质 ( 沿 轴 方 向 的 平移 操作 
性 质 ) 是 由 它们 中 (任意 ) 两 个 相 邻 对 称 面 沿 轴 方 向 的 综合 平移 所 决定 的 。 这 一 
原理 对 于 下 面 2. 4. 4 节 中 个 二 次 轴 的 不 同 组 合 ,导出 具有 不 同性 质 的 nn 次 轴 ， 
在 原理 上 是 十 分 类 似 的 。 


2.4.3.1 两 个 对 称 面 以 90" 相 交 


两 个 对 称 面 以 w 一 90 垂直) 相交, 将 派生 出 基 转 角 为 一 180" 的 二 次 轴 , 二 次 
轴 的 性 质 由 两 个 对 称 面 沿 相 交 线 方向 的 综合 平移 量 所 决定 ,而 两 个 对 称 面 垂直 于 
相交 线 方向 的 综合 平移 量 决定 二 次 轴 离 开 相 交 线 的 平移 。 图 2-4-10 列 出 了 几 种 
典型 组 合 ,图 中 除 给 出 对 称 元 素 及 等 效 点 在 晶 胞 中 的 分 布 外 ,还 列 出 等 效 点 系 坐 标 
与 对 称 元 素 的 相互 关系 。 

图 (2) 是 在 唱 胞 中 两 个 普通 对 称 面 m(0yz) 与 m(x0z) 垂 直 相 交 。 由 于 两 个 对 
称 面 都 没有 任何 平移 操作 性 质 , 因此 组 合 结果 十 分 简单 ,派生 二 次 旋转 轴 2(00z)， 
并 与 对 称 面相 交 线 (00z) 重 合 。 

图 (b) 是 晶 胞 中 滑 移 面 x(0y) 和 c(z0z) 垂 直 相 交 。 两 个 初始 滑 移 面 都 具有 
沿 轴 方向 平移 操作 性 质 ,其 平移 量 都 分 别 为 k/2, 所 以 两 个 滑 移 面 沿 轴 方 向 的 综合 
平移 是 t/2 十 t./2 二 t.。 这 是 周期 平移 ,对 派生 轴 的 性 质 无 实际 意义 ,这 就 决定 派 
生 轴 为 二 次 旋转 轴 。 由 于 滑 移 面 nC(0yz) 沿 Y 轴 还 有 平移 操作 的 分 量 /2, 所 以 派 
生 的 二 次 旋转 轴 以 (4/2)/2 从 对 称 面 交 线 (00z) 平 移 到 (0 1/4 z) 位 置 。 为 此 , 滑 移 
面 x(0yz) 和 c(Cz0z) 垂 直 相 交 结果 派生 二 次 旋转 轴 2(0 1/4 z)，。 

图 (0) 是 晶 胞 中 两 个 滑 移 面 6C(0yz) 和 n(x0z) 垂 直 相交 于 (00z)。 两 个 滑 移 面 
中 滑 移 面 n(x0z) 包 含 着 平移 操作 t,/2 十 t./2, 其 中 具有 沿 轴 方 向 平移 分 量 t./2, 决 
定 派 生 轴 为 二 次 螺旋 轴 。 滑 移 面 5(0yz) 具 有 垂直 于 轴 方 向 的 /2 平移 操作 性 质 ， 
而 滑 移 面 n(x0z) 也 有 &/2 的 平移 操作 分 量 ,因而 所 派生 的 二 次 螺旋 轴 将 以 (ts/2 
十 /2)/2 从 两 个 滑 移 面相 交 线 (00z) 平 移 至 (1/4 1/4 z) 位 置 。 

图 (d) 是 表达 了 两 个 滑 移 面 6(0yz) 和 a(x0z) 垂 直 相 交 的 结果 。 由 于 两 个 滑 
移 面 都 没有 沿 轴 方向 的 平移 量 , 派 生 轴 自然 是 二 次 旋转 轴 。 滑 移 面 5(0yz) 具 有 
t,/2 的 平移 操作 性 质 , 而 滑 移 面 <Cz0z) 则 有 也 /2, 这 样 ,派生 的 二 次 旋转 轴 将 以 
(ta /2 十 b/2)/2 离开 相交 线 (00z) 平 移 至 (1/4 1/4 z) 位 置 。 


2.4.3.2 三 个 对 称 面 以 60" 相 交 


在 第 一 篇 几何 晶体 学 基本 原理 第 八 章 中 对 于 在 巨 取向 中 一 些 主要 唱 棱 指数 
和 剖面 指数 已 作 了 详细 的 介绍 ,特别 是 对 点 群 国际 符号 中 的 取向 已 给 予 详细 的 论 
述 ,在 此 不 再 歼 述 。 
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在 互 取向 的 晶 胞 中 以 60" 相 交 的 3 个 对 称 面 可 以 有 两 种 取向 :一 种 是 [100] 
取向 , 即 3 个 对 称 面 分 别 垂 直 于 晶 棱 [100],[110]j 和 [010]; 另 一 种 取向 是 L120] 
取向 , 即 3 个 对 称 面 分 别 垂 直 于 唱 棱 [120],[210] 和 [110] 方 向 。 在 几何 晶体 学 
的 宏观 对 称 中 ,例如 点 群 3ml 与 31m 是 完全 相同 的 一 个 点 群 3m。 而 在 微观 空 
间 对 称 中 P3ml 和 P31m 却 是 完全 不 相同 的 两 个 空间 对 称 群 ,其 差别 就 在 于 在 
五 取向 的 晶 胞 中 ,两 个 对 称 群 的 对 称 面 具有 上 述 两 种 不 同 的 取向 。 类 似 的 情况 
除 三 方 晶 系 外 还 有 诸如 点 群 4z2 与 42m 等 等 。 总 之 ,在 微观 空间 对 称 原 理 中 ， 
对 称 元 素 在 晶 胞 中 的 取向 是 极其 重要 的 。 在 以 后 的 讨论 中 将 会 涉及 许 许 多 多 有 
关 取 向 的 问题 。 

在 互 取 向 的 晶 胞 中 ,无 论 是 [100] 取 向 或 [120] 取 向 ,以 60" 相 交 于 三 次 旋转 轴 
3 的 3 个 对 称 面 必 须 属 于 同 种 性 质 的 对 称 面 , 只 有 这 样 才 能 满足 三 次 旋转 轴 3 的 
对 称 等 效 关系 。 具 体 说 ,如 果 垂 直 于 晶 棱 [120] 方 向 是 滑 移 面 ,那么 垂直 于 [210] 
及 [il0] 亦 自然 是 滑 移 面 <。 或 者 ,如 [100] 取 向 上 是 普通 对 称 面 mm, 则 垂直 于 
[100],[110],[010] 的 3 个 对 称 面 必然 都 是 普通 对 称 面 m。 这 一 组 合 规律 是 很 易 
理解 的 ,1 个 对 称 面 m 与 1 个 三 次 旋转 轴 3( 或 包含 三 次 旋转 轴 性 质 的 六 次 螺旋 轴 


除 此 之 外 还 有 男 一 种 情况 ,3 个 不 同性 质 的 ( 沿 轴 平移 性 质 相同 、 而 垂直 于 轴 的 平 
移 性 质 却 不 一 样 ) 对 称 面相 交 , 所 派生 的 三 次 旋转 轴 将 出 现 位 移 。 

此 外 ,在 以 后 第 六 章 有 关 非 初 基 格 子 的 讨论 中 ,读者 将 会 了 解 到 简单 格子 CP) 
的 互 取 向 晶 胞 是 包含 着 面 心 (C) 格 子 的 性 质 。 正 因 如 此 ,在 互 取向 晶 胞 中 无 论 
[L100] 取向 或 [120] 取 向 的 对 称 面 都 存在 着 两 种 对 称 面 派 生 共存 现象 , 即 两 种 对 称 
面 互 为 派生 的 关系 。 具 体 说 ,对 称 面 m 与 <(2) 平 行 相隔 1/4 周期 派生 共存 ;n 与 < 
平行 相隔 1/4 周期 派生 共存 。 这 样 就 不 难 理解 图 2-4-11 及 图 2-4-16 所 示 的 对 称 
元 素 在 晶 胞 中 的 复杂 排 布 了 。 

图 2-4-11 给 出 了 3 个 对 称 面 以 60 相交 的 可 能 组 合 ,其 中 图 (a) ,[120] 取 向 的 
3 个 普通 对 称 面 m 相交 ;图 (b),[100] 取 向 的 3 个 普通 对 称 面 m 相交 ;图 (c)， 
[120] 取向 的 3 个 滑 移 面 c 相交 ;图 Cd) ,[100] 取 向 的 3 个 滑 移 面 c 相交 。 图 中 组 
合 派 生 的 三 次 旋转 轴 以 国际 符号 3 表示 。 

图 2-4-11 所 示 的 派生 三 次 旋转 轴 3 都 是 由 3 个 性 质 完全 相同 的 对 称 面 (m 或 人 ) 
以 60 相交 组 合 的 结果 ,在 这 种 组 合 中 派生 的 三 次 旋转 轴 3 是 与 对 称 面 相交 直线 重合 
的 。 妃 一 种 情况 , 即 3 个 不 同性 质 ( 沿 轴 方 向 平移 性 质 必 须 一 样 , 仅 垂直 于 轴 方 向 的 
平移 性 质 不 同 ) 的 对 称 面 以 60 相交 于 直线 ,其 结果 派生 的 三 次 旋转 轴 将 从 相交 直线 
发 生平 移 , 平 移 的 方向 及 平移 量 是 由 初始 对 称 面 的 性 质 决定 的 。 下 面 对 图 2-4-11 
(a) 及 (co) 的 图 形 作 一 讨论 。 在 图 2-4-11(a) 中 除了 3 个 普通 对 称 面 m 相交 于 Z 轴 
上 , 即 (00z) 上 之 外 ,在 (1/20 z),(0 1/2 z) 和 (1/2 1/2 z) 等 位 置 上 都 存在 着 1 个 普通 
对 称 面 m 和 两 个 滑 移 面 a(5) 相 交 在 一 起 的 情况 。 同 样 ,在 图 2-4-11(c) 中 除了 3 个 
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滑 移 面 c 相交 于 (00z) ,并 在 此 相交 线 上 派生 三 次 旋转 轴 3(00z) 之 外 ,在 (1/2 0 z),(0 
1/2 x 和 (1/2 1/2 z) 位 置 上 还 存在 着 3 个 性 质 并 不 相同 的 滑 移 面 n 及 c 相交 一 起 的 
现象 。 下 面 分 别 将 这 两 种 组 合 重新 列 于 图 2-4-12, 并 进行 讨论 。 
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图 2-4-11 3 个 对 称 面 以 60 相交 组 合 
(a)31m 组 合 ;(b)3zzl 组 合 ;(c)31c 组 合 ; (d)3cl 组 合 


\ 
(4) \ Me 6) 


/x /x 
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图 2-4-12 不 同性 质 的 对 称 面 以 60 相交 组 合 的 两 种 例 举 


在 互 取 向 唱 胞 中 滑 移 对 称 面 wc 和 8 与 普通 对 称 面 m 共同 以 60" 相 交 于 
(1/2 1/2 z) 位 置 , 如 图 2-4-12(a) 所 示 , 以 任意 位 置 初始 点 1( 以 小 黑 点 表示 ) 经 普 
通 对 称 面 的 对 称 操作 ,其 等 效 点 在 位 置 2; 初 始点 1 经 滑 移 面 a(x 1/2 z) 对 称 操 
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作 后 ,其 等 效 点 位 于 3; 初 始点 1 经 滑 移 面 (1/2 y z) 对 称 操作 ,其 等 效 点 在 位 置 
4。 从 图 (a) 中 可 见 相交 于 (1/2 1/2 x) 直线 上 的 3 个 对 称 面 分 别 对 初始 点 1 给 以 对 
称 操作 后 ,所 得 的 对 称 等 效 点 分 别处 于 位 置 2,3,4。 这 3 个 等 效 点 之 间 的 相互 位 
置 表示 派生 的 三 次 旋转 轴 3(2/3 1/3 z) 是 位 于 (2/3 1/3 zx)。 由 此 可 知 ,由 于 相交 
对 称 面 所 具有 的 垂直 于 轴 方 向 的 综合 平移 量 , 使 派生 的 三 次 旋转 轴 3 由 相交 线 (1/ 
2 1/2 z) 平 移 至 (2/3 1/3 z) 位 置 。 图 2-4-12(b) 所 示 的 相交 组 合 与 图 2-4-12(a) 
所 讨论 的 情况 十 分 相似 ,读者 可 以 毫 无 困难 地 通过 等 效 点 的 推导 ,推断 出 派生 三 次 
旋转 轴 从 3 个 滑 移 面 (2 个 与 1 个 c 滑 移 面 ) 相 交 线 位 置 (1/2 1/2 z) 平 移 至 (2/3 
1/3 z)。 当 然 , 这 里 互 取向 唱 胞 中 的 三 次 旋转 轴 3(2/3 1/3 z) 也 可 以 通过 图 2-4- 
11(a),(b) 中 的 三 次 旋转 轴 3C00z) 与 周期 平移 t 和 十 同时 组 合 推导 出 来 ,其 
结果 与 这 里 对 称 面 组 合 的 结果 自然 应 该 一 致 。 


2. 4.3.3 四 个 对 称 面 以 4$ "相交 


在 几何 晶体 学 宏观 对 称 原理 的 有 关 讨 论 中 已 经 证 明 : 两 个 对 称 面 以 45 相交 
必然 导出 全 部 4 个 对 称 面 以 45 相交 于 一 直线 ,而 4 个 对 称 面 以 45" 相 交 于 一 直线 
也 必然 导出 四 次 轴 与 相交 直线 重合 。 同 理 四 次 轴 与 1 个 对 称 面 平行 相交 必然 导出 
上 述 同样 结 

在 四 方 唱 系 唱 胞 二 2 天 co 一 8 一 7 一 90 中 ,平行 于 坐标 轴 2 的 4 个 对 称 面 也 
有 两 种 互 不 等 效 的 取向 (请 参阅 第 一 篇 第 八 章 ) 。 一 种 是 L100] 取 向 ,两 个 完全 等 效 
的 (品系 特征 对 称 性 所 决定 的 等 效 关系 ) 对 称 面 分 别 垂 直 于 晶 棱 [100] 和 [010] 方 
向 ; 另 一 种 是 L110] 取 向 ,两 个 等 效 的 对 称 面 分 别 垂直 于 唱 棱 [110] 和 [I10]j。 两 种 
取向 的 对 称 面相 互 交 错 ,以 45 相交 于 与 坐标 轴 2 平行 (或 重合 ) 的 直线 。 顺 便 指 
出 ,在 四 方 晶 胞 中 由 于 L110] 取 向 具有 复 格 子 的 性 质 ( 请 参阅 本 篇 第 六 章 有 关 讨 
论 ), 所 以 在 此 取向 上 存在 着 对 称 元 素 派 生 共存 现象 。 

4 个 对 称 面 在 四 方 晶 系 晶 胞 中 以 45 相交 组 合 可 以 分 为 两 种 类 型 

1. 4 个 以 45 相交 的 对 称 面 都 没有 垂直 于 轴线 的 平移 操作 性 质 ”这 种 类 型 
的 组 合 ,其 结果 所 派生 的 四 次 轴 必 然 与 对 称 面相 交 线 重合 ,不 发 生 垂直 于 轴线 的 水 
平方 向 平移 。 所 派生 四 次 轴 的 性 质 决 定 于 上 述 两 种 取向 的 对 称 面 沿 轴 方 向 的 平移 
性 质 。 具 体 说 ,相互 交错 的 两 种 取向 对 称 面 都 没有 沿 轴 方向 平移 操作 性 质 或 者 它 
们 都 同时 具有 沿 轴 方向 平移 操作 性 质 ,相交 组 合 结果 将 派生 四 次 旋转 轴 4。 如 果 
其 中 一 种 取向 的 对 称 面 没有 ,而 另 一 种 取向 的 对 称 面 却 具有 沿 轴 方 向 平移 操作 性 
质 , 则 所 派生 的 将 是 四 次 螺旋 轴 4: 。 图 2-4-13 列 出 3 种 比较 典型 的 组 合 ,其 中 图 
(a) 中 [100] 及 L110] 两 种 取向 的 对 称 面 均 为 普通 对 称 面 m; 图 (b) 中 [100] 和 [110] 
取向 的 均 为 滑 移 面 c; 图 (c) 中 L100] 取 向 为 普通 对 称 面 mr, 而 [110] 取 向 为 
滑 移 面 。 

2. 4 个 以 45" 相 交 的 对 称 面 部 分 具有 重 直 于 轴线 方向 平移 操作 性 质 ”这 种 
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图 2-4-13 不 具有 垂直 于 轴 方 向 平移 操作 性 质 的 4 个 对 称 面 以 45 相交 组 合 例 举 


(a) mm 组 合 ;(b) cc 组 合 ;(c) mc 组 合 


类 型 组 合 ,所 派 牛 的 四 次 轴 将 不 会 与 对 称 面 相交 直线 重合 。 派 生 的 四 次 轴 离 开 相 
交 线 的 平移 方向 及 平移 量 将 由 初始 对 称 面 在 垂直 于 轴 的 平移 操作 性 质 所 决定 。 从 
派生 四 次 轴 离 开 相 交 线 的 平移 方向 分 析 , 可 以 分 为 两 种 情况 :一 种 是 沿 (等 效 于 
治 tb) 平 移 ; 另 一 种 是 沿 刀 十 名 方向 平移 。 它 们 的 平移 量 都 是 以 1/4 周期 离开 对 称 
面相 交 线 。 

(1) 第 一 种 情况 。 以 45 相交 的 4 个 对 称 面 中 ,L100j 取 向 的 两 个 等 效 对 称 面 都 
没有 垂直 于 轴 方 向 平移 性 质 , 而 [110] 取 向 的 两 个 等 效 对 称 面 都 具有 垂直 于 轴线 方 
向 平移 性 质 。 图 2-4-14 只 给 出 图 (a) 的 ma 组 合 和 图 (b) 的 mn 组 合 。 其 他 诸如 
ca(b) 组 合 、cn 组 合 等 就 留 给 读者 自己 进行 推演 ,在 图 2-4-14 中 不 再 列 出 了 。 图 
中 以 任意 初始 点 (以 小 黑 点 表示 ) 出 发 ,经 图 中 4 个 相交 于 (1/4 1/4 z) 直 线 的 4 个 
对 称 面 充 分 反复 的 对 称 操作 后 ,可 导出 对 称 等 效 点 在 唱 胞 中 如 图 2-4-14 所 示 的 排 
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布 。 从 对 称 等 效 点 在 唱 胞 中 的 位 置 关 系 ,很 容易 推断 ,在 图 Ca) 的 ma 组合 所 派生 
的 四 次 旋转 轴 4 以 /2 从 对 称 面相 交 位 置 (1/4 1/4 z) 平 移 到 (3/4 1/4 z) 位置。 
与 此 类 似 , 图 (b) 的 mn 组 合 结果 ,四 次 螺旋 轴 4 也 同样 从 4 个 对 称 面 相交 位 置 
(1/4 1/4 z) 平 移 至 (3/4 1/4 z) 。 


图 2-4-14 具有 垂直 于 轴 和 不 具有 垂直 于 轴 方 向 平移 性 质 的 对 称 面 以 45" 相 交 组 合 例 举 


(a) ma 组 合 ;(b) mn 组合 


(2) 第 二 种 情况 。 以 45 相交 的 4 个 对 称 面 中 ,[100] 取 向 的 两 个 等 效 对 称 面 都 
具有 垂直 于 轴线 方向 平移 性 质 。 但 是 L110] 取 向 的 两 个 对 称 面 并 非 是 性 质 相同 的 
对 称 面 ,而 是 两 个 互 为 派生 共存 的 对 称 面 (在 四 方 晶 系 唱 胞 中 [110] 取 向 具有 复 格 
子 性 质 ,因而 两 种 对 称 面相 隔 1/4 周期 派生 共存 )。 其 中 一 个 没有 ,而 另 一 个 却 具 
有 垂直 于 轴 方 向 平移 性 质 ,如 图 2-4-15 所 给 出 的 组 合 那样 。 图 中 任意 初始 点 以 小 


了 


图 2-4-15 具有 垂直 于 轴 方 向 平移 性 质 的 对 称 面 以 45" 相 交 组 合 例 举 
(a) nc(n) 组 合 ;(b) bc(n) 组 合 


Rs A 


黑 点 表示 ,经 4 个 以 45 相交 对 称 面 分 别 给 以 对 称 操 作 之 后 ,所 导出 的 4 个 对 称 等 
效 点 如 图 2-4-15(a) 和 (b) 所 示 。 通 过 4 个 对 称 等 效 点 在 唱 胞 中 的 排 布 ,十 分 直观 
地 指出 ,所 派生 的 四 次 旋转 轴 全 图 (a) 的 zc(2) 组 合 ] 和 四 次 螺旋 轴 和 44[ 图 (b) 的 be 
() 组 合 j 都 以 (ts 十 )/4 从 对 称 面相 交 线 位 置 (1/4 1/4 z) 平 移 至 (1/21/2z) 位 置 。 
这 种 平移 完全 是 由 于 4 个 初始 对 称 面 的 垂直 于 轴 方 向 平移 操作 性 质 所 引起 的 综合 
结果 。 


2.4.3.4 6 个 对 称 面 以 30 相交 


上 面 对 于 对 称 面 以 90" ,60 ,45 相交 组 合 已 作 详 细 讨 论 , 其 中 许多 原理 是 带 有 
共同 性 的 ,对 于 以 30 相交 组 合 也 十 分 适用 。 

在 互 取 向 晶 胞 (六 方 蝇 系 的 单位 唱 胞 ) 内 ,能 够 满足 六 次 绕 轴 旋 转 对 称 操作 的 
位 置 只 有 一 个 ,这 就 是 晶 胞 中 与 坐标 轴 Z 重合 的 轴线 (以 及 其 周期 平移 位 置 ), 即 
《00z) 人 位置。 只 有 这 一 轴线 才 垂 直 于 6 个 以 30" 相 交 的 等 同 周期 ,它们 依次 为 到 ,所 
十 , 包 , 一 ,一 (ti 十) ,一 。 只 有 六 次 反 伸 轴 6, 由 于 它 是 三 次 旋转 轴 3 与 对 称 
面 mr 的 复合 (垂直 相交 ) ,也 可 以 处 于 (2/3 1/3 z) 或 (1/3 2/3 z) 位 置 。 这 是 瓦 取 
向 晶 胞 的 一 个 十 分 重要 的 特征 。 它 对 理解 瓦 取向 晶 胞 中 对 称 元 素 的 分 布 规律 和 
对 称 元 素 组 合 规律 都 是 十 分 重要 的 。 

6 个 以 30 相交 的 对 称 面 在 玉 取向 唱 胞 中 分 别 属于 [100] 取 向 和 [120] 取 向 ， 
两 种 取向 各 3 个 等 效 的 对 称 面相 互 交 错 以 30" 相交 于 轴线 。 虽 然 [100] 取 向 和 
L120j] 取 向 在 五 取向 晶 胞 中 都 存在 着 复 格子 性 质 的 对 称 元 素 派生 共存 现象 ,但 是 
对 称 面 组 合 后 所 派生 的 六 次 轴 都 只 能 位 于 (00z)。 所 以 ,以 轴线 (00z) 为 相交 线 
的 6 个 对 称 面 均 不 可 能 有 垂直 于 轴线 的 平移 操作 性 质 , 否则 组 合 后 所 派生 的 六 次 
轴 将 会 从 相交 线 (00z) 离 开 ;@@ 相 交 于 其 他 位 置 ( 如 (1/2 0 z),(0 1/2 z),(1/2 1/2 
z) 直 线 的 6 个 对 称 面 ,它们 之 中 必定 有 垂直 于 轴线 方向 的 平移 操作 性 质 。 正 是 由 
于 它们 这 种 平移 操作 的 综合 , 才 导 致 它们 组 合 所 派生 的 六 次 轴 从 对 称 面相 交 线 平 
移 至 (00z), 而 不 可 能 是 别 的 结果 。 这 样 一 来 ,我 们 只 要 考察 第 一 种 情况 , 即 在 
(00z) 位 置 上 相交 的 情况 ,就 基本 可 以 了 解 全 貌 了 。 

2-4-16 分 别 列 出 4 种 典型 的 组 合 ,相交 于 (00z) 轴 线 上 的 6 个 对 称 面 是 由 
L100] 取 向 的 3 个 等 效 对 称 面 与 [L120] 取 向 的 3 个 对 称 面 相互 交错 ,以 30" 相 交 。 以 
[100] 和 [120] 取 向 的 对 称 面 的 性 质 , 亦 即 由 两 个 相 邻 交错 对 称 面 的 性 质 ,决定 了 对 
称 轴 的 性 质 。 在 图 2-4-16 中 分 别 给 出 了 mm 组 合 、cc 组 合 .cm 组 合 和 mc 组 合 。 
前 两 种 组 合 结果 派生 出 六 次 旋转 轴 6(00z), 后 两 种 组 合 结果 派生 出 六 次 螺旋 轴 
63《00z) ,其 推演 的 原理 在 前 面 已 作 了 类 似 的 讨论 ,在 此 不 再 歼 述 。 
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图 2-4-16 6 个 对 称 面 以 30" 相 交 组 合 例 举 


(a)mm 组 合 ;(b)cc 组 合 ;(c)cm 组 合 ;(d)zac 组 合 


2.4.4 二 次 轴 与 二 次 轴 的 组 合 
2.4.4.1 二 次 轴 与 二 次 轴 组 合 的 一 般 规律 


几何 晶体 学 有 关 宏 观 对 称 原 理 已 经 指出 两 个 二 次 旋转 轴 以 w 角 相 交 , 垂 直 于 
这 两 个 二 次 旋转 轴 且 通过 其 交点 的 轴线 上 将 出 现 基 转 角 为 a 二 2w 的 次 (n= 
360 /4) 旋 转轴 ,并 且 组 合 最 终 将 导出 全 部 ”个 二 次 旋转 轴 共 平面 地 以 w 角 相 交 于 
7 次 旋转 轴 。 另 一 个 组 合 过 程 当 然 也 成 立 , 个 二 次 旋转 轴 以 w 一 360*/2r 共 平 面 
地 相交 于 一 点 ,垂直 于 此 面 且 通过 相交 点 必然 派生 1 个 二 次 旋转 轴 。 同 理 ,1 个 
次 旋转 轴 与 1 个 二 次 旋转 轴 垂 直 相交 组 合 ,必然 导出 与 上 述 相 同 的 结果 。 

在 晶体 微观 空间 ,对 称 元 素 是 三 维 空间 排 布 ,不 再 相交 于 一 点 ， 对 称 轴 既 有 旋 
转轴 ,又 有 螺旋 轴 , 这 就 为 对 称 轴 的 组 合 增添 许多 风采 。 虽然 宏观 晶体 学 所 讨论 的 
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对 称 轴 组 合 的 基本 规律 并 无 改变 ,但 参加 组 合 的 那些 初始 对 称 轴 的 性 质 , 以 及 它们 
在 空间 排 布 的 相互 关系 却 决 定 着 派生 轴 的 性 质 和 坐标 位 置 。 

首先 ,我 们 设想 ”个 二 次 轴 分 别 垂直 相交 于 同一 条 轴线 ,它们 党 轴线 的 投影 是 
以 w 角 相 交 , 它 们 可 能 是 在 轴 上 相交 于 一 点 ,但 也 可 以 沿 轴线 相隔 i/u 周期 ,其 中 
是 沿 轴线 的 周期 ,而 x 是 整数 1,2,…,12。 如 果 引 用 2.1. 2 节 中 有 关 各 轴 次 螺旋 
轴 的 国际 符号 通用 表达 xz (已 指出 n 是 轴 次 ,m 是 螺旋 轴 的 右 下 标 , 表 达 7 次 螺旋 
轴 的 性 质 ) ,那么 这 里 的 整数 值 与 mr 将 有 4 二 2n/m 的 关系 。 不 难 理解 , 当 ? 个 二 
次 轴 以 w 二 360"/2n 垂直 相交 于 轴线 的 一 点 上 ,在 轴线 上 将 派生 nn 次 旋转 轴 。 如 果 
个 二 次 轴 以 w 王 360"/2n 并 沿 轴线 依次 相隔 i/u 垂直 相交 于 轴线 ,那么 在 轴线 上 
将 派生 7 次 螺旋 轴 ; ,其 中 尺 二 2n/u。 现 以 下 面 的 例子 讨论 m 二 2n/u 的 关系 。 

如 果 4 个 二 次 旋转 轴 沿 坐标 轴线 (00z) 相 隔 上 /8 周期 交 于 轴线 ,并 且 沿 轴线 
(00z) 投 影 中 4 个 二 次 旋转 轴 2 是 以 w 一 45 相交 ,如 图 2-4-17 所 示 ( 图 中 初始 的 二 
次 旋转 轴 以 图 形 符号 表示 )。 这 里 重复 提醒 一 名 ,二 次 旋转 轴 2 与 沿 轴线 (00z) 的 
周期 平移 上 组 合 将 在 此 周期 方向 相隔 半 周 期 位 置 上 平行 地 派生 出 同样 性 质 的 二 
次 旋转 轴 2( 请 参阅 2. 3. 1 节 ), 就 如 图 2-4-17 所 示 的 二 次 旋转 轴 排 布 。 此 时 , 沿 
轴线 (00z) 的 1 个 周期 内 不 是 有 4 个 ,而 是 共有 8 个 二 次 旋转 轴 相 隔 t./8 地 螺旋 排 
布 。 以 任意 位 置 初始 点 (1)( 以 小 黑 点 表示 ) 出 发 , 按 次 序 经 过 8 个 不 同 排 布 的 二 次 
旋转 轴 的 对 称 操 作 得 到 等 效 点 ,依次 为 (2),(3),(4),(5),(6),(7),(8)。 连 同 初始 
点 (1) 的 8 个 等 效 分 为 两 组 :(1),(3),(5),(7) 和 (2),(4),(6),(8) ,每 组 内 4 个 等 
效 点 之 间 的 对 称 关 系 都 指出 在 轴线 上 存在 派生 的 四 次 螺旋 轴 4 (00z)( 图 中 以 国 
际 符号 41 表示 ,以 便 区 别 )。 在 表达 四 次 螺旋 轴 41C00z) 的 两 组 一 般 位 置 等 效 点 系 
中 ,这 里 以 第 一 组 等 效 点 为 例 讨论 。 初 始点 (1) 依 次 到 等 效 点 (3) 时 ,必须 经 过 点 
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图 2-4-17 二 次 轴 组 合 派 生出 高 次 轴 示 意图 
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(2) ,从 C3) 到 (C5) 中 间 必 须 经 过 (4) 如 此 等 等 。 很 显然 表达 四 次 螺旋 轴 4 (00z) 的 
一 般 位 置 等 效 点 系 中 ,依次 两 个 等 效 点 之 间 经 过 了 相 邻 的 两 个 二 次 旋转 轴 对 称 操 
作 。 从 沿 轴 周 期 上 考察 ,其 结果 ,依次 两 等 效 点 之 间 沿 轴线 方向 的 平移 量 显 然 是 
二 次 轴 沿 轴线 相隔 距离 的 两 倍 , 即 2k/8。 这 样 的 平移 量 恰好 是 四 次 螺旋 轴 4 
(00z) 复 合 操 作 中 的 平移 操作 。 由 此 可 知 ,如 果 次 螺旋 轴 的 符号 为 7., 它 的 复合 
对 称 操作 中 的 沿 轴 平移 操作 为 m/n 周期 ,而 2 个 二 次 轴 以 1/u 周期 相隔 与 螺旋 轴 
zx 相交 ,那么 将 有 如 下 关系 表达 式 : 
m/n 二 2u 或 m= 2n/u (2. 4. 1) 

从 式 (2.4. 1) 很 容易 推断 ,二 次 轴 与 二 次 轴 的 各 种 不 同 的 排 布 方 式 所 导出 派生 
轴 将 有 不 同 的 性 质 。 

其 次 ,参加 组 合 的 初始 二 次 轴 , 既 可 以 是 没有 沿 轴 平 移 操 作 性 质 的 二 次 旋转 
轴 ，, 也 可 以 是 具有 沿 轴 平 移 操 作 性 质 的 二 次 螺旋 轴 。7? 个 二 次 轴 按 上 述 方式 组 合 
所 派生 n 次 轴 的 位 置 是 由 7 个 初始 二 次 轴 的 性 质 所 决定 的 ,派生 轴 离 开 轴线 的 平 
移 方向 及 平移 量 是 由 垂直 于 派生 轴 方向 的 综合 平移 量 所 决定 的 。 由 于 滑 移 面 复合 
对 称 操作 中 平移 操作 量 是 1/2 周期 ( 除 滑 移 面 4 外 ), 而 二 次 螺旋 轴 2; 也 是 具有 
1/2 周期 平移 操作 量 , 所 以 2.4. 3 节 对 称 面 与 对 称 面 相交 组 合 中 有 关 派 生 轴 发 生 
位 置 平移 的 规律 ,与 这 里 二 次 轴 组 合 的 规律 十 分 类 似 。 因 此 ,在 下 面 的 讨论 中 对 于 
派生 轴 离 开 轴 线 的 平移 规律 ,只 给 予 简单 的 叙述 。 


2. 4. 4.2 两 个 二 次 轴 以 90" 组 合 


正 交 坐标 系 的 晶 胞 对 于 二 次 轴 以 90" 组 合 的 讨论 是 有 代表 性 的 。 在 正 交 坐标 
系 中 无 论 初始 的 或 派生 的 二 次 轴 都 将 平行 于 坐标 轴 。 在 图 2-4-18 中 列 出 了 二 次 
轴 以 90 组 合 的 四 种 典型 情况 ,图 中 除了 对 称 元 素 在 晶 胞 中 的 排 布 和 一 般 位 置 等 
效 点 系 外 ,还 附 有 一 般 位 置 等 效 点 系 坐 标 与 二 次 轴 组 合 的 相互 表达 。 在 唱 胞 中 初 
始 二 次 轴 以 图 形 符号 表示 ,而 派生 二 次 轴 则 以 国际 符号 表示 ,以 便 区 别 。 

图 2-4-18(a) 是 初始 二 次 旋转 轴 2(z00) 与 二 次 旋转 轴 2(0y0) 以 90" 相 交 组 
合 。 由 于 它们 沿 轴线 (00z) 并 没有 相隔 距离 , 即 1/u==0, 所 派生 的 轴 自 然 是 二 次 旋 
转轴 2, 又 由 于 初始 的 两 个 二 次 旋转 轴 并 无 沿 轴 方向 平移 操作 量 ,所 以 派生 的 二 次 
旋转 轴 与 轴线 C00z) 重 合 , 即 2(00z)。 

图 2-4-18(b) 中 虽然 初始 的 也 是 两 个 二 次 旋转 轴 , 但 它们 并 非 相 交 于 一 点 ,而 
是 沿 轴线 (00z) 方 向 相隔 1/4 周期 , 即 v 一 4。 从 式 (2.4.1) 可 知 , 所 派生 的 是 二 次 
螺旋 轴 2 。 同 样 由 于 初始 轴 并 无 沿 轴 平 移 操作 性 质 , 故 所 派生 的 二 次 螺旋 轴 与 轴 
线 重 合 , 即 2 (00z)。 从 图 (b) 亦 可 推 知 , 2; (00z) 与 2(z00) 的 组 合 将 会 派生 出 
2(0y 1/4)。 如 此 等 等 。 

图 2-4-18(c) 中 的 组 合 是 比较 容易 理解 的 ,由 于 初始 轴 21 《x 1/4 0) 和 21(1/4 
> 0) 相 交 于 一 点 ,派生 的 必然 是 二 次 旋转 轴 2。 由 于 两 个 初始 的 二 次 螺旋 轴 都 具 
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有 沿 轴 平 移 操作 性 质 ,它们 的 综合 平移 量 为 /2 十 /2, 因 而 派生 的 二 次 旋转 轴 将 
从 轴线 位 置 (1/41/4z) 以 (kV/2 十 b/2)72 矢量 平移 到 (00z) 位 置 。 同 理 , 在 图 (c) 中 
三 个 以 90 组 合 的 二 次 轴 中 ,其 中 任何 两 个 的 组 合 都 必然 导出 如 图 所 示 的 结果 。 

图 2-4-18(d) 中 三 个 不 同 取向 的 二 次 螺旋 轴 2 Cx 1/4 0),2 (0 y1/4,20140 区 
在 晶 胞 中 的 排 布 十 分 有 意思 ,它们 以 90 组 合 但 并 不 相交 , 它们 恰到好处 地 相互 之 
间 相 隔 1/4 周期 ,无 论 从 哪 一 个 坐标 轴 投 影 ,对 称 轴 的 空间 排 布 都 完全 一 样 。 正 因 
如 此 ,上 述 3 个 中 任何 两 个 不 同 取向 的 二 次 螺旋 轴 的 组 合 结果 都 将 派生 出 第 三 个 
取向 的 二 次 螺旋 轴 。 


2.4.4.3 3 个 二 次 轴 以 60 组合 


如 前 所 述 , 在 互 取 向 晶 胞 中 垂直 于 坐标 轴 2 存在 着 两 种 不 同 取向 , 即 [100] 和 
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图 2-4-19 3 个 二 次 轴 以 60 组 合 例 举 
Ca)P3121;(b)3212 
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[120] 取 向 。3 个 二 次 轴 在 [100] 取 向 中 分 别 平行 (或 重合 ) 于 晶 棱 方向 [100]， 
[110] 和 [010] ,它们 之 间 将 是 等 效 的 ( 即 有 其 一 必然 有 其 他 ) 。 在 [120j] 取 向 中 3 个 
等 效 的 二 次 轴 分 别 平行 或 重合 于 等 效 的 晶 楼 方向 [120]、[210j 和 [110]。 此 外 ,五 
取向 晶 胞 内 ,无 论 [L100j 取 向 或 L120 取向 , 态 取向 晶 胞 固有 的 非 初 基 性 质 使 此 取 
向 上 的 二 次 旋转 轴 与 二 次 螺旋 轴 平 行 相隔 1/4 周期 派生 共存 (请 参阅 2. 5. 4.2 
节 )。 

图 2-4-19 给 出 两 个 组 合 的 例子 ,图 (a) 中 [100] 取 向 的 3 个 旋转 轴 以 60 相交 
于 轴线 (00z) 并 沿 轴线 相隔 1/6 周期 (以 右手 螺旋 上 升 t./6)。 在 (00z) 位 置 周围 的 
等 效 点 指出 了 派生 三 次 螺旋 轴 31500z) 的 存在 ,而 图 (b) 中 参加 组 合 的 初始 二 次 轴 
是 属于 L120j] 取 向 的 3 个 等 效 的 二 次 旋转 轴 。3 个 初始 二 次 旋转 轴 以 60 相交 于 轴 
线 (00z) ,并 沿 轴线 以 右手 螺旋 方向 相隔 1/3 周期 上 升 (直观 地 看 是 以 左手 螺旋 方 
向 相隔 1/6 周期 上 升 )。 围 绕 (00z) 位 置 的 等 效 点 指出 派生 三 次 螺旋 轴 3: (00z)。 
图 (a) 与 (b) 是 两 个 比较 有 代表 性 的 组 合 例子 。 还 有 许多 组 合 ,读者 都 可 以 用 类 似 
方式 加 以 推导 。 

图 2-4-20 是 以 图 2-4-19(a) 中 与 直线 (1/2 1/2 z) 位 置 组 合 的 3 个 二 次 轴 情 
况 , 对 派生 轴 的 位 移 进 行 讨论 。 图 中 , 两 个 二 次 螺旋 轴 和 一 个 二 次 旋转 轴 沿 直线 
(1/2 1/2 z) 相 隔 1/6 周期 以 右手 螺旋 上 升 。 沿 直线 (1/2 1/2 z) 投 影 ,3 个 二 次 轴 
以 60 相交 于 直线 。 可 以 推断 ,由 于 两 个 初始 的 二 次 螺旋 轴 都 具有 沿 轴 平 移 操作 
性 质 ,因而 派生 的 三 次 轴 将 以 它们 综合 的 平移 操作 发 生 位 置 平移 。 此 外 ,由 3 个 初 
始 二 次 轴 的 空间 排 布 可 以 判断 派生 轴 应 为 三 次 螺旋 轴 3: 。 图 中 以 任意 位 置 初始 
点 (以 小 黑 点 表示 ) 经 3 个 初始 的 二 次 轴 分 别 给 予 对 称 操作 ,从 而 得 到 如 图 所 示 的 
3 个 等 效 点 (以 小 圆圈 表示 ,以 便 区 别 ) ,它们 之 间 的 对 称 等 效 关系 指出 了 上 述 的 推 
断 是 正确 的 , 即 派生 轴 为 三 次 螺旋 轴 31, 并 从 (1/2 1/2 zx) 位 置 平移 到 (2/3 1/3 z) 
位 置 ,如 图 2-4-20 所 示 。 其 他 情况 的 组 合 ,可 以 同 理 类 推 。 


1/3 


图 2-4-20 派生 三 次 轴 的 位 移 
。 144。 


2. 4.4.4 ”四 个 二 次 轴 以 4$ 组合 


与 2.4.3 节 有 关 4 个 对 称 面 以 45 相交 组 合 的 情况 十 分 相似 ,组 合 结果 必然 导 
出 一 个 与 初始 组 合 的 4 个 二 次 轴 相 垂直 的 四 次 轴 。 派 生 四 次 轴 的 性 质 将 由 4 个 初 
始 二 次 轴 沿 派生 轴 方 向 的 空间 排 布 所 决定 ,而 派生 轴 的 位 置 则 由 初始 组 合 的 4 个 
二 次 轴 性 质 所 决定 。 

在 2. 4. 4. 1 节 中 ,对 二 次 轴 与 二 次 轴 组 合 的 一 般 规律 所 作 的 讨论 是 以 派生 四 
次 轴 为 例 ( 见 图 2-4-17) ,这 里 再 列举 几 种 组 合 情 况 ,以 加 深 理 解 。 

图 2-4-21(a)、(b) 及 (c) 的 组 合 中 ,初始 的 二 次 轴 均 是 二 次 旋转 轴 , 即 沿 派生 
轴 的 垂直 方向 并 无 平移 操作 的 性 质 , 所 派生 的 四 次 轴 不 会 出 现 位 置 平移 。 图 2-4- 
21 中 图 (a) 的 4 个 二 次 轴 沿 派生 轴 轴 线 方向 的 排 布 是 相隔 1/4 周期 , 即 “一 4, 由 式 
(2. 4. 1) 可 以 推 知 派生 轴 为 四 次 螺旋 轴 4:。 图 (b) 中 4 个 初始 二 次 轴 相 隔 3/8 周 
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图 2-4-21 4 个 二 次 旋转 轴 2 以 45 组 合 例 举 
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期 以 右手 螺旋 上 升 , 即 x 一 8/3 由 式 (2.4. 1) 可 知 派生 轴 为 四 次 螺旋 轴 4;。 不 难 理 
解 , 图 (c) 中 4 个 初始 轴 相 交 于 一 点 ,所 派生 的 应 为 四 次 旋转 轴 4。 当 然 ,从 图 2-4- 
21(a),(b),(c) 中 以 初始 二 次 轴 所 导出 的 8 个 对 称 等 效 点 ,也 可 以 直观 地 指出 派生 
轴 的 性 质 和 位 置 。 

上 述 四 个 以 45 组 合 的 初始 二 次 轴 分 别 属于 [100] 取 向 和 [110] 取 向 ,属于 
[100j 取 向 的 两 个 等 效 的 二 次 轴 分 别 平行 于 晶 棱 方向 L100] 和 [010], 而 属于 [110] 
取向 的 两 个 等 效 的 二 次 轴 分 别 平行 于 晶 棱 方向 [110] 和 [110]。 在 四 方 晶 系 的 晶 胞 
中 每 一 种 取向 的 两 个 二 次 轴 相 互 等 效 ,并 以 90 ` 相 错 ; 两 种 取向 的 二 次 轴 又 相互 相 
错 45 。 在 [100j] 取 向 上 的 二 次 轴 可 以 是 二 次 旋转 轴 , 也 可 以 是 二 次 螺旋 轴 , 而 在 
[110] 取 向 上 的 二 次 轴 却 是 二 次 旋转 轴 与 二 次 螺旋 轴 同 时 平行 共存 ,相隔 1/4 周 
期 。 这 是 由 于 [110] 取 向 在 四 方 晶 系 晶 胞 中 具有 复 格子 性 质 所 引起 的 对 称 元 素 派 
生 共存 现象 (请 参阅 2. 5. 4. 1 节 )。 由 此 可 知 ,以 45 组合 的 二 次 轴 中 无 论 是 哪 一 种 
取向 的 初始 轴 均 可 能 是 二 次 旋转 轴 , 也 可 能 是 二 次 螺旋 轴 。 在 图 2-4-21 所 示 的 组 
合 中 ,初始 轴 均 为 二 次 旋转 轴 , 派 生 的 四 次 轴 落 在 与 初始 轴 相 交 的 轴线 上 ,并 没有 
发 生 位 置 的 平移 。 

让 参加 组 合 的 4 个 初始 二 次 轴 中 包含 有 二 次 螺旋 轴 。 由 于 垂直 于 派生 轴 的 方 
向 (水 平方 向 ) 具 有 二 次 螺旋 轴 的 平移 操作 的 综合 平移 量 , 不 难 推 知 ,派生 的 四 次 轴 
将 可 能 发 生 位 置 平移 ,位 置 平 移 的 方向 及 平移 量 是 由 参加 组 合 的 初始 二 次 轴 平 移 
操作 性 质 综合 结果 所 决定 。 图 2-4-22(a) 及 (b) 给 出 两 个 比较 典型 的 组 合 。 图 (a) 
及 (b) 的 组 合 中 ,以 任意 初始 点 (以 小 黑 点 表示 ) 出 发 ,经 4 个 初始 二 次 轴 分 别 进行 
对 称 操作 后 ,导出 4 个 一 般 位 置 等 效 点 。 由 于 初始 的 4 个 二 次 轴 性 质 及 其 相 错 排 
布 不 同 ,图 (a) 中 4 个 对 称 等 效 点 指出 所 派生 的 是 四 次 旋转 轴 4, 它 从 初始 组 合 位 
置 (1/4 1/4 z) 沿 着 方向 平移 1/2 周期 到 达 位 置 (3/4 1/4 z), 而 图 (b) 中 4 个 对 
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图 2-4-22 派生 四 次 轴 位 置 平 移 例 举 
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称 等 效 点 指出 所 派生 的 是 四 次 螺旋 轴 4 。 它 从 组 合 位 置 (1/4 1/4 z) 沿 着 十 方 
向 平移 1/4 周期 ( 即 平移 量 为 /4 十 6/4) 到 达 (1/2 1/2 z) 位 置 。 在 初始 的 组 合 位 
置 (1/4 1/4 xz) 上 并 无 派生 的 四 次 轴 。 其 他 情况 的 组 合 , 读 者 可 以 按 同 样 原理 给 予 
推导 。 

2.4.4.5 6 个 二 次 轴 以 30 组 合 


在 互 取 向 唱 胞 中 6 个 初始 组 合 的 二 次 轴 分 别 属于 [100] 取 向 及 [120] 取 向 。 
每 一 种 取向 中 的 3 个 等 效 二 次 轴 以 60 相 错 相交 于 轴线 ,而 两 个 不 同 取向 的 二 次 轴 
又 以 30" 相 错 并 相交 于 同一 轴 钱 上 。 在 五 取向 晶 胞 中 无 论 [100] 取 向 或 [120] 取 向 
上 均 含 有 复 格子 性 质 ( 见 2. 5.4. 2 节 ), 所 以 它们 都 是 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 派 
生 共 存 。 但 是 ,如 前 面 已 指出 ,六 次 轴 在 互 取向 晶 胞 中 只 能 在 (00z) 位 置 上 , 即 与 
坐标 4 轴 重 合 。 为 此 ,与 轴线 (00z) 相 交 的 6 个 相 错 30" 的 二 次 轴 只 能 是 二 次 旋转 
轴 , 这 样 才 可 以 满足 在 轴线 (00z) 上 所 派生 的 六 次 轴 不 发 生 位 置 移动 。 读 者 在 唱 胞 
中 可 以 发 现 , 在 平行 于 (00z) 的 其 他 位 置 直线 上 还 有 各 种 6 个 二 次 轴 以 30° 的 组 合 ， 
例如 位 于 (1/2 0 zx),(0 1/2 x),(1/2 1/2 z) 等 的 直线 上 都 将 会 有 这 样 的 二 次 轴 以 
30 组 合 。 但 是 ,这 些 组 合 必然 包含 有 二 次 螺旋 轴 , 它 们 组 合 的 结果 所 派生 的 六 次 
轴 必 然 平移 到 轴线 (00z) 位 置 ,在 性 质 上 也 一 定 与 轴线 (00z) 上 的 六 次 轴 性 质 完全 
相同 。 

派生 六 次 轴 的 性 质 是 决定 于 那些 参加 组 合 的 初始 二 次 轴 沿 轴线 (00z) 上 的 排 
布 方式 ,它们 毫 无 例外 地 遵循 式 (2. 4. 1) 的 原理 。 不 言 而 喻 当 全 部 初始 二 次 轴 都 相 
交 于 一 点 上 ,这 样 的 组 合 所 派生 的 六 次 轴 将 是 六 次 旋转 轴 6。 如 果 初 始 二 次 轴 沿 
轴线 以 1/x 一 1/1 2 或 1/6 或 1/4 或 1/3 或 5/12 按 右手 螺旋 排 布 , 所 派生 的 六 次 
轴 将 分 别 为 六 次 螺旋 轴 61 ,6: ,6: ,6 和 65 。 为 了 加 深 对 组 合 的 理解 ,在 图 2-4-23 
《a 和 (b) 中 给 出 两 种 不 同 的 二 次 轴 沿 轴线 排 布 方式 ,并 以 初始 二 次 轴 对 称 操 作 导 
出 一 般 位 置 等 效 点 系 。 从 所 导出 的 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 ,读者 自然 理解 组 
合 所 派生 的 六 次 轴 分 别 为 六 次 旋转 轴 6(00z) 和 六 次 螺旋 轴 61(00z)。 图 中 的 派生 
六 次 轴 都 以 国际 符号 表示 。 至 于 6 个 二 次 轴 沿 轴线 的 其 他 排 布 方式 ,可 以 同 理 推 
导出 来 。 

在 图 2-4-23(a) 及 (b) 中 , 除 在 上 述 位 置 (00z) 轴 线 外 ,在 与 之 平行 相隔 /2 或 
bt/2 或 (& 十 )/2 位 置 上 , 即 在 (1/2 0 z),(0 1/2 z) 及 (1/2 1/2 z) 位 置 上 ,都 有 6 
个 二 次 轴 与 之 相交 。 它 们 组 合 的 结果 将 派生 出 与 (00z) 位 置 上 性 质 相 同 的 六 次 轴 ， 
而 且 由 于 参加 组 合 的 6 个 二 次 轴 中 包含 有 二 次 螺旋 轴 , 组 合 结果 所 派生 的 六 次 轴 
将 发 生 位 移 ,从 初始 的 直线 位 置 平移 到 轴线 (00z) , 即 与 在 轴线 (00z) 上 所 组 合 派生 
的 六 次 轴 完 全 重合 一 致 。 
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图 2-4-23 6 个 二 次 轴 以 30" 组 合 例 举 


2.4.5 二 次 轴 与 对 称 面 不 垂直 相交 
2.4.5.1 组 合 的 一 般 性 质 
几何 晶体 学 在 对 称 元 素 组 合 中 已 指出 ,二 次 轴 与 对 称 面 不 垂直 相交 组 合 后 将 


派生 n 次 反 伸 对 称 轴 。 基 于 同一 原理 ,二 次 轴 与 对 称 面 以 w 角 相 交 组 合 后 ,与 对 称 
面 平行 (或 重合 ) 且 垂直 于 二 次 轴 将 出 现 以 基 转 角 为 a 二 2w 的 n 次 反 伸 轴 。 派 生 的 
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反 伸 轴 是 否 发 生 位 置 平移 ,将 由 初始 二 次 轴 的 性 质 以 及 初始 对 称 面 在 水 平方 向 ( 即 
垂直 于 派生 的 反 健 轴 线 方向 ) 的 平移 性 岳 综合 决定 。 这 与 2.4.3 节 及 2.4.4 节 所 
论述 的 原理 十 分 相似 。 

在 宏观 对 称 原 理 中 ,二 次 轴 与 对 称 面 不 垂直 相交 所 派生 的 反 伸 轴 并 不 发 生 位 
置 平移 ,而 且 反 伸 轴 的 旋转 反 伸 对 称 操作 中 ,所 凭借 的 反 伸 操作 假想 点 一 定 是 同 二 
次 轴 与 对 称 面 的 相交 点 重合 。 在 微观 空间 对 称 原理 中 ,由 于 对 称 中 的 平移 操作 ,这 . 
里 所 讨论 的 反 伸 操作 假想 点 不 一 定 都 与 初始 二 次 轴 和 对 称 面相 交点 重合 , 反 伸 操 
作假 想 点 的 位 置 将 由 初始 对 称 面 在 垂直 方向 ( 即 沿 派生 反 伸 轴 的 轴线 方向 ) 的 对 称 
操作 人 性质 所 决定 。 具 体 说 , 当 参 加 组 合 的 初始 对 称 面 具有 沿 反 伸 轴 方 向 的 平移 操 
作 性 质 时 ,派生 反 伸 轴 的 反 伸 操作 假想 点 将 从 初始 二 次 轴 与 对 称 面相 交点 , 沿 反 伸 
轴 方 向 出 现 位 置 平移 。 

必须 指出 ,按照 国际 习惯 的 规则 ,这 种 对 称 组 合 类 型 ,n 次 反 伸 对 称 轴 的 反 伸 
操作 假想 点 都 应 选择 在 坐标 系 的 原点 上 ,或 落 在 与 反 伸 轴 所 垂直 的 坐标 轴 平 面 上 。 
换 句 话说 , 反 伸 操作 假想 点 应 尽量 使 之 落 在 与 反 伸 轴 平 行 的 坐标 轴 ( 通 常 是 Z 轴 ) 
的 零 高 度 上 ( 即 二 0)。 如 果 假 想 点 在 反 伸 轴 上 离 坐标 系 原点 的 距离 不 为 零 或 半 
周期 ,那么 在 图 中 应 标 出 它 的 高 度 。 

就 如 本 章 前 面 各 节 的 情况 一 样 ,这 类 组 合 的 另 一 过 程 也 是 成 立 的 , 即 以 初始 的 
! 次 反 伸 轴 与 一 个 二 次 轴 ( 二 次 旋转 轴 或 二 次 螺旋 轴 ) 以 垂直 方向 (相交 或 不 相交 ) 
组 合 ,或 者 次 反 促 轴 与 一 个 对 称 面 (普通 对 称 面 或 滑 移 面 ) 以 平行 方向 (相交 或 不 
相交 ) 组 合 ,最 终 必 然 导 出 这 一 类 组 合 的 同样 结果 。 


2.4.5.2 派生 四 次 反 伸 轴 的 情况 


四 次 反 伸 轴 只 能 存在 于 四 方 晶 系 和 立方 晶 系 之 中 。 在 四 方 晶 系 晶 胞 中 垂直 于 
坐标 系 和 。 轴 ( 即 四 次 轴 方 向 ) 存 在 着 两 种 不 同 的 取向 , 即 [100] 取 向 和 [110] 取 向 。 
[100] 取 向 中 [100] 与 [010] 是 完全 等 效 的 。[110] 取 向 中 [110] 与 上 10] 也 是 等 效 
的 。 两 种 取向 的 晶 棱 方向 相互 交错 45"。 此 外 ,在 [110] 取 向 上 由 于 它 具 有 复 格子 
性 质 , 因而 出 现 对 称 元 素 派生 共存 。 具 体 说 二 次 旋转 轴 与 二 次 螺旋 轴 相 隔 1/4 周 
期 互 为 派生 共存 ,对 称 面 mm 与 6 以 及 c 与 也 以 平行 相隔 1/4 周期 互 为 派生 共存 
(请 参阅 本 篇 第 六 章 有 关 讨 论 ) 

宏观 对 称 原 理 曾 经 指出 ,二 次 轴 与 对 称 面 以 45" 相 交 将 派生 出 四 次 反 伸 轴 。 
对 于 微观 空间 的 情况 ,在 四 方 晶 系 晶 胞 中 有 两 种 不 同 的 组 合 ,一 种 组 合 是 二 次 轴 以 
L100] 取 向 ,此 时 对 称 面 只 能 以 [110] 取 向 ; 另 一 种 组 合 是 二 次 轴 以 [110] 取 向 ， 此 时 
对 称 面 只 能 是 L100] 取 向。 这 两 种 组 合 的 宏观 对 称 原理 并 无 差异 ,而 在 这 里 微观 空 
间 对 称 元 素 组 合 中 却 是 两 种 不 同 的 组 合 , 并 导出 完全 不 同 的 结果 。 图 2-4-24(a) 
及 (b) 都 是 二 次 旋转 轴 2 与 普通 对 称 面 m 以 45° 相 交 的 组 合 , 它 们 在 宏观 对 称 原理 
中 属于 同一 种 对 称 组 合 , 属 于 同一 对 称 类 型 (点 群 )4m2。 在 微观 空间 对 称 中 ,图 
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(a) (b) 
图 2-4-24 不 同 取向 的 二 次 旋转 轴 与 对 称 面 以 45" 相 交 的 两 种 组 合 例 举 
(a)P4m2; (b) P42m 

(a) 的 普通 对 称 面 m 是 以 [L100] 取向, 即 对 称 面 的 法 线 与 L100j 方 向 重合 ,此 时 二 次 
旋转 轴 2 就 以 [110] 取 向 , 即 二 次 轴 与 [110] 方 向 重合 ,这 种 组 合 是 P4m2 对 称 类 型 
(空间 群 );。 图 (b) 中 普通 对 称 面 m 是 以 L110j 取 向 ,而 二 次 旋转 轴 以 L100j 取 向 ,这 
种 组 合 是 P42m 对 称 类 型 (空间 群 )。 从 图 (a) 及 (b) 可 以 肯定 ,这 两 种 对 称 组 合 是 
完全 不 同 的 类 型 。 图 中 从 任意 点 出 发 ,经 初始 二 次 旋转 轴 和 普通 对 称 面 的 对 称 操 
作 后 导出 8 个 等 效 点 ,从 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关 系 指 出 派生 四 次 反 伸 轴 的 坐标 
位 置 4(00z) 及 其 反 伸 操作 假想 点 坐标 位 置 (000) 。 

图 2-4-25(a) :P4c2 组 合 中 ,在 位 于 轴线 (00z) 上 ,以 [100] 取 向 的 两 个 滑 移 面 
I 


1/4 
1 1/4 Ne Ut 
9! 
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图 2-4-25 派生 四 次 反 伸 轴 的 坐标 位 置 决定 于 参加 组 合 的 二 次 轴 及 
对 称 面 所 具有 的 垂直 于 轴线 方向 的 平移 操作 性 质 
(a)P4c2 组 合 ;(b) 派 生 四 次 反 伸 轴 发 生平 移 
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[110] 及 [110] 重 合 ) 相 交 , 由 于 滑 移 对 称 面 c 具有 沿 派生 轴 方 向 的 平移 操作 性 质 ， 
导致 派生 的 四 次 反 伸 轴 4(00z) 所 凭借 的 反 伸 操作 假想 点 ,离开 了 二 次 旋转 轴 2 与 
滑 移 面 c 的 相交 点 , 沿 着 派生 四 次 反 伸 轴 方向 平移 1/4 周期 。 如 果 让 坐标 系 原点 
沿 坐 标 轴 Z 方 向 平移 1/4 周期 ,使 之 与 反 伸 假想 点 重合 ,就 如 图 (a) 所 示 , 初 始 二 次 
轴 离 开 了 坐标 轴 X,Y 平面 ,与 原点 相隔 1/4 周期 。 经 坐标 系 原 点 移动 后 ,从 任意 
点 出 发 ,经 初始 二 次 轴 和 对 称 面 操作 后 的 等 效 点 ,不 但 指出 派生 四 次 反 伸 轴 的 位 置 
是 4(00z) ,而 且 也 指明 反 伸 操作 假想 点 符合 国际 惯例 , 落 在 一 0 位 置 。 

图 2-4-25(b) 给 出 组 合 后 所 派生 的 四 次 反 伸 轴 发 生 位 置 平 移 的 示例 。 以 
L110] 取 向 的 普通 对 称 面 m 和 以 L110] 取 向 的 滑 移 面 6 相交 于 轴线 (1/4 1/4 z)。 
以 [L100] 和 [L010j 取 向 的 两 个 二 次 螺旋 轴 在 z 二 0 高 度 上 与 上 述 对 称 面 以 45 相交 
(自然 ,它们 亦 与 轴线 相交 于 z 一 0 上 ) ,这样 的 二 次 轴 与 对 称 面相 交 组 合 如 图 (b) 中 
所 示 。 从 任意 点 (以 小 黑 点 表示 ) 出 发 ,经 过 上 述 参 加 组 合 的 初始 二 次 螺旋 轴 及 对 
称 面 m、 滑 移 面 6 的 对 称 操作 ,分 别 得 到 对 称 等 效 点 如 图 所 示 ( 以 小 圆圈 表示 )。 所 
导出 的 4 个 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 表明 ,组 合 后 所 派生 四 次 反 伸 轴 位 于 
4(1/2 1/2 z) , 它 从 轴线 位 置 (1/4 1/4 z) 以 (zi 十 is)/4 平移 至 (1/2 1/2 z) 位 置 。 很 
显然 ,引起 派生 四 次 反 伸 轴 平移 的 因素 在 于 初始 二 次 轴 及 对 称 面 中 具有 水 平方 向 
( 即 垂直 于 轴线 方向 ) 的 平移 操作 性 质 , 它 们 平移 操作 性 质 的 综合 决定 了 派生 轴 的 
平移 方向 和 平移 量 。 有 关 派 生 轴 平移 的 特性 在 2. 4. 3 节 及 2. 4.4 节 已 作 过 类 似 的 
讨论 ,其 他 类 型 的 派生 轴 平 移 可 以 由 此 类 推 。 


2.4.5.3 派生 三 次 反 伸 轴 的 情况 


几何 晶体 学 中 指出 ,二 次 轴 以 30 与 对 称 面 相交 将 导出 三 次 反 伸 轴 ( 它 等 同 于 
六 次 旋转 反映 轴 ) 。 

在 三 方 晶 系 互 取向 晶 胞 内 ,垂直 于 2 轴 方 向 上 有 两 种 不 同 的 取向 , 即 L100] 取 
向 和 L120] 取向 。 在 L100j 取 向 中 ,3 个 方向 [100],[110],[010] 是 互 为 等 效 的 取 
向 ,它们 以 60° 相 交 。 以 此 取向 的 二 次 轴 和 以 此 取向 的 对 称 面 刚 好 相交 30", 换 句 
话说 ,以 此 取向 的 对 称 面 的 面 法 线 将 与 以 此 取向 中 的 一 个 二 次 轴 相 重合 , 如 
图 2-4-26 所 示 。 同 样 道理 ,在 [L120] 取向 中 3 个 等 效 的 取向 [120].[210],[110] 也 
是 如 此 。 因 而 这 里 所 讨论 的 二 次 轴 以 30 与 对 称 面相 交 组 合 的 时 候 , 只 要 指出 对 
称 面 的 取向 就 可 以 ,而 二 次 轴 必 然 与 对 称 面 的 面 法 线 重 合 , 即 二 次 轴 与 对 称 面 在 这 
里 的 瑞 取 向 晶 胞 中 具有 同一 种 取向 ,不 必 再 指出 它 的 取向 。 

再 一 次 说 明 , 玉 取向 晶 胞 中 无 论 L100j 取 向 或 [120] 取 向 都 具有 复 格子 C 的 性 
质 , 以 此 取向 的 对 称 面 和 二 次 轴 均 存在 对 称 元 素 派生 共存 现象 。 即 对 称 面 m 与 5， 
‘与 ,二 次 轴 2 与 2 互 为 派生 共存 (请 参阅 2. 5.4 节 ,2.6.2 节 和 2.6.4 节 )。 

图 2-4-26 中 只 列举 普通 对 称 面 m 以 L120j] 取 向 (以 30" 相 交 的 二 次 轴 也 当然 
以 同样 的 L120] 取 向 ) 的 组 合 结果 ( 见 图 (a)) 和 滑 移 面 c 以 [100] 取 向 (以 30" 相 交 的 
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网 2-4-26 不 同 取向 的 二 次 轴 与 对 称 面 以 30 相交 的 两 种 组 合 例 举 
(a) P31m 组 合 ;(b) P3cl 组 合 


二 次 轴 也 以 L100] 取 向 ) 的 组 合 结果 ( 见 图 (b))。 

如 上 所 述 , 二 次 轴 与 对 称 面 以 30 相交 的 组 合 ,实质 上 是 3 对 相互 垂直 的 二 次 
轴 与 对 称 面 同时 相交 于 同一 轴线 上 ,3 对 之 间 相 互 以 60 相 错 ,不 难 推 知 派生 的 对 
称 轴 上 应 具有 对 称 中 心 。 事 实 上 ,派生 的 三 次 反 伸 轴 3 是 具有 对 称 中 心 的 对 称 复 
合 操作 的 ,3 一 3 十 1。 遵 照 国际 习惯 ,在 这 类 组 合 中 派生 三 次 反 伸 轴 上 的 对 称 中 心 
应 选 在 坐标 系 的 原点 上 。 图 2-4-26 中 所 示 的 组 合 图 形 是 经 过 坐标 系 平移 ,使 坐标 
原点 与 派生 三 次 反 伸 轴 上 的 对 称 中 心 重合 后 的 结果 。 


92.% 


由 于 三 次 反 伸 轴 3 具有 三 次 旋转 轴 3 和 对 称 中 心 1 的 复合 对 称 性 质 ,图 2-4-26 
(a) 及 (b) 中 所 出 现 的 三 次 旋转 轴 3(2/3 1/3 z) 和 3(1/3 2/3 z) 既 可 以 从 派生 三 次 反 
伸 轴 3(00z) 与 两 个 平移 周期 的 组 合 中 导出 (参阅 第 三 章 ), 也 可 以 从 图 中 3 个 相交 于 
一 直线 的 对 称 面 组 合 中 导出 (参阅 2.4. 3 节 )。 同 理 ,图 中 的 对 称 中 心 1(1/2 0 0)， 
1(0 1/2 0),1(1/2 1/2 0) 等 可 以 从 派生 三 次 反 伸 轴 上 的 对 称 中 心 与 单独 一 个 平移 周 
期 组 合 导 出 ,也 可 以 直接 从 图 中 适当 的 二 次 轴 与 对 称 面 垂 直 相 交 中 导出 。 


2.4.5.4 派生 六 次 反 伸 轴 的 情况 
几何 晶体 学 已 经 指出 ,二 次 轴 与 对 称 面 以 60 相交 将 导出 六 次 反 伸 轴 ( 它 等 同 
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图 2-4-27 不 同 取向 的 二 次 轴 与 对 称 面 以 60" 相 交 的 两 种 组 合 例 举 
(a)P6m2 组 合 ;(b)P62c 组 合 
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于 三 次 旋转 反映 轴 ) ,六 次 反 伸 轴 6 是 具有 三 次 旋转 轴 和 与 之 垂直 相交 对 称 面 m 
的 一 种 复合 对 称 元 素 。 

在 二 次 轴 与 对 称 面 以 60 相交 组 合 里 ,如 果 二 次 轴 以 [100] 取 向 ,那么 对 称 面 
将 必然 是 以 [120] 取 向 ,如 果 二 次 轴 以 [120] 取 向 ,那么 对 称 面 将 是 以 [100] 取 向 。 
在 也 取 向 唱 胞 内 ,这 两 种 取向 不 同 的 组 合 ,其 结果 完全 不 同 。 

图 2-4-27 只 列举 对 称 面 m 以 [100] 取 向 ,而 二 次 轴 2 以 [120] 取 向 的 组 合 (图 
a)， 以 及 滑 移 面 以 [120] 取向 ,而 二 次 轴 2 以 [100] 取 向 的 组 合 ( 图 b)。 在 图 (b) 
中 由 于 初始 的 滑 移 面 c 具有 沿 派生 六 次 反 伸 轴 方 向 的 平移 操作 , 它们 的 组 合 导致 
派生 六 次 反 伸 轴 的 反 伸 操作 假想 点 发 生平 移 , 它 从 二 次 旋转 轴 与 滑 移 面 c 相交 点 
沿 派 生 轴 的 轴线 平移 1/4 周期 。 其 他 类 型 的 组 合 可 以 同 理 类 推 。 
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第 五 章 ”14 种 布 拉 维 格子 


2.5.1 单位 格子 的 选择 、 初 基 格 子 与 非 初 基 格 子 
2.5.1.1 单位 格子 的 选择 原则 


晶体 的 空间 点 阵 是 晶体 内 部 结构 中 物质 点 三 维 周期 排 布 的 一 种 几何 抽象 , 晶 
体内 部 结构 可 以 分 割 为 无 限 多 个 平行 六 面体 一 一 单位 晶 胞 。 单 位 唱 胞 是 晶体 内 部 
结构 的 最 小 单位 , 它 的 结构 内 容 和 特性 充分 代表 了 晶体 内 部 结构 。 唱 体 的 空间 点 
阵 也 可 以 分 割 为 无 限 多 个 与 上 述 单位 卓 胞 相对 应 的 平行 六 面体 一 单位 格子 。 单 
位 格子 是 由 晶体 点 阵 的 阵 点 组 成 。 单 位 格子 的 形状 大 小 (它们 的 三 对 边 长 46 ,bo， 
Co 及 它们 之 间 的 夹 角 a,B,7) ,以 及 阵 点 在 单位 格子 中 的 排 布 都 充分 代表 了 品 体 点 
阵 的 特征 。 单 位 格子 是 晶体 点 阵 的 最 小 单位 ,也 是 组 成 晶体 点 阵 的 基本 单元 ,也 可 
以 看 作 是 单位 品 胞 的 一 种 几何 抽象 。 关 于 晶体 内 结构 .晶体 空间 点 阵 .单位 晶 胞 和 
单位 格子 的 论述 ,请 参阅 本 篇 2. 1. 1 节 周 期 平移 及 在 几何 晶体 学 (第 一 篇 ;中 的 有 
关 讨 论 。 

不 难 理解 ,对 于 一 个 三 维 的 晶体 点 阵 , 分 割 单位 格子 的 方式 将 有 无 穷 多 种 , 因 
而 在 晶体 点 阵 中 正确 地 选择 (分 割 ) 单 位 格子 将 是 一 个 十 分 重要 的 课题 。 在 晶体 学 
中 我 们 选择 晶体 点 阵 的 单位 格子 是 遵循 布 拉 维 (O. Bravais)1895 年 提出 的 原则 ， 
其 主要 内 容 是 : 

《1) 所 选择 的 平行 六 面体 的 特征 必须 与 整个 晶体 点 阵 的 唱 系 特征 (六 参数 和 晶 
系 特征 对 称 ) 完 全 一 致 。 

《2) 所 选择 的 平行 六 面体 中 各 楼 之 间 的 直角 数目 最 多 ,不 为 直角 者 应 尽量 接近 
于 直角 。 

3) 满足 上 述 条 件 时 ,所 选择 的 平行 六 面体 的 体积 应 该 最 小 。 

布 拉 维 运用 数学 方法 ,在 1895 年 证 明 晶 体 学 中 可 以 存在 着 14 种 不 同 的 晶体 
点 阵 类 型 , 称 为 布 拉 维 点 阵 , 并 且 运 用 上 述 选择 原则 ,正确 地 确定 了 这 14 种 晶体 点 
阵 的 每 一 种 晶体 点 阵 中 的 最 小 体积 单元 一 一 平行 六 面体 , 称 为 14 种 布 拉 维 格子 。 
后 继 的 X 射线 晶体 学 研究 充分 证 实 了 布 拉 维 的 研究 成 就 。 

如 果 不 考 虑 格子 的 几何 形状 ( 即 ao ,b,co,a,B,Y 6 个 参数 ) ,而 只 考察 格子 中 
阵 点 的 排 布 方式 ,可 以 将 14 种 布 拉 维 格子 分 为 两 大 类 :第 一 类 是 初 基 格 子 ; 第 二 类 
是 非 初 基 格 子 。 
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2.5.1.2 初 基 格子 


初 基 格子 又 称 为 简单 格子 ,以 英文 大 写字 母 已 表示 ,所 以 人 们 也 叫 这 类 格子 
为 P 格 子 。 
初 基 格子 的 特点 如 图 2-5-1 所 示 , 在 
这 平行 六 面体 中 除了 作为 格子 最 基本 骨架 
的 8 个 项 角 上 的 阵 点 之 外 ,并 没有 任何 附 
加 阵 点 。 每 一 个 顶 角 上 的 阵 点 在 晶体 点 阵 
中 为 相 邻 的 8 个 等 同 的 六 面体 (格子 ) 所 共 
有 ,所 以 每 一 个 格子 对 于 顶 角 上 的 阵 点 只 
占有 1/8。 因 此 可 知 , 初 基 格 子 在 晶体 点 
阵 中 具有 阵 点 数目 为 n 二 1(8 个 顶 角 阵 点 
的 八 分 之 一 )。 
初 基 格子 中 , 阵 点 与 阵 点 之 间 具 有 点 
图 2-5-] 初 基 呈 格子 ,n 一 1 阵 周 期 的 平移 关系 ,表达 格子 形状 和 大 小 
的 6 个 参数 称 为 点 阵 六 参数 。 其 中 ao ,bo 
和 co 是 格子 的 3 个 基本 周期 长 度 , 也 是 周期 平移 矢量 tb 和 上 的 基本 单位 。 初 
基 格 子 中 的 周期 平移 矢量 称 为 “ 初 基 平移 矢量 ”。 


2. 5.1.3 非 初 基 格子 


非 初 基 格 子 亦 称 为 复 格子 。 非 初 基 格 子 的 平行 六 面体 中 ,8 个 顶 角 上 具有 阵 
点 ,就 如 初 基 格 子 一 样 ,它们 之 间 表 达 了 整个 晶体 点 阵 的 周期 平移 关系 。 这 8 个 初 
基 性 质 的 基本 阵 点 所 构成 的 格子 ,其 形状 和 大 小 也 是 以 woyto,coyay8 和 7 6 个 参 
数 表达 ,它们 也 称 此 为 非 初 基点 阵 ( 复 点 阵 ) 六 参数 。 以 ao ,bo 和 co 作为 基本 单位 
的 tyb 和 上 也 自然 是 此 非 初 基 格 子 和 非 初 基点 阵 的 周期 平移 矢量 。 这 里 我 们 把 
tb,t 叫做 非 初 基 格子 的 初 基 平移 失 量 。 

非 初 基 格 子 的 特征 是 ,除了 8 个 顶 角 上 的 阵 点 之 外 ,在 格子 的 平行 六 面体 中 还 
存在 着 “附加 阵 点 ”, 亦 称 “ 非 初 基 阵 点 ”。 非 初 基 阵 点 可 以 出 现在 平行 六 面体 中 1 
对 平行 平面 的 面 中 心 ,也 可 以 在 平行 六 面体 中 3 对 平行 平面 的 面 中 心 同时 存在 附 
加 阵 点 。 此 外 ,也 可 以 在 平行 六 面体 的 体 中 心 ( 即 体 对 角 线 中 点 ) 具 有 附加 的 非 初 

《1D) 侧 面 心 格子 (或 底面 心 格子 ) ,分 别 以 英文 大 写字 母 A,B 和 C 表示 三 种 不 
同 的 侧面 心 类 型 。 

侧面 心 格子 的 特点 :平行 六 面体 中 除了 8 个 顶点 上 的 初 基 阵 点 之 外 ,在 3 对 平 
行 平面 中 的 1 对 平行 面 的 面 中 心 位 置 ,具有 附加 的 非 初 基 阵 点 。 每 个 平面 面 中 心 
的 阵 点 同属 于 相 邻 格子 所 共有 ,各 占 1/2 个 阵 点 ,因此 ,侧面 心 格 子 中 所 含有 阵 点 
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数 "一 2, 其 中 一 个 是 初 基 阵 点 , 另 一 个 是 附加 的 非 初 基 阵 点 ,如 图 2-5-2 所 示 。 

A 格子 :附加 的 非 初 基 阵 点 位 于 与 晶体 学 a 轴 ( 坐 标 轴 X) 垂 直 的 平面 中 心 。 
在 A 格子 中 ,附加 阵 点 以 非 初 基 平 移 矢 量 (& 十 t.)/2 与 初 基 阵 点 存在 平移 等 效 
关系 。 

BB 格子 :附加 的 非 初 基 阵 点 在 格子 中 位 于 与 晶体 学 5 轴 ( 即 坐标 轴 Y) 垂 直 的 
平面 中 心 。 在 BB 格子 中 ,附加 阵 点 以 非 初 基 平 移 矢 量 (t 十 t.)/2 与 初 基 阵 点 存在 
平移 等 效 关 系 。 

C 格子: 附加 的 非 初 基 阵 点 在 格子 中 位 于 与 晶体 学 “ 轴 ( 即 坐标 轴 2Z) 垂 直 的 
平面 中 心 。 在 C 格子 中 ,附加 阵 点 以 非 初 基 平 移 矢 量 (k 十 b)72 与 初 基 阵 点 存在 
平移 等 效 关 系 。 

《2) 体 心 格子 ,以 英文 大 写字 母 工 表示 体 心 格子 , 故 亦 简称 工 格子 。 

体 心 格子 的 特点 :平行 六 面体 中 除了 8 个 顶点 上 的 初 基 阵 点 外 ,在 格子 的 体 中 
心 ( 即 体 对 角 线 中 点 ;上 具有 附加 的 非 初 基 阵 点 ,如 图 2-5-3 所 示 。 


网 2-5-4 面 心 下 格子 ,n=4 


体 心 格子 中 包含 着 阵 点 数目 n 二 2, 其 中 一 个 是 初 基 阵 点 , 另 一 个 是 非 初 基 阵 
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点 。 非 初 基 阵 点 与 初 基 阵 点 以 非 初 基 平移 矢量 (4 十 bt)/2 互 为 平移 等 效 。 

(3) 面 心 格子 ,或 称 全 面 心 格子 ,以 英文 大 写字 母 民 表 示 面 心 格子 , 故 亦 简称 
下 格子 。 

面 心 格子 的 特点 :平行 六 面体 中 除了 8 个 项 角 上 具有 初 基 阵 点 之 外 ,全 部 3 对 
平行 平面 的 面 中 心 位 置 上 都 存在 附加 的 非 初 基 阵 点 ( 见 图 2-5-4)。 

每 一 平面 面 中 心 的 附加 阵 点 在 晶体 点 阵 中 为 两 个 相 邻 的 单位 格子 所 共有 ,每 
一 格子 只 占 其 中 的 半 个 阵 点 。 因 此 , 面 心 格 子 中 全 部 阵 点 数目 4 二 4, 其 中 1 个 是 
初 基 阵 点 ,其 余 3 个 是 非 初 基 阵 点 。3 个 非 初 基 阵 点 分 别 以 下 面 3 个 非 初 基 平 移 
矢量 与 初 基 阵 点 互 为 平移 等 效 : (ts 十 b)/2; (ts 十 t.)/2;(b 十 t.)/2 


2. 5. 2 14 种 布 拉 维 格子 


按照 布 拉 维 所 提出 的 选择 原则 ,每 一 品系 都 肯定 有 一 种 初 基 点 阵 以 及 从 它 正 
确 选 取 的 初 基 格 子 。 但 是 并 非 每 一 晶 系 都 具有 上 述 各 种 非 初 基 格 子 和 相应 的 非 初 
基点 阵 , 下 面 以 唱 系 分 别 给 以 考察 。 


2.5.2.1 三 斜 晶 系 的 布 拉 维 格子 


三 斜 晶 系 的 六 参数 特征 是 ao 了 关 bo 关 co ,a 关 B 了 7Y 关 90"。 唱 系 的 特征 对 称 元 素 是 
对 称 自身 和 对 称 中心 两 种 ,因而 它们 对 六 参数 并 无 任何 特殊 要 求 。 

除了 初 基 P 卫 格子 外 ,其 他 任何 非 初 基 格 子 都 可 以 通过 重新 选择 单位 格子 的 基 
本 矢量 t,t 和 使 之 变换 为 初 基 格 子 , 并 满足 唱 系 对 称 , 因 而 任何 非 初 基 格 子 都 
不 是 布 拉 维 格子 。 

品系 对 称 及 参数 特征 使 三 斜 唱 系 所 属 的 只 有 一 种 点 阵 , 即 初 基点 阵 , 并 从 中 正 
确 选 取 的 初 基 格 子 ( 图 2-5-5) 。 


2.5.2.2 单 斜 晶 系 的 布 拉 维 格子 


单 斜 唱 系 的 六 参数 特征 是 ao 隆 bo 关 co 
a 二 7 二 90 ,8>90 。 晶 系 的 特征 对 称 元 
素 是 与 晶体 学 5 轴 ( 即 坐标 轴 Y) 平 行 的 
二 次 轴 , 或 者 平行 于 卓 体 学 a,c 轴 平 面 
《 即 坐 标 轴 XZ 平面 ) 的 对 称 面 。 
单 斜 唱 系 中 ,除了 初 基 已 格子 并 由 
它 构 成 的 初 基点 阵 之 外 ,还 可 以 存在 侧 
面 心 A 或 C 格子。A 格子 与 C 格子 可 以 
ee 通过 坐标 轴 X 与 Z 对 换 而 互 换 ,因而 在 
> ED 这 个 意义 上 两 者 是 等 同 的 。 侧 面 心 A( 或 
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C) 格 子 不 可 能 通过 单位 格子 基本 矢量 t,t 和 上 的 重新 选择 而 变换 为 初 基 卫 格 
子 , 因 为 这 样 变换 后 所 得 到 的 初 基 P 卫 格子 将 不 满足 单 斜 晶 系 的 唱 系 特征 对 称 。 所 
以 单 斜 品系 中 应 拥有 非 初 基 A( 或 C) 格 子 (图 2-5-6) ,并 由 它 所 构成 的 点 阵 。 


(a) (b) 


图 2-5-6 单 斜 晶 系 
(a) 初 基 卫 格子 ;(b) 侧 面 心 C 格 子 


底 心 B 格 子 通过 变换 t= 二 t,t 二 (t, 十 t.)/2,t' 二 ,重新 选择 单位 格子 基本 
平移 矢量 t' ,t,t 后 ,将 可 变换 为 初 基 PP 格子。 变换 后 的 初 基 已 格子 完全 符合 
单 斜 晶 系 的 特征 对 称 ,因而 底 心 B 格子 并 不 是 单 斜 晶 系 特有 的 布 拉 维 格子 。 

体 心 1 格子 可 以 通过 变换 二 t,t 二 十 t,t 二 ,改变 为 侧面 心 A( 或 C) 
格子 ,并 满足 晶 系 特征 对 称 , 因 而 单 斜 晶 系 中 体 心 工 格子 也 不 是 一 种 特有 的 布 拉 维 
格子 。 

面 心 下 格子 通过 变换 亿 一 友人. 一 (和 十)7/2 所 一 包 , 可 以 改变 为 侧面 心 A 
《或 C) 格 子 。 经 过 变换 ,重新 选择 单位 格子 的 基本 平移 矢量 ,所 确定 的 侧面 心 格子 
符合 单 斜 品系 的 特征 对 称 。 

很 显然 ,上 述 侧面 心 A( 或 C) 格 子 、 底 面 心 孔 格子 , 体 心 工 格子 和 面 心 下 格子 
实际 上 都 同属 于 一 种 单 斜 晶 系 的 侧面 心 点 阵 。 在 这 侧面 心 点 阵 中 , 由 于 格子 选取 
方式 不 同 而 得 到 上 述 不 同 的 格子 。 对 这 一 非 初 基 复 点 阵 只 有 侧面 心 A( 或 C) 格 子 
的 选取 才 是 正确 的 ,其 他 的 选取 方式 都 不 正确 ,必须 重新 选择 单位 格子 的 基本 平移 
矢量 ,从 而 获得 正确 的 布 拉 维 格子 。 所 以 , 单 斜 晶 系 中 只 有 初 基 己 格子 和 侧面 心 
A( 或 C) 格 子 (图 2-5-6), 并 由 它们 分 别 构成 的 初 基 P 点 阵 和 非 初 基 A (或 C) 


2.5.2.3 正 交 晶 系 的 布 拉 维 格子 


正 交 晶 系 的 六 参数 特征 是 we 和 天 co,a= 王 6 一 7 一 90"。 蝇 系 的 特征 对 称 元 素 是 
与 晶体 学 a,5 和 < 轴 ( 即 坐标 轴 X,Y 和 2 ) 平 行 的 二 次 轴 或 者 与 之 垂直 的 对 称 面 ， 
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亦 即 3 个 二 次 轴 或 两 个 对 称 面 或 3 个 对 称 面相 互 垂直 。 

正 交 易 系 中 ,包括 初 基 书 格 子 及 各 种 非 初 基 格 子 , 包 括 侧面 心 A( 或 B 或 C) 
格子 、 体 心 工 格子 和 面 心 下 格子 都 应 存在 。 对 这 些 非 初 基 格 子 给 以 任何 变换 ,都 
必 将 破坏 晶 系 特征 对 称 。 此 外 ,由 于 正 交 晶 系 六 参数 的 特征 ,通过 坐标 轴 的 对 换 或 
轮换 ,侧面 心 ( 或 底 心 )A,B,C 格子 之 间 是 可 以 互 换 的 , 即 同 属于 一 种 侧面 心 布 拉 
维 格子 ,同属 一 种 侧面 心 布 拉 维 点 阵 。 正 交 晶 系 应 拥有 4 种 布 拉 维 点 阵 , 并 从 中 正 
确 选取 的 4 种 布 拉 维 格子 , 见 图 2-5-7。 


图 2-5-7 正 交易 系 
(a) 初 基 卫 格子 ;(b) 侧 面 心 C 格 子 ;(c) 体 心 1 格 子 ;(d) 面 心 下 格子 


2.5.2.4 三 方 晶 系 的 布 拉 维 格子 


三 方 晶 系 中 有 两 类 布 拉 维 点 阵 和 从 中 正确 选取 的 两 种 布 拉 维 格子 。 

一 种 是 与 六 方 晶 系 中 六 方 柱 (C 格子 ) 以 五 取向 的 初 基 书 格子 完全 一 样 ,这 一 
种 布 拉 维 格子 将 在 下 面 六 方 晶 系 的 布 拉 维 格子 中 给 予 讨论 ,它们 同属 于 一 种 布 拉 
维 点 阵 ,同属 一 种 布 拉 维 格子 。 

胃 一 种 是 三 方 品系 特有 的 布 拉 维 格子 ,这 就 是 图 2-5-8 所 示 的 萎 面 体 R 格 
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子 , 由 它 构成 了 天 点 阵 。 

三 方 品系 攻 面 体 的 六 参数 特征 是 a 一 6b 一 
co 一 8 一 7 和 关 90 。 其 特征 对 称 元 素 三 次 轴 与 通 
过 萎 面 体 坐 标 原点 的 体 对 角 线 相 平 行 。 

这 里 所 讨论 的 荟 面 体 , 如 图 2-5-8 所 示 , 是 
三 方 晶 系 所 特有 的 一 种 初 基 玉 格子 ,由 这 种 初 
基 尺 格子 所 构成 的 R 点 阵 是 三 方 晶 系 所 特有 的 
一 种 布 拉 维 点 阵 。 对 于 这 样 一 种 尺 点 阵 ,在 实 
际 工作 中 由 于 选取 方式 (我 们 称 之 为 取向 , 亦 可 
以 说 是 晶体 学 轴 的 取向 ) 不 同 ,可 以 得 到 不 同 的 
单位 格子 。 通 常 遇 到 的 有 如 下 几 种 选取 方式 : 

(1) 初 基 尺 格子 一 一 RK 肥 向 格子 , 它 所 包含 
的 阵 点 数目 n 二 1, 格子 的 六 参数 特征 是 ax 二 br 
一 CR ;QR 二 Bg 二 Yr 关 90" ,特征 三 次 轴 与 通过 坐标 
原点 的 体 对 角 线 相 平 行 ( 重 合 ) ,如 图 2-5-8 所 示 
的 布 拉 维 格子 。 y 图 2-5-8 三 方 蝇 系 的 民 格 子 

(2) 体 心 尺 格子 一 一 R 取向 格子 ,其 阵 点 数 
目 n 二 2, 六 参数 特征 是 ag 二 bg 二 cg ,ar 二 Be 二 
Yr 天 90 ,特征 三 次 轴 与 通过 坐标 原点 的 体 对 角 线 方向 平行 。 

(3) 非 初 基态 格子 一 一 旦 取向 格子 ,其 阵 点 数目 n 二 3, 六 参数 特征 是 ar 一 
Or 天 cnyar 一 8 一 90 ,Yn 二 120"。 它 与 六 方 品系 的 及 取向 初 基 PP 格子 的 形状 相 
同 ,但 所 包含 的 阵 点 数目 及 其 排 布 却 不 同 。 特 征 三 次 轴 与 晶体 学 cr 轴 平 行 。 

(4) 非 初 基 O 格子 一 一 〇 取向 格子 ,其 阵 点 数目 2 一 6, 六 参数 特征 ao 天 名 天 
Coq0 二 忆 一 Xo 王 90"。 这 是 一 种 正 交 取向 的 格子 ,特征 三 次 轴 与 co 平行。 

上 述 是 三 方 唱 系 尺 点 阵 常见 的 4 种 单位 格子 选取 ,它们 同属 于 尺 点 阵 。 按 照 
布 拉 维 所 提出 的 原则 ,正确 选取 的 应 是 初 基 RR 格子 , 即 R 取向 格子 。 其 余 3 种 取 
向 格子 只 是 由 于 实际 工作 需要 ,可 以 从 R 取向 格子 通过 基本 平移 矢量 的 变换 而 获 
得 。 上 述 4 种 取向 格子 之 间 的 变换 、 基 本 平移 矢量 之 间 的 关系 等 ,将 在 2. 5. 3 节 中 
作 详 细 讨 论 。 


2.5.2.5 六 方 晶 系 的 布 拉 维 格子 


六 方 晶 系 的 晶体 点 阵 只 有 一 种 , 称 为 五 点 阵 , 它 与 三 方 晶 系 中 第 一 种 日 取向 

初 基 书 格子 所 属 的 晶体 点 阵 完 全 一 样 。 六 方 唱 系 的 六 参数 特征 是 ,ao 二 b 关 co， 

a 二 二 90",y 一 120", 唱 系 特 征 对 称 元 素 六 次 轴 与 晶体 学 c 轴 ( 亦 即 坐标 轴 2) 平 行 。 

满足 六 方 晶 系 (也 可 满足 三 方 品系) 特征 对 称 的 格子 只 能 是 具有 底面 心 阵 点 的 

六 方 柱 格子 。 这 种 六 方 柱 格子 称 为 面 心 C 格子 ( 见 图 2-5-9)。 从 六 方 晶 系 瑟 点 
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阵 选 取 这 种 六 方 柱 格子 ,我们 称 为 态 取向 面 心 C 格子 。 瑞 取向 面 心 C 格子 中 包 
含 阵 点 数目 为 2 一 3。 不 难看 出 ,五 取向 面 心 格 子 中 实际 上 包含 着 3 个 完全 等 同 的 
平行 六 面体 。 每 一 个 平行 六 面体 是 初 基 书 格子 , 它 只 包含 着 一 个 阵 点 2 一 1。 我 们 
将 平行 六 面体 称 为 也 取向 初 基 P 格子 。 准 确 地 说 ,通常 所 指 的 五 取向 格子 就 是 
是 取向 初 基 卫 格子 , 它 是 按照 布 拉 维 选择 原则 在 六 方 晶 系 的 互 点 阵 中 正确 选取 
的 单位 格子 。 自 然 , 它 是 一 种 布 拉 维 格子 。 而 互 取向 面 心 C 格子 是 这 种 布 拉 维 格 
子 的 复合 格子 。 


图 2-5-9 六 方 晶 系 昌 点 阵 中 的 初 基 C 格子 


虽然 六 方 晶 系 豆 点 阵 ( 以 及 与 此 完全 相同 的 一 种 三 方 晶 系 晶体 点 阵 ) 的 五 取 
向 格子 是 一 种 初 基 P 格子 ,然而 它 却 具 有 底面 心 C 格子 特征 ,在 微观 空间 对 称 组 
合 中 将 表现 出 这 种 C 格子 的 特点 。 在 下 面 2. 5. 3 节 中 将 对 此 进行 一 些 讨论 。 


2.5.2.6 四 方 晶 系 的 布 拉 维 格子 


四 方 品系 六 参数 特征 是 wo 一 2 天 co,a 一 8 一 7 一 90" ,特征 对 称 元 素 四 次 轴 与 晶 
体 学 c 轴 (坐标 轴 2 的 方向 相 平行 。 

四 方 晶 系 中 ,由 初 基 已 格子 所 构成 的 初 基 已 点 阵 是 肯定 存在 的 。 除 此 之 外 ， 
还 应 该 有 由 非 初 基 的 体 心 1 格子 所 构成 的 一 种 非 初 基 布 拉 维 点 阵 。 体 心 1 格子 不 
可 能 通过 基本 平移 矢量 的 变换 而 变换 成 初 基 PP 格子 并 保持 晶 系 特征 。 换 句 话 说 ， 
从 体 心 了 点 阵 中 不 可 能 选取 出 符合 晶 系 特征 的 初 基 P 格子。 图 2-5-10(a) 及 (b) 
给 出 了 相 方 唱 系 的 两 种 布 拉 维 格子 。 

四 方 唱 系 的 底 心 C 格 子 是 从 初 基 P 点 阵 中 一 种 不 符合 布 拉 维 选择 原则 所 选 
取 的 格子 。 可 以 通过 下 列 基本 平移 矢量 变换 ,将 底 心 C 格子 改变 为 初 基 己 格子 : 

t's = (bb)/2 
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(b) 


图 2-5-10 ”四方 唱 系 的 两 种 布 拉 维 格子 
(a) 初 基 PP 格子 ;(b) 体 心 1 格子 


包 = (tb,—t,)/2 (2. 5. 1) 
t=t 

四 方 蝇 系 中 侧面 心 A 或 B 格子 都 不 能 满足 晶 系 特征 对 称 ( 参 数 中 ao 一 如 ，, 特 
征 对 称 元 素 四 次 轴 ) ,因而 根本 不 可 能 存在 。 

双 侧 面 心 (A 十 B) 格 子 表面 上 好 像 满足 了 四 方 品系 的 特征 对 称 , 但 实际 上 双 侧 
面 心 (A 十 B) 格 子 无 论 在 哪 一 个 唱 系 中 都 不 可 能 存在 ,因为 A 格子 性 质 的 附加 阵 
点 并 不 满足 B 格子 性 质 的 非 初 基 平移 矢量 (ts 十 t.)/2。 具 体 说 ,在 单位 格子 中 和 A 
格子 性 质 的 附加 阵 点 处 于 坐标 位 置 为 (0 1/2 1/2) ,如果 以 此 附加 阵 点 为 初始 阵 
点 ,在 单位 格子 中 按 B 格子 性 质 的 非 初 基 平 移 和 撩 量 (t, 十 t.)/2 进行 平移 ,那么 应 该 
在 坐标 (1/2 1/2 0) 位 置 上 找到 它 的 等 效 阵 点 。 而 事实 上 双 侧 面 心 (4 十 B) 格 子 中 
在 坐标 (1/2 1/2 0) 位 置 上 并 不 存在 阵 点 。 同 样 ,由 于 在 双 侧 面 心 (4 十 B) 格 子 中 缺 
少 在 坐标 (1/2 1/2 0) 位 置 上 的 阵 点 , B 格子 性 质 的 附加 阵 点 , 其 坐标 为 
(1/2 0 1/2) ,也 并 不 满足 A 格子 性 质 的 非 初 基 平移 矢量 (tk 十 tk)/2 的 平移 等 效 关 
系 。 很 显然 ,在 单位 格子 中 位 于 坐标 (1/2 1/2 0) 位 置 上 的 阵 点 是 底面 心 C 格子 性 
质 的 附加 点 阵 。 由 此 可 知 , 包 括 四 方 晶 系 在 内 的 任何 晶 系 中 不 可 能 存在 双 侧 面 心 
(A 十 B) 的 布 拉 维 格子 和 由 它 构成 的 布 拉 维 点 阵 。 当 然 ,全 面 心 (A 十 B 十 C) 格 子 
在 许多 品系 中 确实 存在 ,而 它 就 是 面 心 耻 格子 。 面 心 下 格子 中 各 附加 的 非 初 基 阵 
点 和 初 基 阵 点 构成 一 个 完善 的 整体 ,它们 相互 呼应 ,相互 满足 。 

四 方 唱 系 中 不 应 该 有 面 心 E 的 布 拉 维 格子 。 面 心 下 格子 可 以 通过 式 (2. 5. 1) 
所 列 的 基本 周期 平移 矢量 的 变换 ,重新 选择 为 体 心 工 格子 。 换 名 话说 ,在 四 方 唱 系 
中 面 心 于 格子 是 体 心 工 点 阵 中 不 符合 布 拉 维 选择 原则 所 割 取 的 一 种 单位 格子 , 它 
并 不 是 一 种 布 拉 维 格子 。 
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2.5.2.7 立方 晶 系 的 布 拉 维 格子 


立方 晶 系 的 六 参数 特征 是 a6 王 bo 二 co,a 王 8 二 7 二 90 , 唱 系 特征 对 称 元 素 是 分 
别 与 单位 格子 的 4 个 体 对 角 线 平行 的 4 个 三 次 轴 。 

立方 唱 系 中 ,任何 一 种 侧面 心 ( 或 A, 或 B, 或 C) 格 子 都 不 能 满足 立方 晶 系 的 
晶 系 特征 对 称 。 这 样 , 在 立方 晶 系 中 应 有 3 种 布 拉 维 格子 ,如 图 2-5-11 所 示 , 初 基 
也 格子 . 体 心 工 格子 及 面 心 上 格子 分 别 构成 的 3 种 布 拉 维 点 阵 。 体 心 工 格子 和 面 
心 下 格子 不 能 再 加 以 变换 ,否则 就 要 破坏 晶 系 特征 对 称 。 


(b) 


图 2-5-11 立方 晶 系 的 三 种 布 拉 维 格子 
(a) 初 基 卫 格子 ;(b) 体 心 1 格子 ;(c) 面 心 下 格子 


2.5.3 三 方 唱 系 的 R 点 阵 


在 2.5.2.4 节 中 已 经 指出 , 三方 晶 系 实际 存在 着 两 种 不 同类 型 的 布 拉 维 点 
阵 :一 种 是 与 六 方 品系 的 情况 完全 一 样 ,是 由 互 取向 初 基 已 格子 (由 3 个 初 基 


格子 构成 六 方 柱 形 的 互 取向 C 格子 ) 所 构成 的 六 方 晶 系 唯 一 的 一 种 布 拉 维 点 
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阵 一 一 日 点 阵 。 昌 点 阵 及 按 布 拉 维 选择 原则 正确 地 选取 的 瑞 取向 初 基 已 格子 
(如 图 2-5-9 所 示 ) 既 能 满足 六 方 品系 的 唱 系 特征 对 称 ,也 能 满足 三 方 晶 系 的 特征 
对 称 , 因 而 可 以 出 现在 三 方 晶 系 中 。 在 晶体 点 阵 类 型 上 , 它 同 属于 一 种 布 拉 维 点 
阵 。 互 点 阵 和 从 中 选取 的 互 取向 初 基 书 格子 比较 简单 ,也 比较 易于 理解 ,这 里 不 
再 做 过 多 的 分 析 。 在 这 一 节 里 ,我 们 集中 讨论 三 方 晶 系 的 另 一 种 布 拉 维 点 阵 。 


2.5.3.1 R 点 阵 中 几 种 选取 单位 格子 的 方式 一 一 取向 


三 方 晶 系 的 另 一 种 布 拉 维 点 阵 是 尺 点 阵 , 它 是 由 如 图 2-5-8 所 示 的 菱 面 体 民 
格子 所 构成 的 ,是 三 方 晶 系 所 特有 的 晶体 点 阵 。 图 2-5-12 给 出 了 RR 点 阵 的 一 部 
分 ,以 及 在 下 点 阵 中 以 R 取向 的 初 基 尺 格子 。 在 RR 点 阵 中 以 R 取向 所 选取 的 初 
基 玉 格子 是 依照 布 拉 维 选择 原则 ,正确 地 选取 的 布 拉 维 格子 。 初 基 R 格子 的 六 参 
数 特征 是 ar 王 br 二 ca,a 王 B 王 7Y 了 关 90 。 唱 系 的 特征 三 次 对 称 轴 在 此 初 基 尺 取向 格 
子 中 位 于 [111j 取 向 上 , 即 3 个 坐标 轴 的 中 分 线 上 。 此 方向 正好 是 下 述 五 取向 格 
子 中 的 L001j 取 向 。 


图 2-5-12 三 方 晶 系 的 民 点 阵 和 尺 取向 的 初 基 RR 格子 


在 三 方 品系 的 尺 点 阵 中 第 二 种 选取 单位 格子 的 方式 是 以 五 取向 选取 的 互 格 

子 。 显 然 ,五 格子 并 不 是 三 方 晶 系 尺 点 阵 的 布 拉 维 格子 ,然而 在 实际 工作 中 ,对 R 

点 阵 往往 采用 互 取向 格子 。 从 三 方 晶 系 尺 点 阵 ( 图 2-5-12) 割 取 下 来 的 一 个 五 

取向 格子 ,如 图 2-5-13 所 示 , 它 在 格子 形状 上 与 六 方 晶 系 的 特征 布 拉 维 格子 一 一 

瑞 点 阵 的 瑞 取向 初 基 已 格子 ( 见 图 2-5-9) 完 全 一 样 , 即 格子 六 参数 特征 一 样 。 

an 一 0 天 cprya 一 8 一 90 ,7 一 120 。 但 是 格子 中 的 阵 点 数目 以 及 阵 点 在 单位 格子 中 
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的 排 布 却 很 不 相同 。 三 方 晶 系 尺 点 阵 的 瓦 取向 格子 (图 2-5-13) 中 ,除了 格子 平 
行 六 面体 的 8 个 顶 角 上 占有 阵 点 一 一 初 基 阵 点 之 外 ,单位 格子 内 还 有 另外 两 个 附 
加 阵 点 ,全 部 阵 点 数目 2 一 3, 因 而 尺 点 阵 互 取向 格子 是 一 种 非 初 基 格子 。 在 下 面 
的 讨论 中 还 将 会 指出 ,在 R 点 阵 中 有 两 种 不 同 的 瑞 取向 格子 。 在 图 2-5-13 所 给 
出 的 其 中 一 种 于 取向 格子 中 ,两 个 附加 的 非 初 基 阵 点 分 别 占 据 坐 标 为 
(1/3 2/3 1/3) 和 和 (2/3 1/3 2/3) 的 位 置 上 。 


-~ 一 一 一- 一 -一 ---O-----~---- 


---------O----------------- 沙 


网 2-5-13 三 方 晶 系 尺 点 阵 中 以 五 取向 的 五 格子 


在 三 方 唱 系 下 点 阵 中 第 三 种 选取 单位 格子 的 方式 是 尺 ' 取 向 ,所 选取 的 是 体 心 
R' 格 子 , 如 图 2-5-14 所 示 。 体 心 R' 格 子 与 初 基 R 格子 一 样 都 是 萎 面 体格 子 , 六 参 
数 特征 是 ag 三 bg 二 cg ,ar 二 BR 二 Yr 了 关 90"。 由 于 格子 六 参数 的 绝对 值 不 同 , 在 同 
一 个 RR 点 阵 中 体 心 R' 格 子 与 初 基 R 格子 的 形状 和 大 小 并 不 相同 。 如 图 2-5-14 所 
示 , 体 心 R' 格 子 除 初 基 阵 点 外 ,在 格子 的 体 心 位 置 具 有 附加 非 初 基 阵 点 ,全 部 阵 点 
数 1 一 2。 


2.5.3.2 R 点 阵 中 几 种 取向 的 相互 关系 


为 了 进一步 考察 三 方 晶 系 尺 点 阵 中 三 种 不 同 取向 (R 取向 .HH 取向 .R' 取 向 ) 
之 间 的 关系 ,我 们 将 玉 点 阵 沿 特征 对 称 元 素 三 次 轴 投 影 表示 于 图 2-5-15。 图 中 ， 
三 种 不 同 取向 的 基本 周期 平移 矢量 均 落 在 同一 的 坐标 原点 上 , 即 以 互 取向 时 正六 
方 柱 的 底面 心 阵 点 作为 共同 原点 。 图 2-5-15 的 点 阵 投影 图 中 ,各 阵 点 沿 晶 系 特征 
三 次 轴 方 向 ( 即 垂直 于 投影 面 方向 ?的 相对 周期 高 度 , 除 零 高 度 ( 即 整数 周期 ) 位 置 
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图 2-5-14 三 方 晶 系 尺 点 阵 中 以 R 取向 的 体 心 尺 格子 


外 , 均 用 分 数 表示 。 图 2-5-15 所 示意 的 方向 位 置 是 与 图 2-5-12、2-5-13 和 2-5-14 
相 一 致 的 ,可 以 看 作 上 述 三 个 图 沿 晶 系 特 征 的 三 次 轴 投 影 , 并 以 共 原 点 要 合 在 
一 起 。 
如 图 2-5-12, 这 里 图 2-5-15 中 所 投影 的 六 方 柱 , 从 外 形 上 与 图 2-5-9 六 方 器 
系 肪 点 阵 底 心 C 格子 十 分 相似 。 然 而 这 里 的 三 方 晶 系 及 点 阵 以 互 取向 的 底 心 C 
格子 内 却 具 有 6 个 额外 的 附加 阵 点 ,其 中 3 个 高 度 为 1/3 ,而 另外 3 个 为 2/3 ,它们 
绕 着 通过 共同 原点 的 特征 三 次 轴 以 60" 相 隔 相 错 排 布 。 在 R 点 阵 中 ,如 图 2-5-15 
所 示 , 葵 面体 初 基 尺 格子 是 以 其 中 3 个 高 度 为 1/3 的 附加 阵 点 作为 格子 的 基本 周 
期 平移 ,而 尧 面体 心 R' 格 子 却 是 以 另外 3 个 高 度 为 2/3 的 附加 阵 点 作为 格子 的 基 
本 周期 平移 。 从 图 中 可 以 清楚 知道 ,R 点 阵 中 日 取向 格子 的 3 个 基本 周期 平移 ， 
在 取向 上 与 六 方 唱 系 瓦 点 阵 的 昌 取向 初 基 P 格子 是 一 样 的 ,只 是 在 尺 点 阵 的 互 
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图 2-5-15 ”三方 咒 系 R 点 阵 中 R 取向 格子 、.R 取向 格子 和 五 
取向 格子 的 基本 周期 平移 矢量 及 其 相互 关系 


取向 的 格子 中 增加 了 两 个 附加 阵 点 。 通 过 图 2-5-15 我 们 可 以 了 解 尺 点 阵 的 特殊 
性 ,可 以 掌握 RR 取向 格子 、.R' 取向 格子 和 互 取向 格子 的 基本 周期 平移 的 取向 特 
点 ,以 及 它们 之 间 的 关系 。 通 过 图 2-5-15 的 表达 ,读者 可 推导 出 各 种 格子 (基本 周 
期 平移 矢量 ayb,c) 之 间 的 变换 关系 (矢量 变换 矩阵 ) 。 

显然 ,从 图 2-5-15 可 以 看 出 , 萎 面 体 初 基 玉 取向 格子 中 的 3 个 基本 周期 平移 
ar ,br 和 cn 之 间 , 就 像 体 心 R' 取 向 格子 的 ag ,br 和 cg 之 间 , 可 以 保持 右手 规则 给 
以 轮换 ,而 末了 取向 格子 的 an, bn 在 六 方 柱 中 也 有 多 种 不 同 的 取向 。 因 而 图 
2-5-15 只 是 给 出 上 述 3 种 格子 基本 周期 平移 之 间 的 一 种 关系 ,它们 之 间 的 相对 关 
系 将 随 着 坐标 轴 轮 换 及 取向 的 不 同 而 有 所 变化 。 但 不 论 变 化 如 何 , 图 2-5-15 所 示 
的 仍然 是 一 种 基本 的 排 布 关系 ,差别 只 是 矢量 的 标记 可 能 改变 而 已 。 


2.5.3.3 R 点 阵 中 两 种 不 同 的 以 取向 


如 上 所 述 ,三 方 量 系 中 以 及 取向 的 吾 复 格子 中 除 平 行 六 面体 8 个 顶 角 的 初 
基 阵 点 之 外 ,格子 内 还 有 两 个 附加 阵 点 。 图 2-5-13 与 图 2-5-15 所 示 的 瓦 复 格 子 
内 ,附加 阵 点 分 别 占据 坐标 为 (2/3 1/3 2/3) 和 (1/3 2/3 1/3) 位 置 。 从 图 2-5-12 
和 图 2-5-15 不 难看 出 ,在 三 方 晶 系 尺 点 阵 中 (这 里 以 R 点 阵 的 一 个 相对 独立 部 
分 一 一 六 方 柱 点 阵 进行 讨论 ) 存 在 着 两 种 不 同 的 选取 瓦 复 格子 的 方式 , 即 有 两 种 
不 同 的 吾 取 向 。 在 RR 点 阵 中 两 种 不 同 的 及 取向 所 选取 的 互 复 格子 ,在 形状 和 大 
小 上 完全 一 样 ,但 两 个 附加 阵 点 在 格子 中 的 排 布 却 完全 不 同 。 在 图 2-5-16 中 给 出 
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了 两 种 不 同 的 五 取向 , 即 瓦 和 五 ' 取 向。 在 互 和 互 取 向 中 ,两 者 的 基本 周期 平移 
cn 和 cr 是 完全 重合 ,而 ap ,br 与 ar br 绕 着 cn 相 错 60 。 换 名 话说 ,两 种 不 同 
的 互 取向 ,其 差别 就 只 在 于 ar (或 br) 与 ar (或 bw) 在 取向 上 相差 60 ,如 图 
2-5-16 所 示 。 


图 2-5-16 三 方 晶 系 尺 点 阵 中 两 种 不 同 的 于 取向 


不 难看 出 ,两 个 附加 阵 点 在 日 取向 格子 和 互 " 取 向 格子 内 的 排 布 完全 不 相同 ， 
所 以 它们 是 R 点 阵 中 两 种 不 同 的 五 取向 格子 。 图 2-5-16 所 标记 的 基本 周期 平移 
给 出 两 种 相差 60" 取 向 的 格子 。 在 昌 取向 的 复 格 子 中 如 图 2-5-13 一 样 , 两 个 附加 
阵 点 分 别 位 于 坐标 为 (2/3 1/3 2/3) 及 (1/3 2/3 1/3) 位 置 上 。 而 在 HH 取向 的 复 格 
子 中 ,两 个 附加 阵 点 却 占 据 着 坐标 为 (2/3 1/3 1/3) 及 (1/3 2/3 2/3) 位 置 。 无 论 五 
取向 格子 或 五 "取向 格子 , 绕 着 cn (一 cr ) 轴 旋转 120", 其 结果 相同 。 

这 里 强调 指出 ,在 具有 R 点 阵 的 三 方 晶 系 晶体 结构 研究 中 ,两 种 不 同 的 五 取 
向 将 给 出 两 种 不 同 的 结构 排 布 ,必须 经 过 坐标 变换 才能 相互 一 致 ,读者 在 实际 工作 
中 必须 对 此 给 以 足够 的 注意 。 

两 种 不 同 的 取向 之 间 及 其 与 R 取向 和 R 取向 之 间 的 变换 ,可 以 通过 基本 
周期 平移 之 间 的 特定 关系 给 出 相应 的 变换 矩阵 ,在 此 不 一 一 列 出 。 


2.5.3.4 R 点 阵 中 的 O 取向 


对 于 三 方 唱 系 的 民 点 阵 还 有 另 一 种 选取 单位 格子 的 取向 方式 ,这 是 一 种 正 交 
取向 , 称 之 为 O 取 向。O 〇 取向 格子 的 六 参数 特征 是 ao 了 关 如 隆 co,a 一 Bp 一 7 一 90"。 正 
交 〇 取向 格子 是 十 分 庞大 的 复 格子 ,在 实际 工作 中 很 少 使 用 ,只 是 在 特殊 情况 下 ， 
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诸如 在 衍射 仪 上 对 晶体 衍射 数据 的 收集 或 晶体 的 相对 吸收 校正 等 偶尔 会 碰 到 。 在 
此 ,我 们 只 作 一 些 简单 的 介绍 。 

图 2-5-17 给 出 了 正 交 O 〇 取向 的 基本 周期 与 互 取向 的 关系 。 通 过 它们 之 间 的 
关系 及 所 导出 的 变换 ,不 难 推 知 正 交 O 取向 与 其 他 取向 的 关系 和 变换 。 从 图 
2-5-17 可 以 了 解 , 正 交 OO 〇 取向 的 非 初 基 格 子 中 全 部 阵 点 数目 二 6。 

不 难 理解 ,相对 于 图 中 的 时 取向 格 
子 , 正 交 〇 取向 还 有 其 他 割 切 格子 的 方式 ， 
但 是 在 单位 格子 六 参数 之 间 的 关系 上 ,6 
总 是 选择 与 cn 重合 ,ao (或 bo ) 选 择 与 ar 
或 br 重合 。 

正如 体 心 R 取向 格子 和 五 取向 的 复 
格子 一 样 , 正 交 OO 取向 复 格子 也 不 是 布 拉 
维 格子 , 它 只 是 三 方 品系 及 点 阵 在 实际 工 
作 中 可 能 遇 到 的 其 中 一 种 选取 单位 格子 
方式 。 


2.5.3.5 及 点 阵 中 的 三 次 轴 


在 布 拉 维 点 阵 中 ,三方 晶 系 及 点 阵 是 
一 种 十 分 复杂 的 点 阵 ,其 复杂 性 就 在 于 非 
初 基 阵 点 的 附加 和 它们 在 空间 相对 排 布 的 
特殊 。 只 要 仔细 分 析 图 2-5-12、 图 2-5-14 
和 图 2-5-15 以 不 同 角度 所 给 出 的 部 分 R 
图 2.5-17 三 方 品系 恨 点 阵 中 正 交 0 用 点 阵 , 通 过 阵 点 在 空间 排 布 的 关系 ,不 难 发 
语 下 汉 而 的 人 将 妆 实 现 ,在 R 点 阵 中 平行 于 晶 系 特征 三 次 轴 的 
方向 上 ( 即 en 方向 上 ) 同 时 存在 着 三 次 施 
转轴 3 和 三 次 螺旋 轴 31 及 3 。 这 是 尺 点 
阵 在 此 取向 上 的 非 初 基 平 移 所 引起 的 对 称 元 素 派生 共存 现象 。 图 2-5-18 给 出 了 
作为 部 分 及 点 阵 的 正六 方 柱 C 格子 内 ,各 种 三 次 轴 3,3, 和 3; 的 排 布 。 这 里 的 六 
方 柱 格子 是 与 上 述 各 图 所 示 的 、 包 含 着 非 初 基 阵 点 的 六 方术 C 格子 相对 应 的 。 图 
2-5-18 所 给 出 的 每 一 个 三 次 轴 , 无 论 哪 一 个 旋转 轴 或 螺旋 轴 都 满足 整个 点 阵 全 部 
阵 点 之 间 的 对 称 等 效 的 排 布 关系 ,也 就 是 说 它们 反映 着 点 阵 本 身 阵 点 空间 排 布 的 
对 称 性 。 它 们 是 三 方 唱 系 尺 点 阵 本 身 固有 的 特征 对 称 性 ,并 不 是 外 加 组 合 而 派生 
的 对 称 元 素 。 
由 此 可 以 推 知 , 具 有 三 方 晶 系 尺 点 阵 的 晶体 ,其 内 部 结构 都 必然 同时 存在 着 
这 三 类 三 次 轴 (3,31 及 3,) ,并 且 它 们 在 点 阵 中 的 排 布 如 图 2-5-18 所 示 。 通 过 将 
上 述 各 示意 图 与 图 2-5-18 秋 合 ,读者 可 以 指出 在 上 述 每 一 种 取向 的 单位 格子 中 这 
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图 2-5-18 ”三方 品系 RR 点 阵 中 国有 的 各 类 三 次 轴 及 其 在 点 阵 中 排 布 


些 三 次 轴 (3,3! 和 32: ) 的 特定 排 布 ,在 此 不 再 赣 述 。 
2.5.3.6 R 点 阵 中 二 次 轴 及 对 称 面 的 可 能 取向 


通过 仔细 分 析 图 2-5-12、 图 2-5-14 和 图 2-5-15 以 不 同 角度 所 给 出 的 阵 点 在 
空间 排 布 的 关系 ,不 难 推 知 ,在 三 方 晶 系 尺 点 阵 中 如 果 存 在 着 与 唱 系 特征 三 次 轴 
相 垂直 的 二 次 轴 , 那 么 二 次 轴 只 能 与 在 两 个 附加 阵 点 之 间 通 过 的 方向 相 平行 (或 重 
合 )。 这 样 ,二 次 轴 的 方向 在 态 取向 格子 中 就 是 [100] 取 向 ( 即 [100],[110j 和 
[010J 三 个 等 效 的 取向 ), 而 在 R 取向 格子 中 就 是 L110] 取向 ( 即 [110]、L011] 和 
[L101] 三 个 等 效 的 取向 )。 除 此 之 外 ,二 次 轴 不 再 可 能 有 像 在 是 点 阵 太 取向 P 格 
子 中 的 另 一 种 [120] 取 向 。 同 样 的 道理 ,如 果 在 R 点 阵 中 存在 着 与 特征 三 次 轴 相 
平行 的 对 称 面 ,从 点 阵 排 布 的 特征 可 以 推 知 ,对 称 面 只 能 与 通过 坐标 系 原点 阵 点 和 
附加 阵 点 的 阵 点 平面 相 平行 (或 重合 ) 。 这 样 的 对 称 面 取向 ( 面 法 线 方向 ) 就 如 上 述 
的 二 次 轴 取 向 一 样 , 即 在 R 取向 格子 中 只 能 以 L110] 取向 ,而 在 吾 取 向 格子 中 就 是 
[100] 取 向 。 


2. 5.4 ”四 方 唱 系 布 拉 维 格子 中 的 L110j 取 向 和 六 方 
晶 系 布 拉 维 格子 中 的 L100] 及 L120 取向 
2. 5.4.1 四 方 晶 系 布 拉 维 格子 中 的 [110] 取 向 


满足 六 参数 中 具有 特征 为 wo 一 b,a 一 6 一 7 一 90 的 单位 格子 将 是 四方 晶 系 的 
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两 种 布 拉 维 格子 和 立方 晶 系 的 3 种 布 拉 维 格子 。 立 方 晶 系 的 布 拉 维 格子 的 参数 特 
征 除 ao 二 bo 外 ,还 有 a6 三 co ;06 二 co。。 这 里 只 讨论 co 二 如 的 情况 ,其 余 的 情况 读者 
可 以 由 此 类 推 。 

具有 a6 二 ,a 二 p 一 7 二 90" 参 数 特征 的 布 拉 维 格子 ,由 于 两 个 周期 平稳 与 也 
相互 以 90" 相 交 且 相互 等 效 ,因而 [100] 取 向 ( 即 晶 棱 方 向 ) 与 [010] 取 向 是 相互 等 
效 的 取向 。 同 理 ,[110] 取 向 与 [110] 取 向 也 是 等 效 共 存 的 取向 。 在 这 些 布 拉 维 格 
子 中 ,[110] 取 向 (等 效 共存 的 [110] 取 向 ) 将 有 具有 特殊 性 质 , 下 面 对 3 种 布 拉 维 格子 
分 别 给 予 讨 论 : 

1. 初 基 己 格子 中 的 [110] 取 向 具有 上 述 参 数 特征 的 初 基 己 点 阵 的 一 部 分 
点 阵 ( 由 4 个 布 拉 维 已 格子 组 成 ) 沿 四 次 轴 ( 即 周期 平移 上 ) 方 向 投影 示意 于 图 
2-5-19。 如 果 以 这 一 个 初 基 布 拉 维 已 格子 中 的 [110] 取 向 及 其 等 效 共 存 的 [110] 
取向 作为 基本 周期 平移 方向 ,在 这 一 初 基 已 点 阵 中 重新 选取 单位 格子 ,也 可 以 说 ， 
是 以 初 基 布 拉 维 了 格子 中 的 平移 矢量 十 很 一 色 代 替 基 本 周期 平移 人 和 了 tb 
在 这 初 基 卫 点 阵 中 重新 选择 单位 格子 ,那么 这 重新 选取 的 单位 格子 实质 上 就 是 初 
基 书 点 阵 的 L110] 取 向 格子 ,在 图 2-5-19 中 以 粗 线 表 示 。 从 图 中 不 难看 出 ,这 一 
L110j] 取 向 格子 是 底 心 C 格子 。 由 此 可 推 知 ,在 四 方 晶 系 和 立方 晶 系 中 初 基 布 拉 
维 忆 格子 中 ,L110j] 取 向 (和 它 等 效 共存 在 [110] 取 向 ) 上 具有 底 心 C 格子 的 性 质 。 
我 们 也 可 这 样 理解 ,在 初 基 P 格子 中 的 [110」 方 向 是 在 重新 选取 的 底 心 C 格子 中 
的 [100j 方 向 。 因 此 ,在 下 一 章 有 关 对 称 元 素 与 非 初 基 平 移 组 合 的 讨论 中 ,四 方 唱 
系 和 立方 晶 系 的 初 基 布 拉 维 格子 内 ,位 于 [110]( 和 [110]) 取 向 上 的 对 称 元 素 应 遵 
循 与 底 心 C 格子 的 L100] 取 向 一 样 的 非 初 基 平 移 组 合 规律 ,出 现 对 称 元 素 派 生 
共存 。 


图 2-5-19 四方 品系 和 立方 晶 系 初 基 PP 格子 中 的 [110] 取 向 具 
有 非 初 基底 心 C 格 子 [100] 取 向 的 性 质 


» 172。 


2. 体 心 工 格子 中 的 [110] 取 向 “四方 晶 系 和 立方 晶 系 的 体 心 布 拉 维 工 点 阵 ， 
遵照 布 拉 维 选择 原则 所 选取 的 布 拉 维 格子 应 是 体 心 了 格子。 图 2-5-20 给 出 由 4 
个 体 心 工 格子 组 成 的 部 分 点 阵 , 并 沿 周期 平移 上 方向 投影 示意 。 以 体 心 工 格子 中 
的 [110] 取 向 (和 等 效 的 [110] 取 向 ) 在 布 拉 维 体 心 1 点 阵 中 重新 选取 的 格子 (图 中 
以 粗 线 表示 ) 是 一 个 非 初 基 的 面 心 下 格子 。 在 体 心 工 格子 中 的 [110] 和 [110] 方 向 
在 重新 选取 的 到 格子 中 是 位 于 [100] 和 [010] 方 位 。 由 此 可 以 推 知 ,四 方 晶 系 和 立 
方 唱 系 的 体 心 工 格子 中 ,[110] 取 向 具有 面 心 格子 的 [100] 取 向 性 质 。 在 此 方向 上 
的 对 称 元 素 应 看 作 面 心 格子 L100] 取 向 上 的 对 称 元 素 ,并 遵循 与 面 心 下 格子 的 
非 初 基 平移 组 合 规律 ,导出 其 派生 共存 的 对 称 元 素 。 
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图 2-5-20 四方 晶 系 和 立方 品系 体 心 1 格子 中 的 [110] 取 向 具有 
非 初 基 面 心 下 格子 [100] 取 向 的 性 质 


3. 面 心 下 格子 中 的 L110] 取 向 图 2-5-21 给 出 立方 晶 系 4 个 面 心 布 拉 维 下 
格子 所 组 成 的 部 分 布 拉 维 下 点 阵 。 从 图 中 可 以 知道 , 面 心 下 格子 的 两 个 基本 周期 
平移 标记 为 t, 及 t,。 如 果 以 (ts 十 )/2 和 和 (t,t,)/2 作为 基本 周期 平移 ,在 面 心 F 
点 阵 中 重新 选取 单位 格子 ,其 结果 如 图 所 示 的 体 心 1 格子 (以 粗 线 表示 )。 由 此 可 
以 推 知 ,在 立方 晶 系 面 心 下 格子 中 ,在 [L110]( 和 [110]) 取 向 上 具有 非 初 基体 心 I 
格子 的 L100] 取 向 性 质 。 在 此 方向 上 的 对 称 元 素 应 遵循 体 心 1 格子 [100] 取 向 所 表 
现 的 对 称 元 素 派生 共存 规律 。 

立方 晶 系 的 参数 特征 是 ao 二 4 二 co ,a 二 Bp 二 y 二 90", 因 而 ,在 立方 晶 系 的 布 拉 维 
格子 中 ,L011j 取 向 和 [101] 取 向 将 与 [110] 取 向 一 样 具有 上 述 讨论 的 特点 。 这 3 个 
不 同 的 取向 ,在 立方 晶 系 的 布 拉 维 格子 中 是 相互 等 效 的 。 
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图 2-5-21 立方 唱 系 面 心 下 格子 中 的 [110] 取 向 具 
有 非 初 基体 心 1 格子 L100j 取 向 的 性 质 


2.5.4.2 六 方 晶 系 布 拉 维 格子 中 的 [100] 取 向 和 [120j] 取 向 


六 方 品系 的 布 拉 维 点 阵 只 有 一 种 ,这 就 是 我 们 通常 说 的 六 方 唱 系 五 点 阵 , 它 
是 由 五 取向 初 基 书 格子 所 构成 。H 取向 初 基 P 格子 是 从 五 点 阵 正确 选取 的 布 
拉 维 格子 , 它 的 参数 特征 是 an 一 如 天 caya= 一 8 一 90" ,7 一 120"。 由 3 个 初 基 书 格子 
构成 底 心 的 六 方 柱 格子 , 称 为 日 取向 底 心 C 格子 , 它 实 际 上 是 一 个 复合 格子 。 可 
把 五 取向 底 心 C 格子 看 作 是 具有 代表 性 的 部 分 互 点 阵 。 

在 六 方 唱 系 瓦 取向 初 基 已 格子 中 ,有 两 个 取向 对 于 微观 空间 对 称 原理 是 十 
分 重要 的 ,这 就 是 [100] 取 向 和 [120] 取 向 。 由 于 唱 系 特征 对 称 , 互 取向 格子 中 
L100] 取向 是 包含 着 3 个 相互 等 效 的 取向 , 即 [100],[110] 和 [010] 取 向 都 是 相互 等 
效 的 。 同 样 ,在 L120] 取 向 中 [120],[210] 和 [110] 也 是 相互 等 效 。 所 包含 的 3 个 相 
互 等 效 取向 中 ,有 其 一 必 有 其 他 两 个 。 图 2-5-22 给 出 这 两 类 不 同 的 取向 ,这 两 类 
取向 相互 之 间 刚 好 以 30" 相 错 组 合 在 一 起 。 通 常 , 我 们 以 [100] 取 向 和 [120] 取 向 
代表 这 两 类 不 同 的 取向 。 从 图 2-5-22 可 以 知道 ,这 两 类 取向 的 平移 周期 显然 不 相 
同 ,性 质 也 不 同 。 

有 必要 提醒 一 下 ,我们 在 所 有 场合 下 所 提 到 的 取向 都 是 以 晶 带 轴 ( 类 似 于 蝇 
楼 ) 指 数 表 示 。 如 几何 晶体 学 中 所 论述 的 那样 , 带 方 括 弧 的 晶 带 轴 ( 或 晶 棱 ) 指 数 在 
晶体 学 中 是 表示 着 某 一 特定 方向 ,这 种 取向 表示 方式 在 微观 空间 自然 也 是 适用 。 
此 外 ,在 几何 晶体 学 中 带 圆 括 弧 的 唱 面 指数 在 微观 空间 中 是 表示 着 特定 阵 点 面 族 
的 方向 。 有 关 这 些 论述 请 读者 参阅 第 一 篇 几何 晶体 学 的 有 关 章 节 , 这 里 只 作为 
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图 2-5-22 六 方 唱 系 互 点 阵 互 取向 初 基 书 格子 中 ,[100j] 取 向 (以 双 
线 表 示 ) 和 [120] 取 向 (以 粗 线 表示 ) 以 及 它们 的 等 效 取 向 示意 图 


提示 。 

如 果 在 六 方 品 系 五 点 阵 中 以 初 基 书 格子 的 [100j 取 向 和 [120] 取 向 (或 者 以 
L110] 和 [110], 或 者 以 [010] 与 [210] 取 向 ) 重 新 选取 单位 格子 ,其 结果 如 图 2-5-23 
所 示 , 所 选取 的 格子 将 是 非 初 基 的 底面 心 C 格子 ,参数 具有 正 交 晶 系 的 特征 “天 
0 天 ca 一 8 一 7 一 90 。 很 显然 ,六 方 晶 系 初 基 尸 格子 中 的 两 类 主要 取向 ,[100j] 取 向 
和 L120] 取向 都 具有 底面 心 C 格子 的 L100] 取 向 性 质 。 在 这 些 方向 上 的 对 称 元 素 
应 与 在 正 交 晶 系 底面 心 C 格子 [100] 取 向 或 L010] 取 向 上 的 一 样 , 存 在 着 非 初 基 平 
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图 2-5-23 在 六 方 晶 体 以 瑞 取 向 初 基 P 格子 中 ,[100] 取 向 和 [120] 取 
向 具有 正 交 晶 系 底面 心 C 格 子 L100j 取 向 和 [010J 取 向 的 性 质 
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移 组 合 所 表现 的 对 称 元 素 派 生 共 存 现象 。 

不 言 而 喻 , 三方 晶 系 尺 点 阵 以 日 取向 的 非 初 基 妃 格子 , 它 的 [100] 取 向 和 
[120] 取 向 也 同样 具有 正 交 晶 系 底面 C 格子 [100]( 或 L010]) 取 向 的 性 质 ,在 这 些 
方向 上 的 对 称 元 素 同 样 应 该 存在 C 格子 非 初 基 那 样 的 对 称 元 素 派生 共存 。 此 外 ， 
既然 三 方 晶 系 的 互 点 阵 与 六 方 晶 系 互 的 点 阵 完 全 相同 ,上 述 取向 的 性 质 自然 也 
一 样 。 
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第 六 章 ”微观 对 称 元 素 与 非 初 基 平 移 的 组 合 


2. 6.1 对 称 中 心 与 非 初 基 平 移 组 合 
2.6.1.1 侧面 心 格子 


位 于 坐标 原点 (000) 的 对 称 中 心 1(000) 的 一 般 位 置 等 效 点 系 是 zy、z; 元 \ 了 、 
z。 侧 面 心 C 格 子 的 非 初 基 平移 矢量 为 (t 十)/2, 它 使 一 般 位 置 等 效 点 系 衍生 出 
另外 的 两 个 等 效 点 1/2 十 xX,1/2 十 y,z;1/2 一 x,1/2 一 y,z, 从 而 由 4 个 等 效 点 组 成 
一 般 位 置 等 效 点 系 。 而 此 4 个 等 效 点 之 闻 ,X,y,z 与 1/2 一 +,1/2 一 y,z; 工 ,了 J, 忆 与 
1/2 十 xX,1/2 十 y,z 之 间 表 明 存 在 着 派生 的 对 称 中 心 1(1/4 1/4 0), 如 图 2-6-1 
所 示 。 


图 2-6-1 侧面 心 C 格 子 中 对 称 中 心 的 派生 及 其 排 布 示意 图 ,其 中 派生 
的 对 称 中 心 以 国际 符号 1 表示 ,而 初 基 的 对 称 中 心 以 图 形 ( 小 黑 点 ) 表 
示 , 小 圆圈 是 一 般 位 置 等 效 点 


同样 道理 ,对 于 侧面 心 A 及 B 格 子 , 位 于 坐标 原点 的 对 称 中心 1(000) 与 非 初 
基 平 移 ( 乌 十 t. )/2 或 (ts 十 t.)/2 组 合 后 将 派生 新 的 对 称 中 心 1(0 1/4 1/4) 或 
1(1/40 1/4), 


2.6.1.2 体 心 格子 


位 于 坐标 原点 的 对 称 中 心 1(000) 的 两 个 一 般 位 置 等 效 点 x，y,z;z,5,z 与 体 
心 格子 非 初 基 平移 (t, 十 十 t.)/2 组 合 后 将 衍生 出 另外 两 个 等 效 点 1/2 十 z,1/2 十 
y1/2 十 z31/2 一 x,1/2 一 y,1/2 一 z。 不 难看 出 由 此 4 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 


» 177 ， 


等 效 点 系 中 ,等 效 点 之 间 的 等 效 关 系 除 表 明 初 始 的 对 称 中 心 1(000) 外 ,还 由 于 体 
心 格子 非 初 基 平 移 组 合 后 所 派生 的 新 的 对 称 中 心 1(1/4 1/4 1/4) 的 存在 ,如 
图 2-6-2 所 示 。 


图 2-6-2 体 心 工 格子 中 对 称 中 心 的 派生 及 其 排 布 示意 图 ,其 中 派生 的 对 称 中 
心 以 了 表示 (括号 内 指出 它 的 坐标 高 度 ) ,而 初 基 的 对 称 中 心 以 小 黑 点 表示 ,小 
圆圈 是 一 般 位 置 等 效 点 


在 图 2-6-1 和 图 2-6-2 中 以 小 圆圈 表示 一 般 位 置 等 效 点 ,初始 的 对 称 中 心 以 
小 黑 点 表示 ,而 组 合 后 所 派生 的 对 称 中 心 以 国际 符号 1 表示 ,以 加 区 别 。 


2.6.1.3 面 心 格子 


位 于 坐标 系 原点 的 对 称 中 心 1(000), 它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 两 个 等 效 点 z， 
y ,ZZ; 区 ,了 ,Z 与 面 心 下 格子 的 非 初 基 平 移 《 包 十 kt)/2, (4 十 t)/2, (到 十 包 )/2 组 合 之 
后 将 衍生 男 外 的 3 对 等 效 点 :1/2 十 y,1/2 十 z;Z ,1/2 一 y,1/2 一 z;1/2 十 x,y， 
1/2 十 z;1/2 一 zx， ;1/2 一 z;1/2 十 X，1/2 十 y,zx;1/2 一 x,1/2 一 y,z。 连 同 初 始 两 个 
等 效 点 ,一共 8 个 等 效 点 构成 了 组 合 后 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。8 个 等 效 点 之 间 的 
对 称 等 效 关系 既 表 明 初 始 的 , 亦 即 初 基 的 对 称 中 心 1(000) ,也 表明 由 于 非 初 基 面 
心 下 格子 所 引起 派生 的 新 的 对 称 中 心 1C(0 1/4 1/4),1(1/401/4),1(1/4 1/40) 存 
在 于 格子 中 ,如 图 2-6-3 所 示 。 


2.6.1.4 对 称 中 心 与 非 初 基 平移 组 合 小 结 


位 于 坐标 系 原点 (000) 的 初 基 的 对 称 中 心 I(000) 在 各 种 非 初 基 格 子 中 将 派生 
出 如 下 表 所 列 的 对 称 中 心 。 
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图 2-6-3 面 心 下 格子 中 对 称 中 心 的 派生 (以 1 表示 ) 及 其 空间 排 
布 示意 图 ,小 圆圈 表示 一 般 位 置 等 效 点 


格子 类 型 非 初 基 平 移 派生 的 对 称 中心 
A (tstt)/2 IO 1/4 1/4) 
B el (tatte)/2 1(1/4 0 1/4) 
C (tstt)/2 1(1/4 1/4 0) 

I (te 十 bb 十 tt)/2 1(1/4 1/4 1/4) 
(tstte)/2 IO 1/4 1/4) 
F (tatte)/2 1(1/4 .01/4) 
(te 十 色 )/2 1(1/4 1/4 0) 


2. 6.2 对称 面 与 非 初 基 平移 组 合 


非 初 基 格 子 的 类 型 可 以 是 A,B,C,1, 下 。 对 称 面 的 性 质 可 以 是 反映 对 称 面 m、 
滑 移 对 称 面 a,b6,c,n 和 4d ,它们 之 间 的 组 合十 分 繁多 。 它 们 组 合 结果 将 列 于 本 节 
最 后 的 小 结 之 中 ,以 供 读者 参考 。 为 便于 了 解 组 合 的 原理 及 掌握 组 合 的 基本 方法 ， 
下 面 分 别 以 不 同类 型 的 非 初 基 格 子 选择 比较 典型 的 组 合 进行 讨论 ,其 余 的 情况 由 
此 类 推 ,或 者 有 些 组 合 情 况 仅 是 坐标 轴 变 换 的 结果 。 

4 滑 移 面具 有 特殊 性 , 它 在 非 初 基 格 子 中 的 情况 将 单独 在 2. 6. 3 节 中 讨论 。 


2.6.2.1 侧面 心 格子 


1. 在 侧面 心 A 格子 中 的 反映 对 称 面 m(0yz) 作为 初 基 对 称 面 通 过 坐标 系 
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原点 且 垂直 于 X 轴 的 对 称 面 m(0yz) , 它 的 一 般 位 置 等 效 点 为 z, yz 元 ,yz 它们 
与 侧面 心 A 格子 的 非 初 基 平移 (十 tk)/2 组 合 所 导出 的 派生 等 效 点 为 x,1/2 十 y， 
1/2 十 z; 邢 ,1/2 十 y，,1/2 十 z。 由 初始 的 及 派生 的 4 个 等 效 点 构成 一 般 位 置 等 效 点 
系 。 从 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 ,除了 初始 作为 初 基 对 称 面 m(0yz) 之 外 ,等 效 
感 工 ;ys 儿 与 世 ,1/2 十 y,1/2 十 zx, 以 及 开 ,y，z 与 ,1/2 十 y,1/2 十 z 之 间 的 对 称 关 系 
都 表明 在 此 侧面 心 A 格子 中 存在 派生 的 滑 移 对 称 面 2(0yz) 。 换 名 话说 ,反映 对 称 
面 m(0yz) 与 侧面 心 A 格子 的 非 初 基 平 移 组 合 后 将 派生 一 个 滑 移 面 2(0yz) 。 从 坐 
标 可 知 ,初始 的 与 派生 的 对 称 面 是 重合 的 ,如 图 2-6-4 所 示 。 


图 2-6-4 在 侧面 心 4 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 对 称 面 
m 与 派生 共存 ,它们 相互 重合 


不 难 理解 ,如 果 以 滑 移 面 nC0yz) 作 为 初始 的 初 基 对 称 面 ,与 侧面 心 A 格子 非 
初 基 平移 组 合 ,其 结果 将 完全 一 样 。 

2. 在 侧面 心 日 格 子 中 的 反映 对 称 面 m (0yz) 与 上 述 一 样 ,作为 初 基 对 称 
的 反映 对 称 面 mx(0yz) 应 有 一 般 位 置 等 效 点 z,y,z 和 工 ,y,z。 它 们 与 侧面 心 B 格 
子 的 非 初 基 平 移 (t, 十 t.)/2 组 合 将 派生 出 等 效 点 1/2 十 x,y,1/2 十 z 和 1/2 一 x,y， 
1/2 十 zx。 由 初始 的 和 派生 的 4 个 等 效 点 组 成 一 般 位 置 等 效 点 系 。 从 等 效 点 之 间 的 
对 称 等 效 关系 看 ,除了 表明 初始 作为 初 基 对 称 面 (0yz) 的 存在 之 外 ,等 效 点 zy， 
& 与 1/2 一 zy，*1/2 十 z, 以 及 元 ,yz 与 1/2 十 zyy17/2 十 z 之 间 的 对 称 等 效 关 系 表 
明 在 此 侧面 心 B 格子 中 存在 着 派生 的 滑 移 对 称 面 c(1/4 y = )。 换 句 话 说 ,反映 对 
称 面 m2C0yz) 与 侧面 心 B 格子 的 非 初 基 平 移 组 合 ,其 结果 将 派生 滑 移 面 c(1/4yz) 。 
从 坐标 可 知 , 初 始 的 与 派生 的 对 称 面 是 相互 平行 地 垂直 于 X 轴 , 而 且 沿 X 轴 相互 
相隔 1/4 周期 ,如 图 2-6-5 所 示 。 

不 难 理解 ,如 果 以 滑 移 面 (0yz) 作 为 初始 的 初 基 对 称 面 ,与 侧面 心 B 非 初 基 
平移 组 合 ,肯定 会 派生 出 反映 对 称 面 m(1/4yz)。 很 显然 ,此 结果 只 需 将 坐标 系 原 
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图 2-6-5 侧面 心 刀 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 
对 称 面 m 与 c 派生 共存 


点 沿 X 轴 移 动 1/4 周期 后 ,就 与 图 2-6-5 完全 相同 。 所 以 反映 对 称 面 m(0yz) 与 
滑 移 面 c(i1/4yz) 在 B 格子 中 是 派生 共存 在 的 。 

3. 侧面 心 C 格子 中 的 反映 对 称 面 m(0yz) 作为 初始 的 反映 对 称 面 m(0yz) 
应 有 一 般 位 置 等 效 点 +,y,z 和 工 ,y,z。 经 侧面 心 C 格子 的 非 初 基 平移 (ts 十 t)/2 
组 合 将 派生 等 效 点 1/2 十 Xx,1/2 十 y,z 和 1/2 一 x,1/2 十 y,zx。 由 初始 的 及 派生 的 4 
个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 表 明 , 既 存在 反映 对 称 面 m(0yz), 也 存在 着 
派生 的 滑 移 面 5(1/4yz) 。 初 始 的 与 派生 的 对 称 面 互相 平行 相隔 1/4 周期 。 

由 此 我 们 可 以 肯定 ,在 侧面 心 C 格子 中 垂直 于 X 轴 的 反映 对 称 面 m 与 滑 移 
面 6 以 1/4 周期 相隔 互 为 派生 共存 ,如 图 2-6-6 所 示 。 


Y 
-> 


Ee 
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图 2-6-6 侧面 心 C 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 对 称 
面 m 与 b 派生 共存 


4. 在 侧面 心 B 格 子 中 的 滑 移 面 nC(0yz) 作为 初始 的 滑 移 面 n(0yz) 应 有 一 
般 位 置 等 效 点 z,y,z 和 五,1/2 十 y,1/2 十 z。 它 们 与 侧面 心 B 格子 的 非 初 基 平 移 
。 181 。 


( 纺 十 人)7/2 组 合 应 派生 等 效 点 1/2 十 Xx,y;1/2 十 xz 和 1/2 一 x,1/2 十 y,x。 全 部 4 个 
等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 表 明 存 在 派生 的 滑 移 面 5(1/4yz), 它 与 初始 的 
滑 移 面 nC0yz) 平 行 相隔 /4, 它 们 在 侧面 心 BB 格子 中 派生 共存 ,如 图 2-6-7 所 示 。 
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图 2-6-7 侧面 心 8 格子 中 垂直 于 坐标 轴 XX 方向 的 
滑 移 面 与 派生 共存 


5. 在 侧面 心 C 格子 中 的 滑 移 面 2(0yz) ”作为 初始 对 称 面 , 滑 移 面 2(0yz) 
应 有 两 个 一 般 位 置 等 效 点 zx,y,z 和 式 ,1/2 十 y,1/2 十 z。 它 们 与 侧面 心 C 格子 的 
非 初 基 平 移 (t 十 )/2 组 合 应 派生 出 等 效 点 1/2 十 x,1/2 十 y,z 和 1/2 一 x,y， 
1/2 十 z。 初 始 的 和 派生 的 4 个 等 效 点 组 成 一 般 位 置 等 效 点 系 。 此 等 效 点 系 各 等 效 
点 之 间 的 对 称 关系 指明 存在 着 派生 的 滑 移 面 c(1/4yz) , 它 与 初始 的 滑 移 面 nC0yxz) 
平行 相隔 /4, 如 图 2-6-8 所 示 。 很 显然 ,在 侧面 心 C 格子 中 垂直 于 X 轴 的 滑 移 
面 7 与 滑 移 面 c 平行 相隔 1/4 周期 互 为 派生 共存 。 


pad dh 一 一 一 
OO, Ge 
ys: 1 
OT | 2 
O, 
Ly 
©O2 一 一 
| G， OO, 
X 


图 2-6-8 在 侧面 心 C 格 子 中 垂直 于 坐标 轴 义 方向 的 
滑 移 面 4 与 c 派生 共存 


6. 在 侧面 心 A 格子 中 的 滑 移 面 0(0yz) ”作为 初始 对 称 面 、 滑 移 面 98(0yz) 
应 有 两 个 一 般 位 置 等 效 点 z,y,z 和 去 ,1/2 十 y,z。 它 们 与 侧面 心 A 格子 的 非 初 基 
平移 (十 k)/2 组 合 应 派生 出 等 效 点 x,1/2 十 y,,1/2 十 z 和 荆 ,y,1/2 二 zx。 由 初始 
的 及 派生 的 4 个 等 效 点 组 成 一 般 位 置 等 效 点 系 。 此 等 效 点 系 表明 存在 着 派生 的 消 
移 面 (0yz) 。 从 坐标 可 以 知道 ,初始 的 和 派生 的 滑 移 面 是 完全 重合 在 一 起 的 ,如 
图 2-6-9 所 示 。 由 此 推导 可 得 如 下 结论 :在 侧面 心 A 格子 中 垂直 于 X 坐标 轴 方 向 
的 滑 移 面 5 与 滑 移 面 c 是 相互 重合 地 派生 共存 。 
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图 2-6-9 在 侧面 心 A 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 
滑 移 面 5 与 < 派生 共存 


上 述 6 种 组 合 已 经 基本 概括 了 各 种 性 质 对 称 面 与 侧面 心平 移 的 组 合 。 虽 然 上 
述 情况 中 各 种 性 质 的 对 称 面 均 垂 直 于 坐标 轴 X 的 方向 ,但 对 于 其 他 与 坐标 轴 Y 或 
方向 垂直 的 对 称 面 情况 ,只 需要 进行 坐标 轴 对 换 或 轮换 就 可 以 获得 与 上 述 情 况 
类 似 的 结果 。 在 后 面 有 关 空 间 群 推导 的 章节 (2. 7.4 节 ) 中 将 会 讨论 到 坐标 轴 对 换 
及 轮换 与 对 称 面 符号 及 其 坐标 位 置 的 相应 变换 ,读者 可 以 参考 。 


2.6.2.2 体 心 格子 


1. 在 体 心 格子 中 的 反映 对 称 面 m(0yz) 与 坐标 轴 和 垂直 的 反映 对 称 面 
m(0yz) 作 为 初始 的 初 基 格 子 中 的 对 称 面 应 有 两 个 一 般 位 置 等 效 点 x,y,z 和 
元 ;yz 它们 与 体 心 工 格子 非 初 基 平移 ( 瑟 十 k 十 tk)7/2 组 合 之 后 ,应 派生 出 两 个 等 效 
点 :1/2 十 xX,1/2 十 y;1/2 十 z 和 1/2 一 z,1/2 十 y,1/2 十 zx。 由 初始 的 及 派生 的 4 个 
等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 , 如 图 2-6-10 所 示 , 表 明 在 此 体 心 工 格子 内 同 
时 存在 着 派生 的 滑 移 面 n(1/4yz) , 它 与 初始 的 mC(0yz) 平 行 相隔 /4 互 为 派生 共 
存 。 如 果 以 垂直 XX 轴 的 滑 移 面 n 作为 初始 的 对 称 面 , 组 合 后 的 结果 必然 与 上 述 结 


果 ( 图 2-6-10) 一 样 。 坐 标 原点 是 否 沿 X 轴 移 动 1/4 周期 ,这 决定 于 初始 对 称 面 在 
X 轴 上 的 初始 坐标 位 置 。 
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图 2-6-10 在 体 心 1 格子 中 垂直 于 坐标 轴 XX 方向 的 
对 称 面 m 与 7 派生 共存 

2. 在 体 心 1 格子 中 的 滑 移 面 bC(0yz) 与 X 轴 垂直 的 滑 移 面 58(0yz) 应 有 两 
个 一 般 位 置 等 效 点 z,y,z 和 五,1/2 十 y,zx。 它 们 与 体 心 格子 非 初 基 平 移 (t, 十 
t; 十 t.)/2 组 合 应 派生 出 两 个 等 效 点 1/2 十 z,1/2 十 y,1/2 十 zx 和 1/2 一 x,y,1/2 十 
zx。 由 初始 的 及 派生 的 4 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 ( 见 图 2-6-11)。 等 
效 点 之 间 的 对 称 等 效 关 系 表 明 在 此 体 心 工 格子 中 确实 存在 着 派生 的 滑 移 面 
c(1/4yz)。 由 此 可 知 , 在 体 心 工 格子 中 ,垂直 于 X 轴 的 滑 移 面 2 与 c 是 平行 相隔 
1/4 周期 地 互 为 派生 共存 。 


图 2-6-11 在 体 心 工 格 子 中 垂直 于 坐标 轴 
立方 向 的 滑 移 面 6 与 c 派生 共存 


在 体 心 工 格子 内 ,位 于 体 心 位 置 的 附加 阵 点 对 于 格子 的 坐标 轴 并 没有 方向 性 ， 
因而 上 述 所 讨论 的 两 种 派生 共存 情况 也 必然 适用 于 垂直 于 Y 轴 或 Z 轴 的 对 称 面 ， 
它们 的 结果 应 该 相同 ,只 是 滑 移 面 的 平移 操作 所 沿 着 的 坐标 轴 不 同 , 滑 移 面 的 符号 
应 作 相 应 的 改变 。 这 也 正 是 由 于 坐标 轴 的 变换 (轮换 成 对 换 ), 引 起 滑 移 面 符号 相 
应 变化 。 
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2.6.2.3 面 心 格子 


在 面 心 下 格子 中 ,作为 初 基 格子 的 反映 对 称 面 m0yz) 是 垂直 于 坐标 轴 头 方 
向 且 通 过 坐标 系 原点 , 它 应 有 两 个 一 般 位 置 等 效 点 z,y,z 和 开 ,y,zx。 它 们 与 面 心 
下 格子 非 初 基 平 移 Cts 十 多)/2, (bi 十 t)/2,《 包 十 4.)/2 分 别 进行 组 合 ,应 派生 出 6 个 
和 锋 效 点 :1/2 十 ZX,1/2 十 y,z;1/2 一 x,1/2 十 y,z;1/2 十 x,y ,1/2 十 z;1/2 一 x,y， 
1/2 十 zx;x，1/2 十 y,1/2 十 xz; 区 ,1/2 十 y,1/2 十 zx。 由 初始 的 两 个 等 效 点 和 派生 的 6 
个 等 效 点 一 共 8 个 等 效 点 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 , 它 除了 表明 初始 的 反映 对 称 
面 之 外 ,8 个 等 效 点 之 间 的 对 称 关系 都 分 别 说 明 存 在 着 3 个 派生 的 滑 移 面 , 即 
n(0yz),b(1/4yz) 和 cl(1/4yz)。 等 效 点 系 及 全 部 初始 的 及 派生 的 对 称 面 均 示意 于 
图 2-6-12。 下 面 的 图 表 是 指出 这 一 般 位 置 等 效 点 系 中 8 个 等 效 点 之 间 的 对 称 等 


效 关系 ,从 而 导出 派生 的 滑 移 面 a(0yz) ,6( 子 yz) 和 < (地 yz)。 


图 2-6-12 在 面 心 下 格子 中 垂直 于 X 轴 的 对 称 面 mx,n,b 及 < 派生 
共存 及 其 一 般 位 置 等 效 点 系 


yy < 元 ,1/2 十 y,1/2 十 zx 
1/2+zx,1/2+y,z < 一 ~]1/2 一 zyy,1/2 十 > 
17/2 十 zy 17/2 十 zx < 一 ~]1/2 一 z,1/2 十 yx 
XZ»,1/2+y,1/2+x <—— Yi, yz 


XY < > 1/2—Zx,1/2+y,z 


17/2 十 z,1/2 十 y,z <——>T,y,z 
172 十 zyy,1/2 十 zx < 一 -~ T,1/2+y,1/2Tz 
TX,1/2+y,1/2+z < 一 一 ~ 1/2 一 zyy,1/2 十 z 
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c(l/4yz) 


XN 1 /2 yl1/2 二 2 
17/2 十 zy,1/2 十 yz < 一 一 元 ,1/2 十 y，1/2 十 z 
二 /2 二 72 
Z,1/2 十 y,1/2 十 > 17/2 一 zy,1/2 十 yz 
从 初始 的 和 派生 的 4 个 对 称 面 的 坐标 位 置 可 知 , 反 映 对 称 面 m 与 滑 移 面 2 相 
互 重合 , 滑 移 面 6 与 c 相互 重合 ,而 这 两 对 重合 的 对 称 面 之 间 平 行 地 相隔 tk/4。 显 
然 ,无 论 以 4 个 对 称 面 中 任何 一 个 对 称 面 作 为 初始 的 初 基 格 子 的 对 称 面 与 面 心 F 
格子 非 初 基 平 移 组 合 , 其 结果 都 将 与 图 2-6-12 所 示 一 样 ,只 是 坐标 系 原 点 可 能 在 
和 轴 上 移动 1/4 周期 。 由 此 可 以 确定 ,在 面 心 下 格子 中 上 述 4 个 对 称 面 mCn)， 
b(c) 是 互 为 派生 共存 的 。 
面 心 下 格子 中 3 个 附加 阵 点 位 于 平行 六 面体 的 面 中 心 ,它们 对 于 格子 中 的 坐 
标 轴 并 没有 方向 性 。 因 此 ,垂直 于 工 轴 或 2 轴 的 对 称 面 情况 将 与 上 述 垂直 于 X 轴 
的 对 称 面 情况 完全 一 样 , 只 是 那些 滑 移 面 如 65 及 c 在 符号 上 将 要 作 相 应 的 改变 。 


2.6.2.4 ”对称 面 与 非 初 基 平 移 组 合 小 结 


通过 这 一 他 的 讨论 ,对 于 在 各 种 非 初 基 格 子 中 不 同性 质 对 称 面 与 非 初 基 平移 
的 组 合 ,从 原理 上 和 推导 的 基本 方法 上 都 作 了 较 详 细 的 曾 述 。 虽然 所 讨论 的 情况 
都 是 与 坐标 轴 愉 方向 垂直 的 对 称 面 , 但 与 坐标 轴 了 及 2 方向 垂直 的 亦 不 难以 同样 
方法 推导 出 对 称 面 的 派生 共存 规律 。 为 了 读者 查阅 方便 , 表 2-6-1 将 不 同 取向 (与 
坐标 轴 方 向 ) 的 各 种 性 质 对称 面 在 各 类 非 初 基 格 子 中 的 派生 共存 规律 全 部 列 出 。 


表 2-6-1 在 非 初 基 格 子 的 [L100],L010j 和 [00] 取 向 上 对 称 面 的 派生 共存 规律 


唱 面 取向 A B C I F 
工 m(n) mMm<—>c m<—>b m<—>n m(n)<—b(c) 
[L100] ble) b<—n Ce——>n b<—>c 
y Mm<—>C mln) m<—>a m<—>n m(l(n)}<—atlc) 
[L010] Q<——>n alc) C<—n CA >C 
之 m<—b m<—>a m(n) m<—>n m(n)<—>b(a) 
Lo01] Ua<—>n b<—>n alb) a<—>0b 


注 : 表 中 < 一 表示 两 对 称 面 之 间 以 平行 相隔 1/4 周期 派生 共存 。( ) 表 示 两 对 称 面相 互 重合 派生 共存 。 


关于 曲面 的 取向 以 及 唱 棱 符号 ,我 们 在 第 一 篇 "几何 晶体 学 ”中 已 作 详细 讨论 ， 

品 棱 符号 表示 一 个 方向 。 在 微观 空间 中 对 称 面 是 与 点 阵 中 的 阵 点 平面 相 一 致 的 ， 

因而 与 宏观 晶 面 也 当然 相 一 致 ,这 里 我 们 仍然 沿用 唱 楼 符号 (以 方 括 弧 中 3 个 指 

数 ) 来 表示 一 个 方向 。 在 微观 空间 点 阵 中 蝇 棱 符号 是 表示 了 一 个 阵 点 列 的 方向 ,而 

且 它 必定 与 宏观 晶体 中 的 一 个 可 能 的 或 真实 的 晶 楼 方向 相 一 致 。 这 就 是 为 什么 我 
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们 可 以 沿用 晶 棱 符号 Lmnpj 来 表示 微观 空间 中 对 称 面 和 对 称 轴 的 取向 。 对 称 面 的 
取向 是 指 对 称 面 的 面 法 线 方向 与 特定 方向 的 一 致 , 而 对 称 轴 的 取向 是 指 对 称 轴 本 
身 的 方向 与 特定 方向 相 一 致 。 

显然 ,与 坐标 轴 X 重合 的 阵 点 列 , 其 方向 必定 与 晶 棱 [100] 相 一 致 , 同 理 与 坐 
标 轴 Y 与 2 相 一 致 的 方向 应 是 L010] 和 [001]。 表 2-6-1 中 所 列 的 对 称 面 取向 是 
指 对 称 面 的 面 法 线 方向 , 亦 即 是 对 称 面 所 垂直 的 方向 。 

表 2-6-1 所 列 对 称 面 的 派生 共存 规律 ,当然 适合 于 低级 唱 系 ,诸如 单 斜 唱 系 及 
正 交 晶 系 ,在 这 些 晶 系 中 对 称 面 都 是 与 坐标 轴 垂 直 的 ,这 些 晶 系 的 非 初 基 格 子 的 非 
初 基 平移 与 对 称 面 的 组 合 自然 符合 表 2-6-1 所 列 的 规律 。 表 2-6-1 所 列 的 规律 也 
适合 于 中 级 唱 系 和 高 级 卓 系 ,因为 表 中 所 列 的 规律 并 没有 晶 系 的 限制 ,也 没有 坐标 
系 性 质 的 限制 。 此 外 ,参加 组 合 的 初始 对 称 面 , 只 要 它 的 取向 ( 面 法 线 方向 ) 是 具有 
非 初 基 格子 [100. 或 L001] 取 向 的 性 质 ,那么 也 必定 符合 表 2-6-1 所 列 的 规律 。 所 
以 ,对 于 所 有 各 种 晶 系 中 各 种 取向 的 对 称 面 , 只 要 它们 的 取向 具有 相应 的 非 初 基 性 
质 , 就 都 符合 表 中 所 列 的 对 称 面 派生 共存 规律 。 

例如 ,四 方 唱 系 中 的 初 基 已 格子 ,在 [100]( 和 [010]) 取 向 上 当然 是 属于 初 基 
性 质 的 格子 。 但 是 ,在 [110]( 和 [I10]) 取 向 上 却 是 具有 底 心 C 格子 的 [100]( 和 
L010j) 取 向 的 性 质 ,因而 位 于 [110j]( 也 必然 同时 位 于 [I10]) 取 向 的 对 称 面 就 应 遵 
循 表 2-6-1 中 底 心 C 格子 [100j( 和 [010]) 取 向 的 非 初 基 平移 组 合 规律 。 同 理 ,在 
四 方 晶 系 的 体 心 格子 中 ,[100j( 和 [010]) 取 向 上 当然 是 体 心 工 格子 性 质 , 而 在 
[110j( 和 [LI10]) 取 向 上 的 对 称 面 ,应 遵循 与 面 心 下 格子 的 [100] 取 向 与 非 初 基 平 
移 组 合 规律 。 同 样 原理 也 适合 于 立方 晶 系 六方 晶 系 及 三 方 晶 系 , 详 见 2. 5.4 节 的 
讨论 。 有 关 各 种 晶 系 的 各 种 取向 以 及 它们 在 格子 中 的 性 质 ,在 第 1 篇 几何 晶体 学 
基本 原理 第 八 章 以 及 本 篇 第 四 章 中 都 作 了 详细 讨论 。 


2.6.3 在 非 初 基 格 子 中 的 & 滑 移 对 称 面 
2.6.3.1 d 滑 移 面 的 特殊 性 质 


在 2.2.2 节 中 我 们 已 经 对 4 滑 移 面 的 特点 作 过 一 些 介绍 。 与 n 滑 移 面 显然 不 
同 ,2 滑 移 面 的 复合 对 称 操作 中 所 具有 的 平移 操作 是 沿 着 对 称 面 上 对 角 线 方向 的 
1/4 周期 作 平移 的 ( 亦 即 在 对 称 面 上 的 两 个 相互 垂直 的 基本 周期 分 别 平移 1/4 周 
期 )。 这 样 的 对 称 操 作 将 使 对 称 等 效 点 的 分 布 具有 明显 的 方向 性 ( 见 图 2. 2. 4)。 
如 采 在 唱 胞 中 只 有 一 个 这 样 的 a 滑 移 面 ,那么 它 的 对 称 操作 所 引起 的 等 效 点 排 布 
必然 破坏 了 晶体 内 部 结构 的 三 维 周期 性 。 换 名 话说, 晶体 点 阵 的 周期 性 质 是 不 容 
许 单独 出 现 一 个 & 滑 移 面 。 如 果 平 移 操作 方向 相反 的 两 个 a 滑 移 面 平行 地 相隔 
1/4 周期 ,成 双 成 对 地 出 现 , 那 么 两 个 方向 相反 的 a 滑 移 面 的 平移 操作 将 可 相互 补 
充 , 抵 偿 , 对 称 等 效 点 排 布 的 单 向 性 将 可 避免 。 图 2-6-13(a) 表 达 了 在 单位 格子 
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内 ,平移 操作 方向 相反 的 4 滑 移 面 平行 相隔 1/4 周期 成 双 成 对 地 排 布 , 这 一 排 布 方 
式 是 4 滑 移 面 在 微观 空间 对 称 性 中 所 特有 的 空间 排 布 。 平 移 操作 方向 相同 的 a 
滑 移 面 仍然 以 1/2 周期 相隔 并 周期 地 重复 。 图 2-6-13(b) 是 在 图 (a) 的 4 滑 移 面 
排 布 的 基础 上 ,以 任意 位 置 的 初始 点 (以 小 黑 点 表示 ) 出 发 ,经 过 单位 格子 内 全 部 4 
滑 移 面 充分 的 对 称 操作 后 ,导出 的 一 般 位 置 等 效 点 系 ( 以 小 圆圈 表示 )。 所 导出 的 
一 般 位 置 等 效 点 系 当然 表达 了 这 些 4 滑 移 面 的 性 质 及 其 空间 排 布 的 特征 。 很 显 
然 , 从 图 2-6-13(b) 中 一 般 位 置 等 效 点 的 空间 排 布 , 不 难 直观 地 看 出 等 效 点 之 间 存 
在 着 一 种 非 初 基 的 平移 关系 。 准 确 地 说 ,图 (b) 中 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 
之 间 的 空间 排 布 准确 地 表达 着 非 初 基 面 心 下 格子 的 非 初 基 平 移 。 下 面 我 们 进 一 
步 用 等 效 点 坐标 的 推导 来 证 明 这 一 关系 。 


图 2-6-13 dd 滑 移 面 与 非 初 基 面 心 上 格子 性 质 的 关系 
(a) 在 单位 格子 内 平移 操作 方向 相反 的 4 滑 移 面 成 双 成 对 地 出 现 的 必然 排 布 ;(b) 以 任意 位 置 初始 点 (小 
黑 点 ) 出 发 ,经 图 (a) 中 d 滑 移 面 充 分 操作 后 所 导出 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 排 
布 表明 单位 格子 具有 非 初 基 的 面 心 下 格子 性 质 


这 里 我 们 首先 以 4 标记 平移 操作 方向 设 定 为 正方 向 的 4 滑 移 面 ,而 以 4d* 标 
记 在 单位 格子 中 平移 操作 方向 为 反方 向 (与 4 的 平移 操作 相反 ) 的 4 滑 移 面 。 前 
面 指出 滑 移 面 4 与 滑 移 面 4* 是 平行 相隔 1/4 周期 成 双 成 对 地 出 现 。 如 图 2-6-13 
(a) 所 示 , 单 位 格子 中 d 及 a * 滑 移 面 均 与 坐标 轴 X 垂直 并 相隔 /4, 它 们 的 坐标 
位 置 为 YC0yz) 和 d (1/4yz)。 以 任意 坐标 z,y,z 作为 初始 点 ,经 滑 移 面 d(0yz) 
的 对 称 操作 应 导出 全 部 4 个 等 效 点 :x,y,z;T,1/4 十 y,1/4 十 zx ,1/2 十 y,1/2 十 z; 
工 ,3/4 十 y3/4 十 z( 请 参阅 2. 2. 2 节 有 关 讨 论 )。 以 上 述 4 个 等 效 点 作为 初始 点 ,经 
d* (1/4yz) 滑 移 面 的 对 称 操作 也 应 导出 另外 4 个 等 效 点 :1/2 一 x,1/4 十 y,3/4 十 z; 
172 十 z,1/2 十 yx;1/2 一 Z,3/4 十 y,1/4 十 z31/2 十 zyyy1/2 十 >。 由 此 ,以 任意 点 
Z,y，z 为 初始 点 经 滑 移 面 4(0yz) 和 ad* (1/4yz) 充 分 的 对 称 操 作 后 将 导出 全 部 8 


个 对 称 等 效 点 ,它们 组 成 了 此 单位 格子 内 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 从 这 一 般 位 置 等 
,188 


效 点 系 中 各 等 效 点 之 间 的 空间 坐标 关系 可 以 确 知 ,它们 都 分 别 满足 面 心 下 格子 的 
非 初 基 平移 。 表 2-6-2 是 将 8 个 等 效 点 按照 面 心 下 格子 的 3 个 非 初 基 平 移 分 别 给 
予 组 合 。 


表 2-6-2 两 个 平移 方向 相反 的 @ 滑 移 面 4(0yz) 和 d* (1/4yz) 的 对 称 等 效 点 系 具有 
面 心 格子 的 非 初 基 平 移 性 质 
Zyyyz ry+1/2,z+1/2 
Z 十 1/2,y 十 1/2,z < 一 工 十 1/2,y,z 十 1/2 
元 ,y 十 1/4,z 十 17/4 < 一 一 ~ 元 ,y 十 3/4,z 十 3/4 
元 十 1/2,y 十 1/4,z 十 3/4 < 一 > 十 1/2,y 十 3/4,z 十 1/4 


(tt )/2 


ZY ZX < > 并 十 1/2,y，z 十 1/2 
Tyy 十 1/2,z 十 1/2 < 一 ~ 十 1/2,y 十 1/2,> 
元 ,y 十 1/4,z 十 1/4 < 一 > 十 1/2,y 十 1/4,z 十 3/4 
元 ,y 十 3/4,z 十 3/4 < 一 > 十 1/2,y 十 3/4,z 十 1/4 


(tatte)/2 


yz < >I 二 1/2,y+1/2,z 
X,Y 十 1/2,z 十 1/2 < 一 > ZX 十 1/2,y,z 十 1/2 
Tyt1/4,z+1/4 <—> z+1/2,y+3/4,z+1/4 
Fsyt3/4,zt3/4 <—> +1/2, yt1/4,z+3/4 


(ta ty)/2 


上 述 讨论 已 很 清楚 地 说 明 ,平移 操作 方向 相反 的 两 个 滑 移 面 4 及 d* 以 1/4 周 
期 平行 相隔 ,成 双 成 对 地 周期 排 布 ,它们 本 身 的 对 称 操作 的 复合 就 包含 着 面 心 下 
格子 的 性 质 。 简 单 地 说 ,a 与 a" 滑 称 面 的 复合 对 称 操作 本 身 就 包含 着 面 心 下 格子 
的 非 初 基 平 移 的 性 质 。 因 此 ,上 述 4 与 4a* 滑 称 面 成 对 的 周期 排 布 与 面 心 下 格子 
密切 相关 。d 与 d* 滑 移 面相 隔 1/4 周期 成 对 地 周期 排列 必然 出 现 面 心 下 格子 的 
非 初 基 平 移 ,它们 只 能 存在 于 面 心 下 格子 之 中 或 者 出 现在 具有 面 心 下 格子 性 质 的 
取向 上 ,诸如 四 方 晶 系 ( 还 有 立方 晶 系 ) 体 心 工 格子 中 的 [110]( 包 括 [L110]) 取 向 。 
有 关 四 方 晶 系 和 立方 晶 系 中 [110] 和 [1I10] 取 向 的 性 质 请 参阅 第 五 章 第 2. 5.4 
的 讨论 。 


2.6.3.2 单独 一 个 @ 滑 移 面 与 面 心 下 格子 非 初 基 平 移 的 组 合 


上 面 的 讨论 中 曾 提 醒 过 ,如 果 晶 胞 中 只 有 一 个 滑 移 面 4 或 4* ,那么 , 它 的 对 
称 操作 与 晶体 内 部 结构 的 周期 性 是 不 协调 的 。 换 名 话说 ,单独 一 个 4 或 dz" 滑 移 
面 是 不 可 能 存在 于 简单 的 初 基 格 子 中 的 。 此 外 ,单独 一 个 4 或 &* 滑 移 面 也 不 可 
能 存在 于 非 初 基 格子 中 。 从 上 一 节 的 讨论 可 以 推 知 ,单独 一 个 a 或 a' 滑 移 面 在 
面 心 下 格子 中 的 [100] 和 [L010j 取 向 上 或 其 他 格子 中 具有 面 心 下 格子 性 质 的 取向 
上 ,这 一 单独 的 4 或 4* 滑 移 面 与 面 心 下 格子 非 初 基 平 移 进行 组 合 ,其 结果 必然 导 
出 另 一 个 4d 或 4 滑 移 面 。 此 派生 的 4 或 4* 滑 移 面 将 与 初始 的 ad 或 4* 滑 移 面 平 
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行 相隔 1/4 周期 ,而 且 在 平移 操作 方向 上 将 与 初始 的 相反 。 换 名 话说 ,单独 一 个 
d 或 4* 滑 移 面 与 下 格子 非 初 基 平 移 组 合 结果 将 导出 与 上 述 图 2-6-13 相同 的 结 
果 。 下 面 我 们 用 等 效 点 的 坐标 进行 推导 。 

以 任意 位 置 x,y,z 作为 初始 点 ,经 过 一 个 单独 的 滑 移 面 4(0yz) 的 对 称 操 之 
后 ,应 导出 全 部 4 个 等 效 点 ,zy gz 元 ,17/4 十 2，1/4 十 zy1/2 十 y，17/2 十 2 元， 
3/4 十 y,3/4 十 zx。 不 难看 出 此 4 个 等 效 点 之 间 是 存在 着 一 种 非 初 基 的 平移 关系 
( 十 t.)/2, 这 是 面 心 下 格子 非 初 基 平 移 中 的 一 部 分 。 上 述 4 个 等 效 点 与 面 心 下 
格子 非 初 基 平移 Cb 十 t.)/2, 《ts 十 tf)/2,(t 十 b)/2 进行 充分 组 合 后 将 导出 全 部 8 
个 等 效 点 ( 按 组 合 原理 ,应 导出 16 个 等 效 点 ,但 其 中 一 半 等 效 点 的 坐标 是 相互 重合 
的 ,所 以 全 部 独立 的 等 效 点 只 有 8 个) ,它们 的 坐标 如 下 : 

初始 滑 移 面 4(0yz) 的 对 称 等 效 点 z,y，*z; 邢 ,1/4 十 2，17/4 十 ziZy1/2 十 2， 
1/2 十 z;T,3/4 十 y,3/4 十 z 与 下 格子 非 初 基 平移 中 的 一 个 (t 十 b)/2 平移 矢量 组 
合 派 生出 等 效 点 1/2 十 x;1/2 十 yyz;1/2 一 zx，3/4 十 y;1/4 十 z;1/2 十 xX,y,1/2 十 z; 
1/2 一 +，,1/4 十 y,3/4 十 z。 不 难看 出 ,由 这 8 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 
实际 上 是 与 表 2-6-2 所 列 的 完全 一 样 。 此 外 ,分 析 一 下 上 面 的 等 效 点 ,只 要 稍 加 调 
整 就 可 以 组 合成 为 两 组 : 

第 一 组 :x,y,z;1/2 一 ZX,1/4 十 y,3/4 十 z;X ,1/2 十 y,1/2 十 z;1/2 一 Xx，3/4 十 y， 
174 二 2, 

第 二 组 :z,1/4 十 y,1/4 十 z;1/2 十 xX,1/2 十 ysz;T ,3/4 十 y,3/4 十 z;1/2 十 zx,y， 
1/2 十 xz。 

不 难 发 现 第 一 组 内 4 个 等 效 之 间 的 坐标 关系 ,以 及 第 二 组 内 4 个 等 效 点 之 间 
都 分 别 符合 另 一 派生 的 滑 移 面 4* (1/4yz) 的 对 称 操作 。 派 生 的 d* 滑 移 面 的 平移 
操作 方向 与 初始 的 a 滑 移 面 的 方向 正好 相反 ,而 且 它 们 平行 地 相隔 t, /4。 

上 述 讨论 再 次 表明 ,a 或 4' 滑 移 面 不 可 能 一 个 单独 存在 , 它 的 出 现 必然 是 成 
双 成 对 。 


26.3.3 与 4 滑 移 面 垂直 相交 组 合 的 只 可 能 是 4 滑 移 面 


从 图 2-6-13 以 及 有 关 讨 论 中 指出 ,在 某 一 取向 上 ,如 图 2-6-13 所 示 在 [100] 
取向 上 存在 着 4 滑 移 面 , 它 的 对 称 操作 导致 一 般 位 置 等 效 点 系 具有 面 心 下 格子 的 
非 初 基 平移 ,而 且 也 导致 平移 操作 方向 相反 的 4 和 a* 滑 移 面 成 双 成 对 地 周期 排 
布 。 现 在 ,如 果 在 与 上 述 4 滑 移 面 所 处 的 [100] 取 向 相 垂直 的 [010] 取 向 上 给 以 新 
的 对 称 面 参 加 组 合 , 从 图 2-6-13 所 示 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 之 间 关 系 不 难 
直观 地 看 出 ,参加 组 合 的 [010] 取 向 的 对 称 面 只 能 是 4 滑 移 面 。 其 他 性 质 的 对 称 
面 (诸如 反映 对 称 面 m 或 滑 移 面 a,c,z) 与 原 有 [100] 取 向 的 d 滑 移 面 进行 反复 充 
分 组 合 后 都 必 将 导出 无 穷 对 称 。 换 句 话 说 它们 组 合 结果 将 不 可 能 是 一 种 有 限 的 对 
称 , 无 穷 对 称 的 组 合 结果 说 明 这 类 组 合 是 在 上 晶体 学 客观 上 不 存在 的 组 合 。 只 有 
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滑 移 面 与 4 滑 移 面 相互 组 合 是 可 能 的 ,这 是 4 滑 移 面 特殊 性 质 所 决定 的 。 图 2-6- 
14 是 正 交 晶 系 中 位 于 [100] 取 向 和 [010j] 取 向 上 的 4 滑 移 面 组 合 ,它们 的 组 合 是 一 
种 有 限 的 组 合 , 组 合 结果 所 导出 的 一 般 位 置 等 效 点 系 仍然 具有 面 心 生 格 子 的 非 初 
基 平 移 。 


TO 5 
2 


图 2-6-14 正 交易 系 [100] 及 [010] 取 向 的 4 滑 移 面相 互 组 合 及 其 一 般 位 置 等 效 点 系 ， 
初始 点 以 小 黑 点 表示 


2.6.3.4 可 以 出 现 4 滑 移 面 的 布 拉 维 格子 及 其 在 单位 格子 中 的 取向 


在 第 五 章 “14 种 布 拉 维 格子 的 讨论 中 已 经 证 明 只 有 正 交 晶 系 和 立方 晶 系 的 
格子 可 以 具有 面 心 格子 。 这 两 种 面 心 下 格子 都 是 直角 坐标 系 。 立方 晶 系 中 
[100] 取 向 是 与 L010] 和 [001] 取 向 完全 等 效 的 ,在 [100] 取 向 上 出 现 4 滑 移 面 , 那 
么 在 L010j 和 [L001j] 取 向 上 也 必然 存在 4 滑 移 面 。 这 样 一 来 在 立方 晶 系 的 面 心 下 格 
子 中 3 个 相互 垂直 的 取向 上 全 部 都 是 4 滑 移 面 , 它 们 本 身 及 其 组 合 当然 是 十 分 符合 
面 心 了 格子 非 初 基 平 移 的 要 求 ,空间 群 Fd3,Fd3m,Fd3c 等 就 属于 这 种 组 合 类 型 。 

正 交 晶 系 属于 低级 唱 系 ,在 正 交 需 系 中 [100] 取 向 ,[010] 取 向 和 [001] 取 向 之 
间 虽 然 是 相互 垂直 ,但 是 它们 之 间 并 非 等 效 的 取向 。 它 们 各 自 是 独立 取向 的 , 正 交 
品系 中 点 群 mm 和 mmm 就 是 在 这 3 个 取向 上 分 别 存在 两 个 或 3 个 对 称 面 组 合 的 
对 称 类 型 。 在 面 心 下 格子 中 两 个 (或 3 个 ) 在 取向 上 相互 垂直 的 对 称 面 ,只 要 在 其 
中 一 个 取向 上 的 对 称 面 是 d 滑 移 面 ,那么 其 余 一 个 (或 两 个 ) 方 向 上 参加 组 合 的 对 
称 面 也 只 能 是 4 滑 移 面 ,而 不 可 能 再 是 其 他 性 质 的 对 称 面 。 这 种 特性 是 由 于 a 滑 
移 面 的 特殊 性 质 所 决定 的 , 正 交易 系 也 必然 要 遵循 这 一 规律 ,空间 群 Fdd, Fddd 
就 属于 这 种 组 合 类 型 。 

为 外 一 种 情况 是 四 方 品系 和 立方 品系 的 体 心 1 格子 中 的 [110] 取 向 。 四 方 晶 
系 中 [110] 取 向 与 [110] 取 向 是 相互 垂直 且 完 全 等 效 的 。 在 四 方 晶 系 体 心 工 格子 中 
[110j 与 [110] 取 向 具有 面 心 下 格子 [100] 和 [010] 取 向 的 性 质 ( 参 阅 2. 5.4 节 )。 
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在 这 些 取向 上 自然 可 以 存在 4 滑 移 面 ,而 且 只 要 在 L110j] 取 向 上 出 现 4 滑 移 面 , 那 
么 ,在 与 之 垂直 且 等 效 的 L[110] 取 向 上 也 必然 存在 乙 滑 移 面 。 它 们 本 身 及 其 组 合 
当然 符合 四 方 品系 体 心 1 格 中 [110] 和 [110] 取 向 所 具有 的 面 心 下 格子 L100] 和 
[010] 取 向 性 质 。 空 间 群 1424, I41ma, T4icd, T4 /ad 和 了 I41/acd 等 都 是 属于 这 
种 组 合 类 型 的 。 

立方 晶 系 的 情况 与 四 方 晶 系 十 分 类 似 。 在 立方 晶 系 中 [110] 取 向 不 是 代表 两 
个 而 是 代表 着 3 对 共 6 个 完全 等 效 的 取向 ,这 是 由 于 立方 唱 系 的 唱 系 特征 对 称 (4 
个 三 次 对 称 轴 ) 所 引起 的 等 效 。 每 对 的 两 个 取向 是 相互 垂直 的 ,它们 分 别 是 L110j 
与 [110],[101J 与 [101],[011] 与 L011]。 在 立方 唱 系 体 心 1 格子 中 ,这 些 取向 都 具 
有 面 心 下 格子 L100],L010] 和 [L001j 取 向 的 性 质 ,因而 都 可 存在 4 滑 移 面 。 由 于 此 6 
个 取向 相互 等 效 而 且 以 L110] 取 向 作为 代表 ,所 以 ,只 要 在 L110j] 取 向 出 现 4 滑 移 面 ， 
那么 其 他 5 个 取向 也 同时 存在 4 滑 移 面 。 空 间 群 1434, Ia34, 就 属于 这 种 组 合 类 型 。 


2.6.3.5 4 滑 移 面 与 4 滑 移 面 垂直 相交 组 合 


已 经 知道 ,两 个 以 90" 相 交 的 对 称 面 必定 会 派生 出 二 次 轴 。 所 派生 二 次 轴 的 

性 质 及 其 位 置 是 由 参加 组 合 的 初始 对 称 面 的 性 质 来 决定 的 (请 参阅 2. 4. 3 节 )。 由 
二 ._。 于 vd 滑 移 面 所 具有 的 特殊 的 平移 操 

' 2 1 1 2 1 2。 ， 作 , 它 们 组 合 的 结果 ( 见 图 2-6-15) 既 
人 有 二 次 对 称 轴 2, 也 同时 派生 出 二 次 
; | : | >” 螺旋 刷 2 ,而 且 它们 是 相间 排 布 。 它 
人 ,| 下 | 于 们 组 合 派生 二 次 轴 的 规律 虽然 稍为 
.4 复杂 ,但 仍然 是 遵 特 着 2.4.3 节 所 讨 

论 过 的 原理 。 由 于 d 滑 移 面 只 具有 


Rr ' ee 
人 1/4 周 期 的 平移 操作 ,所 以 派生 二 次 
图 2-6-15 ”垂直 相交 的 4 滑 移 面 组 合 所 派生 二 轴 的 位 置 从 对 称 面相 交 线 上 沿 水 平 
次 轴 的 性 质 及 其 位 置 方向 只 平移 1/8 周 期 。 在 所 派生 二 次 


轴 的 性 质 上 ,如 果 参 加 组 合 的 两 个 d 
滑 移 面 沿 相交 线 方 向 的 平移 操作 是 同一 方向 的 ,那么 两 个 正 的 或 负 的 1/4 周期 平 
移 量 的 结果 都 将 使 派生 的 二 次 轴 没 有 沿 轴 方向 的 平移 性 质 , 即 派生 二 次 对 称 轴 2。 
如 果 相 反 的 话 ,那么 两 个 4 滑 移 面 沿 轴 的 平移 复合 的 结果 ,所 派生 的 二 次 轴 将 是 
二 次 螺旋 轴 2; 。 只 要 认真 分 析 图 2-6-14 和 图 2-6-15, 读 者 就 可 以 得 到 结论 。 


2. 6.4 二 次 轴 与 非 初 基 平移 组 合 
2.6.4.1 ”在 侧面 心 4 格子 中 的 二 次 轴 


作为 初始 的 二 次 旋转 轴 2(00z) , 它 与 坐标 轴 Z 重合 。 这 一 初始 的 二 次 旋转 轴 
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2C00z) 应 有 两 个 一 般 位 置 等 效 点 z, yx; 王 ,7,z。 它 们 与 侧面 心 A 格子 非 初 基 平 
移 (& 十 t.)/2 组 合 应 有 两 个 派生 的 等 效 点 ,1/2 十 y,1/2 十 z;T,1/2 一 y,1/2 十 zz， 
如 图 2-6-16 所 示 。 由 初始 的 及 派生 的 共 4 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 
中 ,等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关 系 说 明 格 子 内 除了 初始 的 二 次 旋转 轴 之 外 ,还 有 派生 
的 二 次 螺旋 轴 21C0 1/4 xz) , 它 与 初始 的 二 次 旋转 轴 2(00z) 在 坐标 轴 Y 上 平行 相隔 
刀 /4( 见 图 2-6-16) 。 如 果 以 同样 取向 的 二 次 螺旋 轴 2 作为 初始 二 次 轴 , 其 组 合 结 
果 也 是 一 样 。 可 以 确定 ,在 侧面 心 A 格子 中 与 坐标 轴 2 平行 ( 即 [001] 取 向 ) 的 二 
次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 2 是 平行 相隔 be/2 互 为 派生 共存 的 。 图 2-6-16 中 派生 
的 二 次 螺旋 轴 以 国际 记号 2 表示 。 
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图 2-6-16 平行 于 2Z 轴 的 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2; 在 侧面 心 A 格子 
中 的 派生 共存 


同 理 ,以 同样 的 二 次 旋转 轴 2(00z) 作 为 初始 二 次 轴 , 与 侧面 心 B 格子 非 初 基 
平移 (ts 十 t.)/2 组 合 ,将 可 以 导出 派生 的 二 次 螺旋 轴 21C1/40z) ,从 而 确定 在 侧面 
心 召 格子 中 与 坐标 轴 2 平行 的 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 21 平 行 相隔 /4 互 为 
派生 共存 。 同 样 都 是 与 Z 轴 平 行 的 二 次 轴 , 只 要 经 过 坐标 轴 闵 与 Y 之 间 的 坐标 对 
换 , 也 可 以 从 上 述 侧面 心 A 格子 的 结果 推导 出 侧面 心 B 格子 的 结果 。 


2.6.4.2 在 侧面 心 C 格子 中 的 二 次 轴 


以 同样 的 二 次 旋转 轴 2(00z) 作 为 初始 的 二 次 轴 , 它 的 两 个 一 般 位 置 等 效 点 z， 
2z 和 丈 ,7,z 分 别 与 侧面 心 C 格子 非 初 基 平 移 (ts 十 b)/2 组 合 ,应 派生 等 效 点 
1/2 十 x,1/2 十 y,z 和 1/2 一 x+,1/2 一 y,x。 在 此 4 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 
点 系 中 ( 见 图 2-6-17) ,等 效 点 z,y,z 与 1/2 一 z,1/2 一 yz 以 及 元, 太 z 与 1/2 十 z， 
1/2 十 y,z 之 间 说 明 格 子 中 应 存在 派生 的 二 次 旋转 轴 2(1/4 1/4 z) 。 初 始 的 与 派 
生 的 二 次 旋转 轴 平 行 相隔 (十 b)/4 互 为 派生 共存 ,如 图 2-6-17 所 示 。 图 中 初始 
的 二 次 旋转 轴 以 国际 图 形 表示 ,而 派生 的 以 国际 记号 2 标记 ,以 便 区 别 。 
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图 2-6-17 在 侧面 C 格子 中 与 2 轴 平 行 的 二 次 旋转 轴 派 生 共存 


如 果 以 二 次 螺旋 轴 21C500z) 作 为 初始 二 次 轴 与 侧面 心 C 格子 非 初 基 平 移 组 
合 ,其 结果 将 得 出 派生 的 二 次 螺旋 轴 2 (1/4 1/4 z) ,其 道理 是 浅 而 易 见 的 。 


2.6.4.3 在 体 心 工 格子 中 的 二 次 轴 


以 二 次 旋转 轴 2(00x) 作 为 在 单位 格子 中 的 初始 二 次 轴 , 并 以 国际 惯用 图 形 标 
记 于 图 2-6-18。 它 应 有 一 般 位 置 等 效 点 为 zx, y, zx; 苑 ,7y,z。 这 两 个 初始 的 等 效 点 
与 体 心 工 格子 非 初 基 平移 (所 十 如 十 tk)/2 组 合 后 将 导出 派生 的 等 效 点 1/2 十 z， 
1/2 十 y,1/2 十 zj;1/2 一 z,1/2 一 y%,1/2 十 xz。 初始 的 和 派生 的 共 4 个 等 效 点 组 成 的 
一 般 位 置 等 效 点 系 表达 了 此 非 初 基 格子 的 全 部 对 称 性 和 非 初 基 平 移 特征 。 显 然 ， 
等 效 点 之 间 ,z,y,z 与 1/2 一 x,1/2 一 y,1/2 十 z, 以 及 工 ,y ,Zz 与 1/2 十 z,1/2 十 y， 
1/2 十 x 之 间 的 对 称 等 效 关系 ,表示 在 此 格子 内 存在 着 派生 的 二 次 螺旋 轴 2 (1/4 
1/4 z) ,在 图 2-6-18 中 以 国际 符号 2 标记 ,以 便 区 别 。 如 果 以 二 次 螺旋 轴 2; 作为 


图 2-6-18 在 体 心 工 格子 中 与 坐标 轴 平 行 的 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 派 生 共存 
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初始 二 次 轴 , 组 合 结果 将 导出 派生 的 二 次 旋转 轴 2, 其 中 坐标 原点 可 能 与 图 2-6-18 
相差 (t 十 6)/4。 由 此 可 确定 ,在 体 心 1 格 子 中 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2; 以 平 
行 相隔 面 对 角 线 1/4 周期 互 为 派生 共存 。 由 于 体 心 工 格子 并 无 方向 性 ,因此 与 坐 
标 轴 XX 或 了 或 Z 相 平行 的 二 次 轴 , 其 派生 共存 规律 一 样 。 


2.6.4.4 ”在 面 心 下 格子 中 的 二 次 轴 


以 二 次 旋转 轴 2(00z) 作 为 在 单位 格子 中 的 初始 二 次 轴 , 在 图 2-6-19 中 以 国 
际 惯用 图 形 标记 。 它 的 一 般 位 置 等 效 点 是 zx,y, z; 邢 ,y,zx。 这 两 个 初始 的 等 效 点 
分 别 与 面 心 下 格子 非 初 基 平移 ( 妃 十 4)/2， (十 t)72， (十 t)72 组 合 后 应 导出 6 
个 派生 的 等 效 点 ,它们 是 xz,1/2 十 y,1/2 十 zx;z,1/2 一 y,1/2 十 z;1/2 十 xX，y,1/2 十 
zZ;1/2 一 x 了 ,1/2 十 ;1/2 十 zx,1/2 十 y,z;1/2 一 Xx，1/2 一 y,z。 初 始 的 和 派生 的 全 
部 共 8 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 应 表达 此 非 初 基 格 子 中 全 部 的 对 称 
性 和 非 初 基 平移 。 在 此 一 般 位 置 等 效 点 系 内 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 ,除了 
表明 存在 原 有 初始 二 次 旋转 轴 2(00z) 之 外 ,还 指出 了 这 非 初 基 格 子 内 存在 着 派 
生 的 二 次 旋转 轴 2(1/41/4z) 和 派生 的 二 次 螺旋 轴 21C(1/4 0 z) 及 21(0 1/4 z)。 
表 2-6-3 给 出 这 一 非 初 基 格 子 中 各 个 二 次 轴 ( 初 始 的 和 派生 的 ) 的 性 质 及 坐标 位 
置 ,以 及 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关 系 。 如 果 以 表 2-6-3 中 4 个 派生 共存 的 二 次 
轴 中 任意 一 个 作为 初始 二 次 轴 , 它 与 面 心 下 格子 非 初 基 平移 组 合 ,其 结果 将 是 
一 样 的 。 如 果 存 在 差别 ,那么 就 是 坐标 系 原点 的 平移 ,而 它们 之 间 在 空间 的 相互 
排 布 不 会 改变 。 
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图 2-6-19 在 面 心 下 格子 中 与 坐标 轴 平 行 的 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 
轴 的 派生 共存 
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表 2-6-3 面 心 下 格子 中 平行 Z 轴 派生 共存 的 二 次 轴 与 其 他 的 一 般 位 置 等 效 点 对 
TX YZ PIV,Z 
zy1/2 十 y,1/2 十 z <—>z,1/2—y,1/2+z 
1/2 十 zy*1/2 十 zx <—> 1/2—zx,7,1/2+z 
1/2 十 z,1/2 十 yz < >1/2 一 z,1/2 一 yz 

yyZ < 人 >]/2 一 ,1/2 一 yz 
2Z1/2 十 yy 1/2 十 z < 一 ~ 17/2 一 zy 1/2 十 z 
17/2 十 z,yy*1/2 十 z < > 亏 ,'1/2 一 y，1/2 十 z 
17/2 十 z,1/2 十 yz < 一 > 元 ， 忆 之 

XY < >]/2 一 ZJ 1/2 十 z 
ZX;1/2+y,1/2+z < >~1/2 一 z,1/2 一 yz 
17/2 十 zy,y,1/2 十 z <—>T,7,2 
17/2 十 z,1/2 十 y,z <> 元 ,1/2 一 y，1/2 十 z 

yz < > 元 ,1/2 一 y,1/2 十 zx 
ZTy,1/2 十 y,1/2 十 zx < ~ 元 ,zx 
17/2 十 zy,1/2 十 zx <— > 1/2—zx,1/2—y,z 
1/2 十 z,1/2 十 y,z < 一 >~1/2 一 ,71/2 十 z 


2(00z) 


‘201/41/4z) 


21(1/40z) 


21 (01/4z) 


面 心 下 格子 的 非 初 基 平 移 对 于 坐标 轴 变 换 并 没有 影响 ,因此 ,与 坐标 轴 X 或 
Y, 或 Z 平 行 的 二 次 轴 , 其 派生 共存 规律 一 样 。 


2.6.4.5 ”二 次 轴 与 非 初 基 平 移 组 合 小 结 


2. 6.4 节 的 讨论 对 于 在 各 种 类 型 的 非 初 基 格 子 中 二 次 轴 与 非 初 基 平 移 组 合 的 
方法 和 特点 均 作 了 较 详 细 的 阐述 ,并 且 基 本 涉及 各 种 可 能 的 组 合 类 型 。 它 们 对 于 
各 种 唱 系 的 非 初 基 格 子 都 是 一 样 的 。 为 了 方便 读者 在 实际 工作 中 查阅 ,在 
表 2-6-4 中 列 出 了 几 种 基本 取向 与 坐标 轴 同 方向 ) 上 的 二 次 轴 在 各 种 类 型 的 非 初 
基 格 子 中 派生 共存 规律 。 


表 2-6-4 在 非 初 基 格 子 的 L100],[010] 和 [001] 取 向 上 二 次 轴 的 派生 共存 规律 


X[100] Y[010] ZL001] 
Tt 74 
A 人 t/4 by/4 
Ct +t) /4 2< 2l 2 ”21 
4 21 
TEA 
B te/4 rh /4 
2 21 C(t tt) 2 >21 
21 
Td 
C by/4 /4 人 < 
A 2 ——>21 (A 
21 二 一 一 21 
I (+t )/4 (ty +t)/4 (ta ty)/4 
2 人 2 < ~ 21 2 2 
(ty +t )/4 (+t )/4 (tb)/4 
ty/43t /4 /4st /4 b/s/4 
F 2 ee 2 < ~ 21 2 Wn 1 
(ty +t )/4 (ty +6 /4 《 包 十 名 /4 
< 一 一 2 21 Wr 
注 : 表 中 表示 两 个 二 次 轴 沿 标明 的 平移 周期 方向 相隔 1/4 周期 ,平行 地 互 为 派生 共存 。 


这 里 需要 指出 , 对 称 轴 的 取向 是 指 对 称 轴 的 轴线 与 特定 方向 的 一 致 。 例 如 
表 2-6-4 中 [100] 取 向 的 二 次 轴 , 是 指 这 个 二 次 轴 的 轴线 与 L100] 取 向 ( 即 坐标 X 
轴 方 向 ) 一 致 。 


2. 6.5 ”四 次 对 称 轴 与 非 初 基 平 移 组 合 


可 以 存在 四 次 轴 的 非 初 基 格 子 只 能 是 四 方 晶 系 体 心 了 格子 和 立方 晶 系 的 体 心 
I 格子 和 面 心 下 格子。 在 立方 晶 系 的 格子 中 四 次 轴 是 与 坐标 轴 XX 或 了 ,或 Z 平 
行 , 即 L100] 或 [010] 或 L001] 取 向 ,而 四 方 晶 系 中 四 次 轴 只 有 与 坐标 轴 Z 平行 , 即 
只 有 [L001j 取 向 。 


2.6.5.1 四 次 旋转 轴 4(00z) 在 体 心 工 格子 


以 四 次 旋转 轴 4(00z) 作 为 四 方 唱 系 单位 格子 中 初始 的 四 次 轴 。 从 任意 点 出 
发 ,这 初始 四 次 旋转 轴 应 有 4 个 一 般 位 置 等 效 点 :zyy,zi7yzyzi; 元 ,yziy* 开 ,zxz( 有 
关 四 次 轴 的 对 称 等 效 点 推导 ,请 参阅 第 一 篇 几何 晶体 学 中 有 关 宏 观 对 称 元 素 的 讨 
论 )。 初 始 的 4 个 等 效 点 与 体 心 1 格子 非 初 基 平 移 (ts 十 十 t.)/2 分 别 组 合 将 导出 
4 个 派生 的 等 效 点 1/2 十 x,1/2 十 y,1/2 十 z;1/2 一 y,1/2 十 xz,1/2 十 z;1/2 一 z， 
1/2 一 y,1/2 十 x;1/2 十 y,1/2 一 x，,1/2 十 z。 由 初始 的 和 派生 的 共 8 个 等 效 点 所 组 
成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 应 该 完整 地 表达 着 这 一 体 心 1 格子 的 全 部 对 称 性 和 格子 的 
非 初 基 平 移 特 征 ( 图 2-6-20)。 通 过 等 效 点 坐标 之 间 的 对 称 等 效 关系 ,可 以 确 知 这 
一 体 心 格子 内 存在 着 派生 的 四 次 螺旋 轴 。 


图 2-6-20 四方 唱 系 体 心 工 格子 中 四 次 旋转 轴 4 与 四 次 螺旋 轴 4 派生 共存 
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等 效 点 zy,y,z;1/2 一 y,1/2 十 z,1/2 十 zj 工 ,7,zi1/2 十 y,1/2 一 z,1/2 十 zx 之 间 
的 对 称 关 系 , 以 及 另 一 组 等 效 点 5,zX,z;1/2 一 x,1/2 一 y,1/2 十 z; y,Z ,2;1/2 十 广 ， 
1/2 十 y,1/2 十 z 之 间 对 称 关 系 都 表明 格子 内 存在 着 派生 的 四 次 螺旋 轴 4 (0 1/2 z)。 

当然 ,派生 的 四 次 螺旋 轴 4: (0 1/2 x) 和 男 一 派生 的 四 次 螺旋 4:(1/2 0 z) 是 相 
互 等 效 的 ,它们 由 初始 的 四 次 旋转 轴 4(00z) 对 称 联系 (等 效 ) 。 所 以 ,派生 的 四 次 
螺旋 轴 可 选择 其 中 一 个 作为 代表 ,通过 四 次 旋转 轴 的 对 称 操作 将 推导 出 另 一 个 及 
其 他 两 个 (这 里 未 讨论 )。 

此 外 ,这 一 般 位 置 等 效 点 系 中 等 效 点 之 间 的 关系 :Xx,y,z 与 1/2 一 Xx,1/2 一 y， 
1/2 二 z;y,T yz 与 1/2 十 y,1/2 一 xX,1/2 十 z;T,y yz 与 1/2 十 zy,1/2 十 y，1/2 十 zyy， 
区 ,Zz 与 1/2 一 y,1/2 十 X,1/2 十 z 都 指出 这 一 体 心 格子 中 还 存在 着 派生 的 二 次 螺旋 
轴 21《1/4 1/4 zx)。 同 一 道理 ,在 单位 格子 中 应 有 4 个 二 次 螺旋 轴 , 但 是 它们 都 是 
互相 等 效 的 。 

图 2-6-20 给 出 了 这 一 体 心 工 格子 全 部 对 称 元 素 和 一 般 位 置 等 效 点 系 。 其 中 
初始 的 四 次 旋转 轴 以 国际 图 形 符号 表示 ,而 派生 的 四 次 螺旋 轴 和 二 次 螺旋 轴 则 以 
国际 符号 4 和 2 表示 ,以 示 区 别 。 


2.6.5.2 四 次 螺旋 轴 4: (00z) 在 体 心 工 格子 


以 四 次 螺旋 轴 4 00z) 作 为 格子 中 初始 的 四 次 轴 , 它 的 一 般 位 置 等 效 点 共 4 
个 :zyyyz37yZ,1/4 十 zj 元 ,17/2 十 zjy, 元 ,3/4 十 zx。 这 初始 的 4 个 等 效 点 与 体 心 工 
格子 非 初 基 平 移 (ts 十 t 十 t.)/2 组 合 将 导出 4 个 派生 的 等 效 点 :1/2 十 x,1/2 十 y， 
1/2+z;1/2—y,1/2+z,3/4 二 Tz;1/2 一 zx,1/2 一 y,z;1/2 十 y,1/2 一 x,1/4 十 z。 由 
初始 的 和 派生 的 共 8 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 表明 此 体 心 格子 中 存在 
着 派生 的 四 次 螺旋 轴 4: (0 1/2 zx) 当然 也 包括 43(1/2 0 z)]。 这 一 般 位 置 等 效 点 
系 中 等 效 点 zyy,z;i1/2 一 y,1/2 十 z,3/4 十 zj 元 ,可 1/2 十 zj1/2 十 1/2 一 xz,17/4 十 x 
之 间 的 等 效 关 系 ,以 及 等 效 点 1/2 十 z,1/2 十 y,，1/2 十 zj;7,z,1/4 十 z;1/2 一 2， 
17/2 一 y, zjy) 元 ,3/4 十 > 之 间 的 等 效 关 系 都 证 明 此 派生 的 43(1/2 0 z)。 图 2-6-21 
给 出 了 这 一 体 心 工 格子 的 初始 四 次 螺旋 轴 4; (以 图 形 符号 表示 ) 和 派生 的 四 次 螺 
旋 轴 4s〈 以 国际 记号 4 表示 ) ,以 及 它们 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 可 以 确 知 在 体 心 了 
格子 中 四 次 螺旋 轴 4 与 4; 沿 基本 周期 或 方向 平行 相隔 半 周 期 互 为 派生 共存 。 

在 这 一 组 合 类 型 中 还 派生 出 二 次 旋转 轴 2(1/4 1/4 z) ,如 图 2-6-21 所 示 。 


2.6.5.3 ”四 次 反 伸 轴 4(00z) 在 体 心 工 格子 


初始 的 四 次 反 伸 轴 4(00z) 的 4 个 一 般 位 置 等 效 点 工 , y，z3， 工 ,元 3 王 ,可 ,zj3 y， 
工 , 之 与 体 心 格子 非 初 基 平 移 (& 十 十 t.)/2 组 合 将 导出 派生 的 等 效 点 1/2 十 z， 
1/2+Ty,1/2+z;1/2—y,1/2+x,1/2—z;1/2—z,1/2—y,1/2z;1/2+y,1/2 
ZX,1/2 一 z。 由 初始 的 和 派生 的 共 8 个 等 效 点 所 组 成 的 一 般 位 置 等 效 点 系 表达 了 
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图 2-6-21 四方 品系 体 心 1 格 子 中 四 次 螺旋 轴 4 与 4 互 为 派生 共存 


这 一 体 心 格子 的 全 部 对 称 和 非 初 基 平 移 。 等 效 点 :x,y,z;1/2 一 y,1/2 十 x,1/2 一 
z 和 元 ,zj1/2 十 y，1/2 一 Z,1/2 一 zx 之 间 等 效 关系 以 及 等 效 点 :1/2 十 zx,1/2 十 y， 
1/2+z;y, TT;1/2~—x,1/2—y,1/2Tz; yy 之 间 的 等 效 关 系 均 指出 此 体 心 格 
子 内 存在 着 派生 的 四 次 反 伸 轴 4u (0 1/2 z) ,这 里 4am 的 右 下 注脚 是 标记 此 四 
次 反 伸 轴 的 假想 反 伸 点 在 轴 上 的 周期 高 度 。 如 果 没 有 注脚 就 表示 假想 反 伸 点 位 于 
坐标 系 的 零 高 度 ( 当 然 1/2 周期 高 度 与 零 高 度 是 等 效 的 ) 。 注 脚 (1/4) 表 示 假 想 点 
在 轴 上 的 1/4 周期 高 度 ( 当 然 3/4 周期 高 度 存 在 着 等 效 的 假想 反 伸 点 ,这 是 对 称 元 
素 与 周期 平移 组 合 的 结果 )。 此 外 ,在 格子 中 还 有 存在 着 派生 的 二 次 螺旋 轴 2 
(1/4 1/4 z), 详 见 图 2-6-22。 


2.6.5.4 ”四 次 旋转 轴 4(00z) 在 面 心 下 格子 


以 重合 于 坐标 轴 Z 的 四 次 旋转 轴 4C00z) 作 为 初始 的 四 次 轴 , 在 图 2-6-23 中 
以 图 形 符号 表示 , 它 的 一 般 位 置 等 效 点 应 有 4 个 ,Ty ,XZ; YX ;Ty Z; YT, Zo 
它们 与 面 心太 格子 非 初 基 平 移 (&6 十 t.)/2、《 十 tf)/2、(t 十)/2 分 别 组 合 后 将 派 
生出 12 个 等 效 点 ZX，1/2 十 y,1/2 十 z; ,1/2 十 zx，1/2 十 z;T,1/2 一 y,1/2 十 z; yy， 
17/2 一 zy,1/2 十 zj17/2 十 zyy,1/2 十 zj1/2 一 yz,1/2 十 zj;1/2 一 zy 1/2 十 z;1/2 十 
2 元 ,1/2 十 zj1/2 十 zz,17/2 十 yz;1/2 一 y%，1/2 十 zy,zj1/2 一 zy,1/2 一 yz;1/2 十 y， 
1/2 一 z,z。 由 初始 的 和 派生 的 共 16 个 等 效 点 组 成 了 这 面 心 格子 的 一 般 位 置 等 效 
点 系 , 如 图 2-6-23 所 示 , 它 表达 了 这 一 格子 内 全 部 对 称 性 和 非 初 基 平 移 。 从 等 效 
点 Ziyz31L/2 一 yz 1/2 十 z;1/2 一 z,1/2 一 y,ziy，1/2 一 z,1/2 十 zx 之 间 的 等 效 关 
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图 2-6-22 


图 2-6-23 


四 次 反 伸 轴 4 与 体 心 1 格子 非 初 基 平 移 组 合 结果 导出 另 一 派生 四 次 
反 伸 轴 4cro ,其 中 括号 指出 假想 反 伸 点 位 于 1/4 周期 高 度 
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在 面 心 下 格子 中 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 四 次 螺旋 轴 4: (1/4 1/4 x) 派生 共 
存 , 而 且 还 存在 着 派生 的 二 次 螺旋 轴 2 (0 1/4 z) 


系 , 等 效 点 ys T3231/2— zx, 9,1/2+z;1/2+ yl1/2— rx, zr,1/2+y,1/2+z 之 间 
的 等 效 关 系 , 等 效 点 TZ,7,z;1/2 十 y;T,1/2 十 z;1/2 十 xX,1/2 十 y,z;7,1/2 十 工 ， 
1/2 十 z 之 间 的 等 效 关系 ,y,T,z;1/2 十 x，y,1/2 十 z;1/2 y»,1/2T x,z;T,1/2—y, 
1/2 十 z 之 间 的 等 效 关系 都 同时 表明 此 面 心 格子 内 存在 着 派生 的 四 次 螺旋 轴 
42(1/4 1/4 z) 。 此 外 ,只 要 认真 分 析 此 一 般 位 置 等 效 点 系 中 等 效 点 之 间 的 对 称 等 
效 关系 ,不 难 发 现 它 还 表达 着 派生 的 四 次 旋转 轴 4(1/2 0 = 和 4(0 1/2 =) ,派生 的 
四 次 螺旋 轴 ,4: (1/4 3/4 = 和 42 (3/4 1/4 z) 以 及 派生 的 二 次 螺旋 轴 21 (0 1/4 xz) 
等 。 它 们 都 是 可 以 从 16 个 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 推导 出 来 。 然 而 ,在 面 心 
格子 中 [001] 取 向 上 ,最 基本 的 是 4(00z) 与 4 (1/4 1/4 z) 派 生 共存 ,其 余 均 是 对 称 
等 效 的 。 


2.6.5.5 四 次 螺旋 轴 4: (00z) 在 面 心 下 格子 


以 重合 于 坐标 轴 2 的 四 次 螺旋 轴 4 (00z) 作 为 格子 中 的 初始 四 次 轴 , 然后 以 
任意 位 置 点 z,y,z 出 发 导出 它 的 4 个 等 效 点 ,以 及 它们 在 格子 中 的 周期 等 效 点 ， 
如 图 2-6-24 所 示 。 以 面 心 格子 的 初 基 平 移 C 十 tf)/2, (ts 十 t)/2, (十)/2 与 
上 述 4 个 初始 等 效 点 组 合 ,导出 12 个 非 初 基 平 移 等 效 点 并 将 它们 标定 在 图 上 。 这 
样 ,格子 中 由 初始 的 以 及 派生 的 共 16 个 等 效 点 组 成 了 表达 这 些 面 心 格子 的 一 般 位 
置 等 效 点 系 ,如 图 2-6-24 所 示 , 它 表达 着 此 面 心 格子 的 全 部 对 称 和 非 初 基 平 移 。 
从 图 中 的 等 效 点 之 间 的 对 称 等 效 关系 ,只 要 等 效 点 的 位 置 在 图 中 标记 得 很 准确 ,不 
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图 2-6-24 ”在 面 心 下 格子 中 四 次 螺旋 轴 41(00z) 与 43(1/4 1/4 z) 派 生 共存 ,而且 
还 存在 派生 的 二 次 旋转 轴 2(01/4z) 
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难 直观 判断 出 在 此 面 心 下 格子 中 存在 着 派生 的 四 次 螺旋 轴 43C1/4 1/4 =)， 以 及 它 
等 效 的 43(1/4 3/4 z) 和 4s(3/4 1/4 z)。 此 外 ,还 有 派生 的 四 次 螺旋 轴 41(1/2 0 z) 
以 及 它 等 效 的 4 0 1/2 z) ,最 后 还 有 二 次 旋转 轴 2(0 1/4 z) 等 。 从 图 中 以 国际 符 
号 标 出 全 部 派生 的 对 称 元素 , 可 以 确定 ,在 面 心 下 格子 中 平行 于 坐标 轴 的 四 次 螺 
旋 轴 和 4 和 4s 沿 面 对 角 线 方向 相隔 1/4 周期 平行 地 互 为 派生 共存 ,并 有 派生 的 二 次 
旋转 轴 2, 如 图 2-6-24 所 示 。 


2.6.5.6 ”四 次 反 伸 轴 4(00z) 在 面 心 下 格子 


与 上 述 同 样 的 道理 和 方法 ,以 重合 于 坐标 轴 2 的 四 次 反 伸 轴 4(00z) 为 初始 四 次 
轴 , 它 与 面 心 下 格子 非 初 基 平 移 组 合 的 结果 如 图 2-6-25 所 示 。 从 图 中 所 示 的 推导 
结果 ,可 以 确定 四 次 反 伸 轴 4 和 4 党 面 对 角 线 1/4 周期 的 相隔 , 互 为 派生 共存 ,并 
有 派生 的 二 次 螺旋 轴 2 。 这 里 再 次 指出 四 次 反 伸 轴 的 右 下 注脚 是 标记 反 伸 轴 上 的 
假想 反 伸 点 在 坐标 系 中 的 高 度 , 没 有 注脚 的 表示 假想 反 伸 点 高 度 为 零 ( 及 1/2)。 
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图 2-6-25 在 面 心 下 格子 中 四 次 反 伸 轴 4(00z) 与 4 (1/4 1/4 z) 互 为 派生 共 
存 , 并 且 存 在 派生 的 二 次 螺旋 轴 21 (0 1/4 >) 


2. 6.6 在 立方 晶 系 中 的 三 次 对 称 轴 


立方 品系 的 唱 系 参数 特征 是 ao 二 二 co ,a 二 8 一 7 二 90”。 立 方 唱 系 的 特征 对 称 
元 素 是 与 立方 体 中 4 个 体 对 角 线 方向 平行 的 4 个 三 次 轴 。 如 果 考 察 一 下 三 方 晶 系 
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所 特有 的 布 拉 维 格子 一 一 R 格子 , 它 的 六 参数 特征 是 age 二 如 二 cea 一 8 一 7 天 90" 
(请 参阅 2. 5.2 节 “14 种 布 拉 维 格子 ”) ,不 难 发 现 , 立 方 格子 与 尺 格子 十 分 相似 ， 
重要 的 差别 是 在 单位 周期 之 间 的 夹 角 (a 二 8 二 7) ,立方 格子 中 都 是 直角 90", 而 R 
格子 中 却 是 任意 角度 。 正 因 如 此 ,R 格子 中 只 可 能 在 4a ,b,c 的 分 角 线 方向 上 存在 
三 次 轴 , 而 立方 格子 中 这 样 的 方向 却 有 4 个 ,而 且 它 们 是 相互 等 效 的 。R 格子 的 
ax 一 p 一 ”是 任意 值 ,如 果 这 任意 值 的 取 值 非常 特殊 ,是 90", 则 民 格 子 将 具有 立方 格 
子 的 参数 。 在 这 一 意义 上 我 们 不 妨 把 立方 格子 看 作 是 三 方 R 格子 的 一 种 特例 。 
如 果 我 们 只 是 单独 考察 立方 格子 中 4 个 等 效 的 三 次 轴 中 的 一 个 ,那么 我 们 完全 可 
以 将 这 一 被 考察 的 立方 格子 看 作 是 三 方 尺 格子 。 至 于 其 余 3 个 方向 上 的 三 次 轴 
自然 可 以 等 效 类 推 。 由 此 可 知 , 立 方 格子 中 的 三 次 轴 与 格子 的 各 种 关系 ,包括 它 与 
格子 的 周期 平移 组 合 ,以 及 非 初 基 平 移 组 合 等 关系 都 将 遵循 三 方 尺 格子 中 三 次 轴 
与 格子 平移 组 合 的 规律 。 

在 2. 5. 3 节 ”三方 晶 系 的 尺 点 阵 ? 中 ,对 于 尺 点 阵 中 各 种 单位 格子 的 割 取 , 以 
及 它们 之 间 的 取向 关系 已 作 过 详细 的 论述 。 如 果 从 上 述 考察 方式 出 发 ,将 立方 点 
阵 亦 看 作 是 三 方 R 点 阵 的 一 种 特例 ,那么 单位 格子 的 割 取 及 其 取向 关系 也 可 以 沿 
用 2. 5. 3 节 所 讨论 的 规律 。 


2.6.6.1 初 基 书 格子 的 [111] 取 向 上 三 次 轴 的 派生 共存 


如 果 将 立方 格子 看 作 是 三 方 尺 格子 的 一 种 特例 ,那么 简单 初 基 的 立方 格子 就 
是 初 基 的 尺 格子 。 事 实 上 ,如 果 只 单独 考察 格子 中 的 一 个 三 次 轴 的 方向 ,立方 格 
子 确 实 是 一 个 尺 格子, 确切 地 说 它 是 一 个 一 8 一 ”一 90" 的 尺 格 子 。 在 此 直角 的 尺 
格子 中 沿 着 被 考察 的 三 次 轴 方 向 , 它 的 阵 点 分 布 就 如 图 2-5-12 和 图 2-5-16 所 示 。 
这 样 的 阵 点 排 布 方式 必然 导致 图 2-5-18 所 示 的 结果 , 即 在 考察 的 三 次 轴 方 向 上 平 
行 地 存在 着 三 次 旋转 轴 3 和 三 次 螺旋 轴 3 及 3: ,它们 之 间 的 排 布 就 像 图 2-5-18 
所 示意 的 一 样 。 由 此 可 以 确定 , 初 基 立 方 格子 中 在 [111] 取 向 上 (在 立方 晶 系 中 
[L111],[111J,[111],[111]4 个 取向 是 相互 等 效 的 ,请 参阅 第 一 篇 “几何 晶体 学 基 
本 原理 "中 图 1-8-3 及 有 关 论 述 ) 三 次 旋转 轴 3 和 三 次 螺旋 轴 31 及 3: 是 互 为 派生 

共存 的 


2.6.6.2 体 心 工 格子 的 [111] 取 向 上 三 次 轴 的 派生 共存 


同样 的 道理 ,立方 晶 系 的 体 心 1 格子 也 同样 可 以 看 作 是 三 方 R 点 阵 中 R' 割 取 
方式 的 体 心 格子 的 特例 。 当 然 此 立方 体 心 格子 中 一 8 一 7 一 90", 是 一 种 直角 的 民 / 
格子 。 此 直角 的 尺 格子 是 与 图 2-5-14 所 表示 的 三 方 尽 ' 格 子 (e=8 一 7 天 90?) 的 样 
了 很 不 相同 ,但 是 阵 点 的 排 布 方式 却 是 完全 一 样 的。 三方 尺 格子 和 尽 ' 格 子 都 是 在 
同一 种 R 点 阵 中 分 别 以 R 取向 和 R' 取向 所 割 取 的 单位 格子 。 同 样 的 RR 点 阵 中 应 
具有 同样 的 阵 点 排 布 并 由 此 导致 同样 的 各 种 三 次 轴 的 排 布 。 由 此 可 知 , 三方 体 心 
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R' 格 子 中 在 三 次 轴 方 向 上 也 同样 是 三 次 旋转 轴 3 和 三 次 螺旋 轴 31 及 3: 平 行 地 共 
存 于 格子 中 ,它们 之 间 的 排 布 与 RR 格子 中 的 一 样 ,但 是 ,由 于 两 种 格子 取向 不 同 ， 
因而 三 次 旋转 轴 3 和 三 次 螺旋 轴 31 和 3 在 R' 格 子 中 与 坐标 轴 (X,Y 和 Z) 的 相对 
位 置 就 必然 与 在 R 格子 中 的 相对 位 置 有 所 差别 。 有 关 三 方 R 点 阵 中 R 取向 与 R 
取向 之 间 的 相互 关系 请 参阅 图 2-5-15。 由 此 可 以 确定 ,立方 的 体 心 工 格子 中 在 
[111] 取 向 上 也 是 三 次 螺旋 转轴 3 和 三 次 螺旋 轴 31 及 3: 互 为 派生 共存 。 


2.6.6.3 面 心 了 格子 的 [111] 取 向 上 三 次 轴 的 派生 共存 


面 心 下 立方 格子 虽然 是 一 种 最 高 对 称 的 格子 ,对 称 元 素 的 组 合 非常 复杂 繁 
多 ,但 就 L111 取向 上 三 次 轴 的 派生 共存 规律 却 仍然 是 比较 容易 理解 的 。 
图 2-6-26 给 出 了 一 个 面 心 下 立方 格子 ,以 单线 表示 ,其 六 参数 特征 是 ao 一 2 一 co， 
cx 一 6 一 7 一 90 ,格子 的 单位 周期 平移 为 a ,bo 和 c。。 图 中 沿 着 L111 方向 ,选取 从 坐 
标 原点 到 3 个 相 邻 格子 面 中 心 的 附加 非 初 基 平 移 阵 点 作为 新 的 格子 单位 周期 平移 
al ,bo 和 co ,在 图 2-6-26 的 图 (a) 中 以 双 线 表示 。 其 中 a’o 一 (ao 十 bo)/2,b' = 
《bo 十 co)/2,C 6 二 (co 十 ao)/2。 显 然 , 新 选取 的 RR 格子 是 一 种 典型 的 初 基 三 方 R 格 
子 , 阵 点 分 布 与 图 2-5-16 所 示 的 民 点 阵 完全 一 样 ,因而 在 特征 对 称 元 素 三 次 轴 方 
向 上 三 次 旋转 轴 3 和 三 次 螺旋 轴 31 及 3 派生 共存 规律 将 与 图 2-5-18 所 示 一 样 。 
通过 图 2-6-26 所 表示 的 两 种 格子 割 取 方 向 和 取向 关系 ,不 难 导 出 面 心 下 立方 格 
子 中 沿 L111j] 取 向 上 所 包含 的 各 种 三 次 轴 及 其 排 布 规律 。 显 然 面 心 下 立方 格子 比 


[111] 


U 
{a) (b) 


图 2-6-26 《al) 面 心 F 立方 格子 (a ;Do ;@ ) 和 重新 选取 的 一 种 典型 的 初 基 R 格子 (a'。 ,bo ,C0 ); 
(b) 沿 立方 格子 [图 (a)JL111] 取 向 投影 的 示意 图 ,表明 阵 点 的 排 布 和 两 种 格子 取向 的 关系 


* 204 » 


新 选取 的 简单 初 基 尺 格子 的 体积 大 ,所 包含 的 各 种 三 次 轴 的 数目 也 多 ,在 排 布 上 
显然 也 繁杂 一 些 。 然 而 可 以 确定 , 面 心 下 的 立方 格子 中 在 [L1111( 当 然 包括 L111]， 
[111j,[111]) 取 向 上 三 次 旋转 轴 3 与 三 次 螺旋 轴 31 及 3: 也 同样 是 互 为 派生 
共存 的 。 
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第 七 章 ”空间 对 称 群 的 推导 
2.7.1 坐标 系 原点 的 选择 原则 


以 前 已 经 作 过 多 次 阐述 ,一 个 单位 晶 胞 内 的 结构 已 充分 表达 了 由 此 单 胞 三 维 
无 穷 排 列 的 整个 晶体 内 部 的 结构 ,单位 晶 胞 内 的 对 称 性 和 平移 特征 亦 足 以 代表 整 
个 晶体 内 部 结构 的 对 称 和 平移 特征 。 这 与 单位 格子 和 整个 晶体 内 部 三 维 点 阵 的 关 
系 一 样 。 因 而 对 空间 对 称 类 型 (简称 空间 群 ) 的 研究 可 以 一 个 单位 晶 胞 内 的 对 称 性 
和 平移 作为 代表 ,就 如 以 单位 格子 代表 整个 点 阵 特征 研究 一 样 。 这 里 的 坐标 系 原 
点 的 选择 是 指 单 胞 内 各 对 称 元 素 及 平移 等 相互 组 合 后 ,如 何 确 定 这 一 空间 对 称 群 
的 坐标 系 原 点 。 从 另 一 角度 说 ,这 就 是 从 晶体 内 部 结构 中 割 取 单 位 晶 胞 时 应 如 何 
选择 合适 的 坐标 系 原 点 。 

过 去 已 作 过 详细 论述 ,晶体 的 取向 , 即 唱 体 学 轴 《 与 坐标 轴 相 对 应 ?的 选择 是 与 
晶体 的 对 称 性 密切 相关 , 晶体 学 轴 总 是 与 晶体 中 某 些 对 称 元 素 的 取向 相 一 致 。 坐 
标 系 的 原点 也 是 如 此 , 它 的 位 置 选择 也 与 晶体 中 的 对 称 元 素 密 切 相 关 。 在 晶体 内 
部 结构 中 坐标 轴 的 方向 被 确定 之 后 ,坐标 系 原 点 仍然 可 以 发 生平 移 。 在 割 取 单 位 
晶 胞 时 只 有 将 坐标 系 原点 确定 之 后 ,坐标 轴 才 能 完全 被 确定 ,以 单位 周期 作为 单 胞 
的 3 个 坐标 轴 X,Y 和 2 的 单位 ,晶体 内 部 结构 中 的 一 个 完整 的 单位 唱 胞 才 可 以 分 
割 出 来 。 

一 般 说 来 ,可 以 任意 选择 坐标 系 原点 。 坐 标 轴 的 方向 已 确定 后 ,以 三 个 单位 周 
期 作为 单位 ,在 晶体 内 部 中 以 任意 一 点 为 原点 所 割 取 的 单 胞 都 是 此 晶体 内 部 结 格 
的 单位 唱 胞 ,都 能 代表 整个 晶体 结构 的 特征 , 它 的 三 维 空间 周期 堆积 将 仍 构 成 完整 
的 晶体 内 部 结构 。 但 是 ,这 样 的 坐标 系 原点 选择 任意 性 除了 给 计算 上 带 来 麻烦 之 
外 , 唱 体 学 者 之 间 的 相互 沟通 也 会 带 来 极 大 困难 。 为 了 对 空间 对 称 群 及 对 晶体 结 
构 的 描述 在 国际 上 相互 一 致 ,晶体 学 者 相互 约定 ,对 坐标 系 原 点 的 选择 必须 遵守 下 
列 的 规则 : 

(1) 如 果 空 间 群 中 存在 着 对 称 中 心 , 应 将 坐标 系 原点 选择 在 对 称 中 心 上 。 如 果 
存在 着 几 种 位 于 对 称 程度 不 同 的 对 称 中 心 , 例 如 位 于 mmm 交点 上 、2/m 交点 上 、1 
等 的 对 称 中 心 , 应 优先 选择 位 于 高 对 称 点 上 的 对 称 中 心 ,依次 优先 选择 例如 
4/mmm,mmm,4/m,2/m,1 等 位 置 上 的 对 称 中心 。 

(2) 如 果 空 间 群 中 不 存在 对 称 中 心 ,坐标 系 原 点 应 选择 在 高 次 旋转 轴 上 。 如 果 
坐标 系 原点 只 能 选择 在 唯一 的 高 次 反 伸 轴 上 ,那么 应 与 反 伸 轴 上 的 假想 反 伸 点 
重合 。 
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(3) 如 果 空 间 群 中 既 无 对 称 中心 , 又 没有 高 次 旋转 轴 和 高 次 反 伸 轴 , 则 坐标 原 
点 应 选择 在 高 次 螺旋 轴 上 。 

《4) 如 果 在 空间 群 中 上 述 对 称 元 素 都 不 存在 , 则 坐标 系 原 点 应 二 次 旋转 轴 
上 。 在 此 情况 下 ,坐标 系 原 点 应 优先 选择 在 高 对 称 的 mm ee 

《5) 如 果 空 间 群 中 不 存在 上 述 各 种 对 称 元 素 , 则 坐标 系 原 点 将 选 在 反映 对 称 面 
m 上 。 

《6) 上 述 对 称 元 素 都 不 存在 ,坐标 系 原 点 将 选择 在 二 次 螺旋 轴 上 。 

(7) 如 果 空 间 群 中 只 有 滑 移 对 称 面 ,坐标 系 原点 就 只 好 选 在 滑 移 对 称 面 上 。 

如 果 空 间 群 中 除了 对 称 自身 之 外 再 没有 任何 对 称 元素 ,坐标 原点 的 选择 将 是 
任意 的 了 。 一 般 来 说 ,如 果 坐 标 系 原点 的 选择 具有 三 维 方向 上 任意 性 ,或 在 对 称 面 
上 二 维 方向 上 任意 性 ,或 在 对 称 轴 上 的 一 维 方向 上 任意 性 ,那么 总 是 在 结构 中 选 定 
某 一 特征 点 ,例如 某 一 特征 原子 的 中 心 ,或 某 两 个 特征 原子 连 线 上 的 中 分 点 等 作为 
坐标 系 原点 予以 标记 ,并 且 应 在 文中 给 予 指明 。 

如 果 由 于 某 种 特殊 原因 ,在 实际 工作 中 并 没有 遵守 上 述 坐 标 系 原点 选择 规则 ， 
那么 必须 给 予 明确 的 说 明 ,指出 特殊 选择 的 坐标 系 原点 处 于 什么 位 置 。 

国际 上 一 般 都 遵循 着 上 述 的 选择 规则 ,但 亦 有 极 少数 比较 复杂 的 情况 例外 。 
例如 空间 群 P212121 中 的 坐标 系 原 点 并 非 选择 在 二 次 螺旋 轴 上 ,而 是 选择 在 与 三 
个 取向 (L100],[010],[001]) 的 二 次 螺旋 轴 都 相距 1/4 周期 的 共同 点 上 。 这 样 选 
择 的 坐标 系 原点 恰好 是 空间 群 P212121 的 全 对 称 型 空间 群 Pbca 中 的 对 称 中 心 位 
置 。 全 对 称 型 空间 群 Pbca 中 包含 着 空间 群 P2,2, 2; 的 对 称 性 。 


4.7.2 空间 对 称 群 的 国际 符号 


空间 对 称 群 是 晶体 学 微观 空间 对 称 元 素 及 平移 群 (包括 周期 平移 与 非 初 基 平 
移 ) 的 组 合 。 从 微观 空间 对 称 原理 上 ,这 种 组 合 的 最 终结 果 是 一 种 微观 空间 对 称 
《组 合 ) 类 型 , 它 是 一 些 对 称 元 素 在 特定 空间 中 的 一 种 集合 , 称 为 空间 对 称 群 或 简称 
为 空间 群 。 
空间 群 的 国际 符号 由 两 部 分 组 成 :第 一 部 分 是 空间 群 的 国际 符号 中 前 头 第 一 
个 大 写 的 英文 字母 , 它 表 示 该 空间 群 的 平移 群 , 即 布 拉 维 格子 的 符号 。 具 体 说 ,如 
果 该 空间 群 的 单位 格子 中 除了 周期 平移 外 没有 附加 的 非 初 基 平移 ,那么 它 的 平移 
群 符号 就 是 初 基 的 布 拉 维 格子 ,以 英文 大 写字 母 已 表示 。 如 果 该 空间 群 的 单位 格 
子 中 除了 周期 平移 外 还 存在 着 附加 的 非 初 基 平 移 , 那 么 按 其 不 同性 质 的 非 初 基 平 
移 ,平移 群 的 符号 就 分 别 以 非 初 基 的 侧面 心 格子 A, B,C 或 体 心 格子 1 或 面 心 格子 
下 的 英文 大 写字 母 表 示 。 显 然 ,平移 群 符号 是 表达 此 空间 群 的 单位 格子 的 平移 性 
质 , 表 达 格 子 中 所 包含 的 周期 平移 矢量 和 非 初 基 平移 矢量 。 第 二 部 分 是 该 空间 群 
所 具有 的 初始 的 也 是 最 基本 的 对 称 元 素 。 它 就 像 宏 观 对 称 组 合 类 型 一 -点 群 的 国 
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际 符 号 那样 ,用 一 个 或 2 个 或 3 个 对 称 元 素 的 符号 表示 该 点 群 中 最 基本 的 对 称 元 
素 ,而 点 群 中 其 他 派生 的 对 称 元 素 均 可 通过 这 些 最 基本 的 初始 对 称 元 素 之 间 的 组 
合 推导 出 来 。 空 间 群 中 的 对 称 元 素 符 号 所 表示 的 是 该 空间 群 中 最 基本 的 微观 空间 
对 称 元 素 , 其 他 派生 的 微观 空间 对 称 元 素 均 可 通过 这 些 最 基本 的 初始 对 称 元 素 之 
间 的 组 合 ,以 及 它们 与 平移 群 的 周期 平移 和 非 初 基 平 移 的 组 合 推导 出 来 。 

无 论 在 宏观 空间 或 在 微观 空间 ,对 称 元 素 的 取向 像 对 称 元 素 的 性 质 一 样 具有 
极 重要 的 意义 。 对 称 元 素 的 取向 不 但 只 表达 它们 与 坐标 系 的 关系 ,而 且 也 表达 它 
们 之 间 在 空间 中 的 相互 关系 。 派 生 的 对 称 元 素 的 性 质 及 其 空间 位 置 完 全 决定 于 参 
加 组 合 的 初始 对 称 元 素 的 性 质 和 相互 之 间 的 空间 关系 。 在 微观 空间 中 参加 组 合 的 
还 包括 周期 平移 和 非 初 基 平移 ,而 平移 本 身 就 包含 着 平移 的 方向 和 平移 量 。 所 以 
空间 群 国际 符号 中 的 第 二 部 分 ,无 论 是 由 一 个 或 2 个 或 3 个 对 称 元 素 符 号 组 成 ,每 
一 个 符号 所 处 的 位 置 次 序 都 有 严格 确定 的 取向 。 由 于 晶体 的 定向 是 与 晶 系 对 称 密 
切 相 关 , 因 此 ,对 称 元 素 符 号 所 定义 的 取向 在 不 同 晶 系 中 有 所 不 同 。 在 1. 8. 2 节 
中 ,对 于 宏观 对 称 组 合 类 型 一 一 点 群 国际 符号 中 的 取向 已 作 了 详细 的 论述 。 在 空 
间 群 中 对 称 元 素 符号 的 取向 与 点 群 中 的 定义 完全 相同 。 

下 面 按 章 系 将 空间 群 国际 符 号 中 的 每 一 对 称 元 素 符号 在 该 晶 系 的 坐标 系 中 的 
取向 加 以 标明 。 如 果 对 称 元 素 符号 是 对 称 轴 , 那 么 此 对 称 轴 应 与 定义 的 取向 相互 
平行 ;如 果 对 称 元 素 符 号 是 对 称 面 , 则 此 对 称 面 的 面 法 线 与 定义 的 取向 相 平行 , 即 
此 对 称 面 与 定义 的 取向 相互 垂直 。 

|. 三 斜 晶 系 ”三 斜 晶 系 所 属 的 空间 群 ,其 国际 符号 以 PL000] 表 示 。 

三 斜 晶 系 只 有 一 种 初 基 已 布 拉 维 格子 ,而 对 称 元 素 只 有 对 称 自身 1 和 对 称 中 
心 工 两 种 ,所 以 在 国际 符号 中 的 对 称 元 素 符号 只 有 一 个 , 它 的 取向 为 [000], 即 位 于 
坐标 系 的 原点 上 。 

2. 单 针 唱 系 。  ” 单 斜 晶 系 所 属 的 空间 群 ,其 国际 符号 以 [JL010] 表 示 。 

单 斜 晶 系 的 空间 群 符号 中 的 对 称 元 素 符 号 只 有 一 个 位 置 ,这 位 置 所 定义 的 取 
向 是 1010j, 即 晶体 学 轴 方 向 (坐标 系 中 的 Y 轴 )。 

3. 正 交 晶 系 正 交 遇 系 所 属 的 空间 群 ,其 国际 符号 以 口 [100]J[010]L001] 
表示 。 

正 交 晶 系 空间 群 国际 符 号 中 的 第 二 部 分 由 3 个 对 称 元 素 符号 组 成 ,它们 所 定 
义 的 取向 分 别 依次 是 L100] 取 向 [010] 取 向 和 [001] 取 向 , 即 分 别 是 晶体 学 轴 a,6， 
(坐标 轴 X,Y ,2 的 方向 。 

4. 四 方 晶 系 四 方 品系 所 属 空间 群 ,其 国际 符号 以 口 L001]L100][110] 
表示 。 

四 方 晶 系 空间 群 符号 中 的 第 二 部 分 由 3 个 对 称 元 素 符号 组 成 。 第 一 个 符号 位 
置 的 取向 是 L001], 即 晶体 学 轴 的 方向 。 第 二 个 符号 位 置 所 定义 的 取向 是 [100]。 
在 四 方 晶 系 中 L100] 取向 和 L010] 取向 ( 即 晶体 学 a 和 4 轴 ) 是 互 为 等 效 的 。 第 三 个 
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符号 位 置 所 定义 的 取向 是 [110], 它 与 [110] 取 向 也 是 互 为 等 效 的 。 

5. 六 方 晶 系 ， 六方 晶 系 所 属 空间 群 ,其 国际 符号 以 P[001][100][120] 
表示 。 

六 方 晶 系 只 有 一 种 互 点 阵 , 因 而 只 有 一 种 布 拉 维 格子 ,这 就 是 五 取向 的 初 基 
P 格子 。 所 以 六 方 晶 系 空间 群 中 表示 平移 群 性 质 的 第 一 部 分 就 只 有 一 种 初 基 P 
格子 平移 。 第 二 部 分 由 3 个 对 称 元 素 符 号 组 成 ,其 中 第 一 个 符号 位 置 的 取向 是 
L001j, 即 晶体 学 < 轴 的 方向 。 在 六 方 晶 系 中 特征 对 称 元 素 一 一 六 次 轴 的 取向 总 是 
为 L001]。 第 二 个 符号 位 置 所 定义 的 取向 是 [100] ,在 六 方 晶 系 中 3 个 取向 [100]， 
L010] 和 [110J 是 互 为 等 效 的 。 第 三 个 符号 位 置 是 定义 为 [120] 取 向 ,而 L120]， 
[L210] 和 [110]3 个 取向 也 是 互 为 等 效 的 。 

6. 三 方 晶 系 ”三方 晶 系 存在 着 两 种 点 阵 类 型 :一 种 是 与 六 方 晶 系 相 同 的 玉 
点 阵 ; 男 一 种 是 R 点 阵 。 具 有 互 点 阵 的 三 方 唱 系 所 属 空间 群 , 其 国际 符号 仍 以 
PEL001jL100jL120] 表 示 , 它 与 六 方 唱 系 空间 群 符号 的 表达 完全 一 样 。 

具有 点 阵 的 三 方 品系 空间 群 符号 以 R[111][110] 表 示 。 

虽然 民 点 阵 可 以 有 各 种 取向 ( 即 割 取 格 子 方式 ) 诸 如 R 取向 .R 取向 . 玉 取 向 、 
O 〇 取向 等 等 (有 关 R 点 阵 的 取向 问题 请 参阅 2. 5. 3 节 ), 但 是 在 空间 群 国 际 符号 中 
的 第 一 部 分 有 关 平 移 群 符号 ,是 以 RR 取向 的 格子 表示 的 。R 点 阵 的 R 取向 格子 是 
一 种 布 拉 维 格子 ,而 且 是 一 种 简单 初 基 性 质 的 格子 。R 格子 是 三 方 唱 系 所 特有 的 
一 种 布 拉 维 格子 。 在 空间 群 国际 符号 中 的 第 二 部 分 只 由 两 个 对 称 元 素 符号 组 成 ， 
第 一 个 符号 位 置 的 取向 是 [111], 它 是 三 个 晶体 学 轴 a,6,c 的 共 分 线 方 向 。 三 方 唱 
系 的 特征 对 称 元 素 一 一 三 次 轴 的 取向 在 R 点 阵 的 R 取向 格子 中 总 是 为 [111]。 第 
二 个 符号 位 置 所 定义 的 取向 是 [110]。 在 三 方 晶 系 尺 点 阵 中 垂直 于 [111] 取 向 的 3 
个 取向 L110j],L011] 及 [101] 之 间 是 互 为 等 效 的 。 三 方 晶 系 RR 点 阵 的 R 取向 格子 
中 ,与 三 次 轴 相 垂直 的 二 次 轴 或 与 三 次 轴 平 行 的 对 称 面 都 只 1 可 能 以 [110] 取 向 (请 
参阅 2. 5. 3 节 )。 

7. 立方 唱 系 ”立方 唱 系 所 属 空间 群 的 国际 符号 以 口 [oo1]3[110] 表 示 。 

立方 品系 空间 群 符号 中 的 第 二 部 分 由 3 个 对 称 元 素 符号 组 成 :第 一 个 符号 位 
置 所 定义 的 取向 是 [001] ,在 立方 晶 系 中 3 个 取向 [100],[010] 和 [oo1]( 即 3 个 晶 
体 学 轴 a,5b 和 c) 之 间 是 互 为 等 效 的 。 第 二 个 符号 位 置 的 取向 是 [111], 它 是 3 个 晶 
体 学 轴 的 共 分 线 方向 , 即 单位 格子 的 体 对 角 线 方向 。 立 方 晶 系 中 单位 格子 的 4 个 
体 对 角 线 方向 , 即 [111],[111],[111] 和 [111]4 个 取向 之 间 是 相互 等 效 的 ,而 且 它 
们 恰好 是 立方 晶 系 特征 对 称 元 素 一 一 4 个 三 次 轴 的 取向 ,所 以 第 二 个 符号 位 置 直 
接 以 特征 对 称 元 素 3 表示 (如 果 空 间 群 内 存在 对 称 中 心 , 三 次 轴 将 演变 为 三 次 反 伸 
轴 , 以 3 表示 )。 它 是 立方 晶 系 所 属 空间 群 的 共同 特征 。 第 三 个 符号 位 置 所 定义 的 
取向 为 L110]。 在 立方 晶 系 中 6 个 取向 [110],[110],[101],[101],[011] 和 [011] 
(请 参阅 图 1-8-3) 是 相互 等 效 的 。 
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2.7.3 230 个 空间 群 的 推导 原则 


空间 群 是 晶体 内 部 结构 中 可 能 存在 的 对 称 和 平移 组 合 , 亦 即 微观 空间 对 称 元 
素 及 平移 群 的 可 能 存在 的 组 合 类 型 。 前 人 早已 严格 地 证 明 ,晶体 内 部 结构 中 可 以 
存在 ,也 仅仅 存在 230 种 组 合 类 型 , 称 之 为 230 个 空间 对 称 群 ,简称 为 230 个 空 
间 群 。 

推导 230 个 空间 群 的 办 法 其 多 ,用 群 论 的 方法 是 很 严谨 的 数学 方式 。 我 们 是 
利用 几何 学 的 方法 ,运用 上 述 各 章节 所 阐述 的 概念 和 方法 对 230 个 空间 群 进行 推 
导 。 本 书 所 运用 的 这 种 阐述 和 推导 方式 ,其 目的 在 于 使 读者 获得 更 为 直观 的 空间 
概念 ,以 利于 理解 .掌握 和 在 实际 工作 中 应 用 。 推 导 230 个 空间 群 的 步 又 如 下 : 

1. 按 蝇 系 和 每 一 个 点 群 推导 它 所 有 可 能 存在 的 对 称 与 平移 组 合 (空间 群 ) ”此 
时 应 先 将 这 一 点 群 的 国际 符号 中 每 一 个 符号 的 含义 及 其 取向 弄 明白 ,并 记 住 它 应 遵 
守 的 晶 系 对 称 (参阅 2.7.2 节 )。 

2. 首先 推导 这 一 点 群 的 初 基 空 间 群 。 每 一 点 群 的 国际 符号 都 标 出 了 该 点 群 
中 最 基本 的 对 称 元 素 ( 宏 观 对 称 元 素 ) ,它们 在 点 群 符号 中 的 位 置 次 序 及 其 相应 的 
空间 取向 ,是 与 2. 7. 2 节 所 标明 的 空间 群 国际 符号 中 第 二 部 分 的 符号 (对 称 元 素 符 
号 部 分 ) 一 一 相对 应 的 。 由 于 所 推导 的 是 初 基 空 间 群 ,空间 群 国际 符号 中 第 一 部 分 
( 即 表 示 空 间 群 的 平移 群 ) 将 以 初 基 布 拉 维 格子 PP 表示 。 

将 这 一 点 群 的 每 一 个 对 称 元 素 符 号 的 全 部 可 能 的 微观 对 称 元 素 列 出 :例如 , 符 
号 m 所 对 应 的 微观 对 称 元 素 就 可 能 有 m,a,5b,c,n, 它 们 都 适合 于 初 基点 阵 ; 又 例 
如 ,符号 4 所 对 应 的 微观 对 称 元 素 ,就 可 能 有 4,41 ,4 ,4s 。 然 后 , 按 这 一 点 群 中 的 
几 个 对 称 元 素 符号 之 间 进 行 微观 对 称 元 素 符号 的 可 能 组 合 。 如 果 此 点 群 中 具有 3 
个 对 称 元 素 符号 ,那么 它们 之 间 的 微观 对 称 元 素 符 号 组 合 的 数量 将 会 十 分 庞大 。 
幸而 它们 组 合 的 结果 中 相当 一 部 分 是 相互 重复 的 ,还 有 一 部 分 是 不 能 存在 的 组 合 ， 
有 具体 说 : 

(1) 由 于 坐标 轴 变 换 所 引起 的 重复 。 例 如 在 mmm 点 群 中 ,空间 群 记号 Pbcn， 
Pcan, Pnab, Pcnb, Pnca,Pbna 等 实际 上 是 同一 个 空间 对 称 群 ,其 差别 只 是 坐标 系 
中 坐标 轴 的 标定 不 同 ( 它 们 都 符合 右手 规则 ,而 只 是 X,Y,2 的 标定 不 同 ), 经 过 坐 
标 轴 的 对 换 或 轮换 之 后 ,它们 都 将 变换 成 空间 群 Pbcn。 下 一 节 将 对 坐标 轴 对 换 和 
轮换 及 其 空间 群 符号 变换 关系 进行 讨论 。 

(2) 由 于 中 级 及 高 级 晶 系 中 一 些 对 称 元素 的 取向 为 [L100],[110],[120] 等 ,而 
这 些 取 向 在 简单 格子 中 ,实际 上 具有 复 格子 的 性 质 (参阅 第 五 章 有 关 论 述 ) ,对 称 元 
素 将 会 出 现 派生 共存 ,因而 所 推导 的 微观 对 称 元 素 组 合 之 间 将 可 能 相互 重复 。 

(3) 由 于 在 初 基点 阵 中 不 可 能 存在 的 组 合 。 例 如 ,d 滑 移 面 只 能 出 现在 面 心 格 
子 或 具有 面 心 格子 性 质 的 取向 上 。 又 例如 点 群 4/m 中 对 于 初 基 已 格子 ,4 及 4 以 
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及 滑 移 面 a,b,c 都 不 可 能 参加 组 合 (请 参阅 第 四 章 有 关 论 述 )。 

(4) 由 于 坐标 轴 方 向 致使 某 些 具 有 平移 操作 性 质 的 微观 对 称 元 素 不 能 参加 组 
合 。 例 如 垂直 于 a 轴 ( 即 坐标 系 X 轴 ) 不 可 能 存在 a 滑 移 面 。 同 理 重 直 于 5 轴 (Y 
轴 ) 不 存在 4 滑 移 面 ,垂直 于 c 轴 (2 轴 ) 不 存在 c 滑 移 面 。 如 此 等 等 。 

《5) 由 于 破坏 了 初 基点 阵 的 原则 ,或 破坏 了 晶 系 对 称 和 高 次 轴 对 称 等 等 ,因而 
不 能 容许 组 合 。 
3. 在 初 基 空 间 群 的 基础 上 ,推导 各 种 可 能 存在 的 非 初 基 空 间 群 ”由 于 非 初 
基 平 移 的 参加 组 合 , 它 与 初 基 格子 中 对 称 元 素 的 组 合 ,导致 格子 中 出 现 新 的 派生 对 
称 元素 , 即 所 谓 “ 非 初 基 格子 中 的 对 称 元 素 派生 共存 ”"。 在 第 六 章 对 微观 对 称 元 素 
与 非 初 基 平 移 组 合 ,以 及 其 组 合 所 导致 对 称 元 素 派 生 共 存 的 规律 已 作 详细 阐述 。 
由 于 对 称 元 素 的 派生 共存 ,在 初 基 空 间 群 与 非 初 基 平移 组 合 中 将 有 大 量 组 合 是 相 
互 重复 的 ,因而 只 存在 有 限 个 数 的 非 初 基 空 间 群 。 如 果 该 点 群 (或 晶 系 ) 存 在 多 种 
非 初 基 布 拉 维 格子 ,那么 ,依次 逐个 地 将 每 种 非 初 基 平 移 与 该 点 群 初 基 空 间 群 ( 初 
基 格 子 中 的 微观 对 称 元 素 组 合 类 型 ) 进 行 组 合 ,可 导出 每 种 非 初 基 布 拉 维 格子 的 非 
初 基 空间 群 。 

值得 提醒 的 是 4 滑 移 面 参加 的 组 合 。 在 面 心 下 格子 或 具有 面 心 下 格子 性 质 
的 取向 上 ,d 滑 移 面 应 作为 一 种 独立 微观 对 称 元 素 参加 对 称 面 的 组 合 。 由 于 在 初 
基 情 况 下 ,d 滑 移 面 并 没有 (也 不 能 ) 作 为 对 称 面 的 一 个 独立 微观 对 称 元 素 参加 微 
观 对 称 元 素 组 合 , 因 而 以 初 基 空间 群 为 基础 推导 非 初 基 空 间 群 ( 非 初 基 格子 中 微观 
对 称 元 素 组 合 类 型 ) 的 时 候 ,必须 注意 d 滑 移 面 的 特性 并 让 它 参加 组 合 。 此 外 ,在 
点 群 4/m 的 初 基 空 间 群 中 ,四 次 螺旋 轴 41 ,43 和 滑 移 面 a,b 都 不 能 参加 组 合 ,但 是 
在 非 初 基 情 况 下 ,它们 却 是 合适 的 。 如 此 等 等 。 

4. 凡是 内 容 互 相 重 复 的 空间 群 , 一 般 以 对 称 元 素 符号 简单 者 作 代 表 ”例如 : 
以 『222 代表 此 空间 群 在 内 容 上 相互 重复 的 空间 群 记号 F222, F2; 2 2 ,F2212， 
了 21221 ,F21212,F2221 ,F2212,F2122 等 ,此 8 个 空 间 群 记号 在 内 容 上 完全 相同 ,都 
表达 同一 个 空间 群 。 在 此 情况 下 以 F222 表示 。 


2.7.4 坐标 轴 的 对 换 及 轮换 与 空间 群 符号 的 变换 


空间 群 的 国际 符号 由 两 部 分 组 成 :第 一 部 分 是 表示 单位 格子 的 平移 群 性 质 ;第 
二 部 分 是 表示 单位 格子 中 最 基本 的 独立 对 称 元 素 (性 质 ) 和 它们 在 格子 中 的 取向 。 
如 前 面 所 述 , 第 二 部 分 是 以 3 个 符号 (或 者 2 个 或 一 个 符号 ,各 个 点 群 有 所 不 同 ) 表 
不 。 对 于 某 一 特定 点 群 , 每 个 符号 所 处 的 次 序 位 置 , 它 的 取向 (准确 说 , 它 在 已 确定 
的 坐标 系 中 的 取向 ) 已 经 严格 地 定义 ,在 2. 7. 2 节 有 关 “ 空 间 对 称 群 的 国际 符号 ”中 
已 作 详细 讨论 。 所 谓 对 称 元 素 的 取向 是 指 该 对 称 元 素 在 特定 坐标 系 中 所 处 的 方 
位 。 离 开 特 定 坐标 系 , 取 向 就 没有 意义 了 。 单 位 格子 中 对 称 元 素 的 取向 只 能 在 单 

。 211 。 


位 格子 的 坐标 系 XYZ 确定 ( 即 晶 体 学 坐标 轴 a,6,c 被 选 定 ) 之 后 才能 确定 。 单 位 
格子 中 坐标 系 XYZ 发 生变 化 (晶体 学 轴 的 选择 发 生 改 变 ) ,格子 中 对 称 元 素 原 来 
的 取向 亦 将 发 生 相 应 改变 , 换 句 话说 ,单位 格子 中 对 称 元 素 在原 坐 标 系 中 的 取向 与 
在 改变 后 的 新 坐标 系 中 的 取向 将 不 相同 , 对称 元 素 取向 的 变换 决定 于 坐标 系 的 变 
换 。 此 外 ,具有 平移 操作 性 质 的 微观 空间 对 称 元 素 , 例如 滑 移 面 ,pb,c 等 ,其 符号 
往往 与 它们 沿 坐 标 轴 (晶体 学 轴 ) 平 移 操 作 特 性 相 一 致 。 坐 标 系 的 变换 必定 引起 格 
子 中 对 称 元 素 取 向 的 相应 变换 和 对 称 元 素 ( 特 别 是 滑 移 对 称 面 ) 符 号 的 相应 改变 。 

通常 格子 中 坐标 系 的 任意 变换 所 引起 的 对 称 元 素 取 向 的 变换 是 十 分 复杂 和 繁 
琐 的 。 而 在 实际 工作 中 ,遵循 布 拉 维 选择 原则 ,在 晶体 点 阵 中 准确 地 确定 了 布 拉 维 
格子 的 割 取 方 式 , 坐 标 系 亦 同时 将 被 确定 。 在 此 之 后 坐标 系 的 任意 变换 是 很 少 发 
生 的 。 但 是 在 实际 工作 中 ,坐标 系 中 3 个 坐标 轴 之 间 的 对 换 或 轮换 是 难以 避免 的 ， 
特别 是 低级 唱 系 中 晶体 学 轴 的 选 定 具 有 较 大 的 自由 度 , 对 于 同一 种 点 阵 割 取 同 一 
种 布 拉 维 格子 ,而 所 确定 的 坐标 系 可 以 多 种 多 样 ,它们 之 间 的 差别 就 只 在 于 坐标 轴 
之 间 的 对 换 或 轮换 , 正 交 晶 系 的 情况 就 是 如 此 。 三 斜 晶 系 和 单 斜 晶 系 具有 更 大 的 
单位 格子 选择 自由 度 。 特 别 是 三 斜 晶 系 , 对 于 同一 点 阵 , 遵 循 布 拉 维 选择 原则 仍 可 
能 有 多 种 单位 格子 割 取 方式 ,它们 之 间 的 坐标 系 变换 比较 复杂 ,必须 弄 清 它们 之 间 
变换 的 准确 关系 。 对 结构 分 析 工 作 来 说 ,这 种 结构 的 坐标 变换 是 十 分 繁杂 的 。 但 
是 由 于 这 两 个 晶 系 ( 单 斜 和 三 斜 晶 系 ) 所 具有 的 对 称 元 素 组合 类 型 比较 简单 ,因而 
对 于 研究 微观 对 称 原理 ,特别 是 它们 中 对 称 元 素 取 向 的 变换 比较 容易 ,不 十 分 典 
型 。 下 面 以 正 交 晶 系 的 一 个 空间 群 为 例 ,阐明 它 的 符号 如 何 随 着 坐标 系 中 坐标 轴 
之 间 的 对 换 以 及 轮换 而 改变 。 这 种 变换 规律 不 但 只 在 实践 工作 中 很 有 帮助 ,而 且 
对 下 面 有 关 空 间 群 推导 也 十 分 必要 。 

在 晶体 学 中 ,任何 情况 下 坐标 系 中 坐标 轴 之 间 的 关系 都 必须 遵循 右手 规则 。 
正 交 晶 系 空间 群 Pbcn 在 单位 格子 中 各 个 对 称 元 素 对 于 特定 坐标 系 XYZ 的 取向 
示意 于 图 2-7-1。 对 于 如 图 2-7-1 所 示 的 特定 坐标 系 中 ,图 中 参加 组 合 的 3 个 最 
基本 的 对 称 元 素 一 一 3 个 滑 移 对 称 面 的 取向 分 别 是 :2 滑 移 面 的 取向 为 L100]( 即 面 
法 线 与 [100j 重 合 ),c 滑 移 面 的 取向 为 [010], 而 ” 滑 移 面 的 取向 是 [001]。 因 而 按 
照 空间 群 国际 符号 定义 ,图 2-7-1 所 示 初 基 P 格子 中 的 微观 对 称 元 素 组 合 类 型 ， 
在 图 中 所 示 的 特定 坐标 系 中 应 有 空间 群 国际 符号 为 Pbcn。 

如 果 图 2-7-1 所 示 初 基 书 格子 的 对 称 元 素 组 合 类 型 完全 不 变 ,但 给 定 的 坐标 
系 有 所 改变 , 即 晶 体 学 轴 的 选择 有 所 改变 ,如 图 2-7-2 所 示 。 如 果 将 图 2-7-1 的 坐 
标 系 中 三 个 坐标 轴 的 次 序 表 示 为 XYZ, 则 图 2-7-2 中 的 三 个 坐标 轴 次 序 改 变 成 
YXZ。 二 者 之 间 差 别 就 在 于 X 轴 与 Y 轴 对 换 , 即 晶体 学 轴 选 择 中 a 轴 与 5 轴 对 
换 , 此 时 的 对 称 元 素 组 合 图 形 并 无 任何 改变 。 按 照 空 间 群 国际 符号 的 定义 ,图 2- 
7-2 所 示 初 基 卫 格子 中 的 对 称 元 素 组 合 类 型 ,作为 基本 对 称 元 素 的 3 个 滑 移 面 ,在 
此 改变 后 的 特定 坐标 系 中 分 别 重 新 具有 自己 的 特有 取向 。 此 时 位 于 [100] 取 向 的 
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图 2 7 .1 空间 群 Pben 单位 格子 中 各 个 对 称 元 素 对 于 坐标 系 XYZ 的 取向 


图 2-7-2 ”由 于 坐标 系 中 和 轴 与 也 轴 对 换 , 图 2-7-1 的 空间 群 国际 符号 Pbcn 相应 改 
变 为 Pcan 

是 c 滑 移 面 。 位 于 L010j] 取 向 的 是 a 滑 移 面 ,位 于 [L001] 取向 的 基 mn 滑 移 面 。 内 此 
可 以 确定 ,图 2-7-2 所 示 的 对 称 组 合 类 型 在 所 给 定 的 坐标 系 中 ,其 空间 群 国际 符号 
是 Pcan。 比 较 图 2-7-1 及 图 2-7-1 可 以 理解 ,同一 布 拉 维 格子 中 的 同一 个 对 称 元 
素 组 合 类 型 ,在 不 同 的 坐标 系 中 将 推导 出 不 同 的 空间 群 国际 符号 。 

同样 道理 ,在 图 2-7-1 中 ,让 对 称 组 合 类 型 保持 不 变 , 而 将 原 有 坐标 系 中 3 个 
坐标 轴 X,Y,Z 的 次 序 以 X 轴 与 Z 轴 对 换 , 新 的 坐标 系 变换 为 ZYX ,并 且 使 新 的 
坐标 系 仍 然 保 持 右 手 规则 ,不 难 推导 出 此 对 称 组 合 类 型 的 空间 群 符号 为 Pnabp。 同 
理 ,将 图 2-7-1 的 坐标 系 中 3 个 坐标 轴 给 以 Y 轴 与 Z 轴 对 换 , 并 且 保 持 坐标 系 的 
右手 规则 ,对 于 对 换 后 新 的 坐标 系 , 此 对 称 组 合 类 型 应 有 空间 群 符号 为 Pcnb。 表 
2-7-1 列 出 了 由 于 坐标 系 中 坐标 轴 对 换 后 ,此 对 称 组 合 类 型 所 具有 相应 的 空间 群 
符号 ,同时 也 将 各 种 坐标 系 按 右手 规则 要 求 , 列 出 坐标 轴 的 取向 关系 。 
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坐标 轴 的 对 换 引 起 空间 群 符号 变换 的 推导 既 可 以 按 上 述 图 形 方法 ,也 可 以 直 
接 按 下 面 两 个 步骤 完成 。 

第 一 步 :坐标 轴 对 换 之 后 ,在 空间 群 国际 符号 中 相应 对 称 面 所 处 的 位 置 次 序 也 
相应 的 对 换 。 这 里 仍然 以 空间 群 Pbcn 为 例 , 此 时 坐标 系 应 为 XY2 ,那么 

XYZ YXZ ZYX XZY 
Pbcn (Pcbn) (Pncb) (Pbnc) 

第 二 步 : 坐 标 轴 对 换 的 结果 就 是 晶体 学 轴 a,2,c 的 对 换 ,因而 具有 沿 轴 方向 平 
移 操作 性 质 的 滑 移 对 称 面 ,它们 的 符号 也 将 随 着 坐标 轴 的 对 换 而 改变 ,它们 的 规律 
是 :如 果 XX 轴 与 Y 轴 对 换 ,那么 滑 移 面 符 号 将 是 a 与 5 对 换 ; 如 果 X 轴 与 2 轴 对 
换 , 那 么 滑 移 面 符号 将 是 a 与 < 对 换 ; 如 果 Y 轴 与 Z 对 换 ,那么 滑 移 面 符 号 将 是 6 
与 c 对 换 。 运 用 这 种 变换 规律 将 上 述 第 一 步 所 得 到 的 结果 ( 括 弧 中 的 符号 ) 按 坐标 
轴 的 对 换 对 滑 移 面 符号 作 相应 的 变换 ,那么 可 得 如 下 结果 : 

XYZ YXZ ZYX XZY 
Pbcn Pcan Pnab Pcnb 

这 样 所 导出 的 结果 与 表 2-7-1 所 列 的 完全 一 样 。 

单位 格子 的 坐标 系 中 3 个 坐标 轴 的 轮换 引起 格子 中 对 称 元 素 组 合 类 型 的 空间 群 符 
号 的 变换 ,其 关系 比较 复杂 一 些 , 但 其 道理 及 推导 的 方法 与 上 述 坐标 轴 对 换 情 况 类 同 。 

如 果 图 2-7-1 中 初 基 书 格子 所 具有 的 微观 对 称 元 素 组 合 类 型 的 图 形 不 变 , 而 
图 中 坐标 系 的 3 个 坐标 轴 给 以 轮换 , 即 以 了 轴 取 代 原 有 的 X 轴 ,Z 轴 取 代 原 有 的 
立轴 ,X 轴 取 代 原 有 的 Z 轴 , 从 而 构成 新 的 坐标 系 ,其 3 个 坐标 轴 之 间 关 系 是 
YZX 。 对 称 组 合 类 型 的 图 形 中 ,各 基本 对 称 元 素 一 一 3 个 滑 移 面 在 轮换 后 新 的 坐 
标 系 YZX 中 将 有 自身 的 取向 和 滑 移 面 符 号 。 按 照 空间 群 国际 符号 中 各 符号 取向 
及 次 序 定义 ,不 难 推导 出 此 初 基 格 子 的 对 称 组 合 类 型 在 轮换 后 的 新 坐标 系 YZX 
中 应 有 空间 群 符号 为 Pnca。 

同样 道理 ,如 果 图 2-7-1 中 对 称 组 合 类 型 的 图 形 不 变 , 原 有 的 坐标 系 XYZ 中 
3 个 坐标 轴 给 以 另 一 种 轮换 , 即 以 Z 轴 取 代 原 有 的 X 轴 , 以 X 轴 取代 原 有 的 了 轴 ， 
以 Y 轴 取 代 原 有 的 Z 轴 , 从 而 构成 新 的 坐标 系 ZXY。 对 于 这 一 轮换 后 的 新 的 坐 
标 系 ZXY, 此 对 称 组 合 类 型 将 有 空间 群 符号 为 Pbnra。 坐 标 系 中 3 个 坐标 轴 轮 换 
与 对 称 组 合 类 型 的 空间 群 符号 之 间 的 关系 也 列 在 表 2-7-1 中 。 


表 2-7-1 ”坐标 轴 的 对 换 及 轮换 与 空间 群 国际 符 号 中 滑 移 面 符 号 的 变换 关系 


坐标 轴 对 换 坐标 轴 轮 换 
坐标 轴 变 换 XYZ YXZ ZYX XZY. YZX ZXY 
Z pA X 用 
坐标 轴 取 向 er Z x 
xX 全 xX 太 工 » 
空间 群 符号 
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坐标 轴 的 轮换 引起 空间 群 符号 变换 的 推导 ,同样 也 可 以 按 下 面 两 个 步骤 完成 。 
第 一 步 :坐标 轴 轮 换 之 后 ,在 空间 群 国际 符号 中 相应 对 称 面 所 处 的 位 置 次 序 也 
给 以 相应 的 轮换 。 这 里 仍然 以 空间 群 Pbcn 为 例 , 此 时 坐标 系 应 为 XYZ, 那 么 
XYZ YZX ZXY 
Pbcn (Pnbc) (Pcnb) 
第 二 步 : 坐 标 轴 轮 换 的 结果 就 是 晶体 学 轴 a,b,c 的 轮换 ,因而 具有 沿 轴 方向 平 
移 操 作 性 质 的 滑 移 面 ,它们 的 符号 也 将 随 着 坐标 轴 的 轮换 而 改变 。 它 们 的 规律 是 : 
如 果 坐 标 系 XYZ 经 轮换 为 坐标 系 YZX ,那么 原来 的 滑 移 面 符号 应 由 a 改变 为 
6b; 由 6 改变 为 c; 由 c 改变 为 a ;多 如 果 坐 标 系 XYZ 经 轮换 为 坐标 系 ZXY ,那么 原 
来 的 滑 移 面 符号 应 由 a 改变 为 c; 由 5 改变 为 a; 由 < 改变 为 9。 运用 这 种 改变 规律 
将 上 述 第 一 步 所 得 结果 ( 括 弧 中 的 符号 ) , 按 两 种 不 同 的 坐标 系 轮换 ,对 滑 移 面 符 号 
作 相 应 的 改变 ,可 得 如 下 结果 
XYZ YZX ZXY 
Pbcn Pnca Pobna 
其 实 , 坐 标 系 3 个 坐标 轴 的 轮换 所 引起 的 空间 群 符号 的 变换 也 可 以 通过 两 次 
坐标 轴 对 换 的 变换 来 完成 ,这 是 比较 简单 的 操作 ,在 此 不 作 讨 论 。 


2.7.5 三 斜 晶 系 及 单 和 斜 唱 系 的 空间 群 
2.7.5.1 三 斜 晶 系 的 空间 群 


三 斜 晶 系 所 属 只 有 两 个 点 群 , 即 点 群 1 及 点 群 1, 而 且 只 有 初 基 已 布 拉 维 格 
子 , 因 而 只 有 两 个 空间 群 :P1,P1。 


2.7.5.2 单 斜 晶 系 的 空间 群 


1. 点 群 2 初 基 格 子 的 情况 :二 次 轴 可 以 是 二 次 旋转 轴 2 也 可 以 是 二 次 螺 
旋 轴 2 ,因而 初 基 已 格 子 的 空间 群 只 可 能 是 :P2,P2, 。 

非 初 基 格 子 的 情况 : 单 斜 晶 系 只 有 一 种 非 初 基 布 拉 维 格子 , 即 侧面 心 C 格子。 
在 侧面 心 C 格子 中 位 于 [010] 取 向 的 二 次 轴 存 在 着 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 21 
互 为 派生 共存 (请 参阅 2. 6.4 节 及 表 2-6-4), 所 以 非 初 基 格 子 的 空间 群 只 有 一 
个 :C2。 

2. 点 群 初 基 格子 的 情况 :对 称 面 可 以 是 m,a,6b,c,n。 首 先 ,取向 为 
[L010] 的 对 称 面 不 可 能 是 56 滑 移 面 。 此 外 ,通过 坐标 轴 X 与 Z( 即 晶体 学 a 轴 与 c 
轴 ) 的 对 换 , 滑 移 面 a 将 变换 为 滑 移 面 。 最 后 ,通过 重新 选取 十 t. 周 期 方向 为 X 
轴 ( 即 a 轴 ) ,n 滑 移 面 将 变换 为 c 滑 移 面 , 因 而 参加 组 合 的 只 剩 下 反映 对 称 面 mr 和 
滑 移 面 c。 初 基 已 格 子 的 空间 群 只 可 能 是 : Pm, Pc。 
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非 初 基 格 子 的 情况 :在 侧面 心 C 格子 中 的 [010j 取 向 上 ,反映 对 称 面 m 与 滑 移 
面 a 派生 共存 , 滑 移 面 c 与 2 派生 共存 (请 参阅 表 2-6-1)。 因 而 侧面 心 C 格子 的 
空间 群 可 以 有 两 个 , 即 Cm,Cc。 

3. 点 群 2/m 初 基 格 子 的 情况 :参考 上 述 点 群 2 及 点 群 m 的 情况 ,在 初 基 
格子 的 [L010] 取向 上 ,参加 组 合 的 二 次 轴 可 以 是 旋转 二 次 轴 2 及 螺旋 二 次 轴 21 ,而 
参加 组 合 的 对 称 面 可 以 是 反映 对 称 面 m 及 滑 移 面 c<。 这 样 一 来 ,二 次 轴 与 对 称 面 
的 可 能 组 合 只 可 能 有 4 种 ,因而 初 基 格 子 的 空间 群 只 可 能 有 四 个 :P2/m, P21/m， 
有 2 P22 

非 初 基 格 子 的 情况 :参考 上 述 点 群 2 及 点 群 m 的 情况 ,考虑 到 在 侧面 心 C 格 
子 的 L010j 取 向 上 ,二 次 轴 以 及 对 称 面 的 派生 共存 规律 ,这 里 参加 组 合 的 只 能 是 旋 
转 二 次 轴 2( 包 含 着 派生 共存 的 螺旋 二 次 轴 21) ,反映 对 称 面 m( 包 含 着 滑 移 面 a) 和 
滑 移 面 (包含 着 滑 移 面 2) 。 因 而 只 可 能 有 两 种 组 合 类 型 , 即 只 能 有 两 个 侧面 心 C 
格子 的 空间 群 :C2/m,C2/c。 


2.7.6 正 交 易 系 的 空间 群 
2.7.6.1 点 群 222 


1. 初 基 格子 的 情况 二 次 对 称 轴 可 以 是 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 21。 
在 取向 L100j],L010J 和 [L001] 上 的 二 次 对 称 轴 就 应 该 有 8 种 组 合 。 但 是 如 果 考 虑 到 
坐标 系 中 3 个 坐标 轴 X,Y,Z 之 间 的 对 换 和 轮换 ,其 中 有 一 些 组 合 实际 是 重复 的 。 
例如 同一 个 空间 群 有 3 个 空间 群 符号 P2; 212, P2, 22, ,P22,2; 。 它 们 表达 同一 个 
初 基 格子 的 对 称 组 合 类 型 ,其 中 的 差别 在 于 格子 坐标 轴 取 向 的 选择 不 同 。 通 过 坐 
标 轴 之 间 的 变换 ,后 面 两 个 空间 群 的 符号 均 可 变换 为 P21212。 因 而 初 基 格子 的 空 
间 群 只 有 4 个 :P222, P2221 ,P21212, P212121。 

2. 非 初 基 格 子 的 情况 正 交 晶 系 有 3 种 非 初 基 布 拉 维 格子 :侧面 心 C 格 
子 、 体 心 1 格 子 和 面 心 下 格子。 考虑 到 在 所 有 非 初 基 格 子 中 ,无 论 在 L100] 或 
L010 或 L001] 取 向 上 ,二 次 旋转 轴 2 都 与 二 次 螺旋 轴 21 互 为 派生 共存 。 当 然 , 在 
各 种 非 初 基 格 子 中 及 不 同 取 向 上 ,它们 派生 共存 在 空间 的 相对 位 置 关系 并 非 一 样 ， 
请 参阅 表 2-6-4。 为 此 它们 组 合 的 数目 极为 有 限 。 

侧面 心 C 格子 的 空间 群 :C222,C222。 

体 心 格子 的 空间 群 :T1222 ,1212121。 

面 心 格子 的 空间 群 :F222。 

这 里 , 体 心 1 格子 有 两 个 空间 群 而 不 是 一 个 ,这 是 在 空间 群 推导 中 很 值得 注意 
的 现象 。 很 显然 ,在 体 心 格子 中 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2; 的 派生 共存 规律 在 
L100],L010] 和 [L001 取向 上 都 是 一 样 的 ,并 无 任何 差异 。 但 值得 注意 的 是 , 互 为 派 
生 共 存 的 二 次 轴 2 与 2 在 上 述 3 个 不 同 取向 上 的 空间 配置 存在 着 两 种 完全 不 同 
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的 方式 ,从 而 构成 了 两 种 完全 不 同 的 对 称 组 合 类 型 ,如 图 2-7-3 和 图 2-7-4 所 示 。 
其 实 , 这 两 种 体 心 工 格子 的 对 称 组 合 类 型 ,可 以 通过 初 基 格 子 空间 群 P222 和 
P212121 分 别 与 体 心 1 格子 非 初 基 平 移 (t 十 十 tf.)/2 的 组 合 推导 出 来 。 初 基 格子 
空间 群 P222 与 体 心 1 格子 非 初 基 平 移 的 组 合 结果 ,必然 导出 图 2-7-3 所 示 的 对 
称 元 素 组 合 类 型 ,其 中 二 次 旋转 轴 2 在 [100],[010j 和 [001] 取 向 上 的 空间 配置 关 
系 仍 保留 着 在 空间 群 P222 中 的 特征 ,3 个 取向 上 的 二 次 旋转 轴 相 交 于 一 点 ,而 且 
派生 的 3 个 二 次 螺旋 轴 也 相交 于 一 点 。 正 因 如 此 ,图 2-7-3 的 对 称 组 合 类 型 的 空 
间 群 符号 为 7222。 然 而 ,由 初 基 格 子 空间 群 P21212 与 体 心 1 格子 非 初 基 平 移 组 
合 所 推导 出 的 对 称 组 合 类 型 ,如 图 2-7-4 所 示 , 保 留 着 初 基 格 子 对 称 组 合 类 型 
?P21212; 的 特征 ,不 同 取 向 上 的 3 个 二 次 螺旋 轴 相 互 以 1/4 周期 配置 ,它们 并 不 相 
交 , 所 派生 的 3 个 二 次 旋转 轴 2 也 如 此 。 自 然 ,图 2-7-4 所 示 的 对 称 组 合 类 型 的 空 
间 群 符号 应 为 1212121。 


1/4 1/4 


图 2-7-3 ”空间 群 1222 


2.7.6.2 点 群 mm 


1. 初 基 格 子 的 情况 。” ”对称 面 可 以 是 m,a,6,c,n。 由 于 在 [100] 取 向 上 不 可 
能 存在 < 滑 移 面 的 组 合 ,在 [010] 取 向 上 4 滑 移 面 也 不 可 能 参加 组 合 ,因而 只 有 下 
列 16 种 可 能 的 组 合 方式 : 


mm ma mc mn 
om ba bc bn 
cm ca cc cn 
nm na nc nn 


而 这 16 种 可 能 组 合 中 ,经 坐标 系 的 XX 轴 与 Y 轴 对 换 所 引起 对 称 面 符 号 变换 ， 
其 中 部 分 组 合 是 相互 重复 的 ,例如 空间 群 符号 Pma 与 Pom ,Pca 与 Pbc 等 ,两 个 空 
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图 2-7-4 空间 群 121212 


间 群 符号 都 是 同一 个 对 称 组 合 类 型 在 不 同 坐 标 轴 取 向 的 结果 ,所 以 点 群 mm 的 初 
基 空 间 群 实际 上 只 有 10 个 :Pmm,Pmn,Pma,Pmc,Pcc,Pca,Pnc,Pba,Pna,Pnn。 

2. 非 初 基 格 子 的 情况 正 交 晶 系 具有 3 种 非 初 基 布 拉 维 格子 ,侧面 心 格 
子 、 体 心 格 子 和 面 心 格子 。 但 是 在 这 点 群 mm 中 ,单位 格子 坐标 系 的 X 轴 与 了 轴 
可 以 互 换 , 而 24 轴 则 不 可 与 X 轴 或 了 轴 互 换 , 因 而 应 有 侧面 心 A 格子 和 C 格子 ， 
这 两 种 侧面 心 格子 不 能 互相 变换 。 所 以 实际 上 这 一 点 群 具 有 4 种 非 初 基 格子 ,其 
中 [100] 及 [010] 取 向 的 对 称 面 存在 着 各 种 不 同类 型 的 派生 共存 ,其 规律 已 列 于 表 
2-6-1, 请 参阅 2. 6. 2 节 对 称 面 与 非 初 基 平 移 组 合 。 以 上 述 10 种 初 基 格 子 的 对 称 
组 合 类 型 为 基础 分 别 与 4 种 非 初 基 平 移 进行 组 合 ,考虑 到 对 称 面 派生 共存 规律 ,其 
结果 应 有 11 种 非 初 基 格 子 的 对 称 组 合 类 型 。 此 外 ,由 于 在 面 心 下 格子 中 4a 滑 移 
面 可 以 而 且 应 该 作为 一 种 对 称 面 参加 组 合 ( 请 参阅 2. 6. 3 节 有 关 qd 滑 移 面 的 性 
质 ), 所 以 点 群 mm 的 非 初 基 空间 群 总 共有 12 个 。 

侧面 心 A 格子 的 空间 群 :Amm,Abm,Ama,Aba。 

侧面 心 C 格子 的 空间 群 :Cmm ,Ccc,Cmc。 

体 心 工 格子 的 空间 群 : Imm, Ima, Tba。 

面 心 了 格子 的 空间 群 :Fmm,Fad。 


2.7.6.3 点 群 mmm 
1. 初 基 格 子 的 情况 。” ”对称 面 可 以 是 m,a,6b6,c,n。 由 于 在 [100] 取 向 上 不 可 
能 存在 具有 沿 X 轴 ( 即 晶体 学 a 轴 ) 方 向 平移 操作 的 a 滑 移 面 , 同 理 在 L010] 取 向 


也 不 能 存在 5 滑 移 面 ,在 L001] 取 向 上 不 能 存在 滑 移 面 ,那么 在 3 个 不 同 取向 上 
的 对 称 面 组 合 如 表 2-7-2 所 示 , 共 64 个 组 合 。 
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表 2-7-2 ”在 [100],[010] 和 [001] 取 向 上 对 称 面 的 可 能 组 合 
mmm mnm mam mem 
mmn mnn man men 
mma mna maa mea 
mmb mnb | mab mcp 
nmm NN nam NCIm 
nmn nnn nan ncn 
bmm bnm bam bem 
nma nna naa nca 
nmb nnb nab ncb 
bmn bnn ban ben 
bma bna baa bea 
bmb bnb bab bcb 
Cm Cm cam Com 
cmn cnn can cen 


cma 


cna 


CCQ 


cmb cnp cap cep 


这 64 个 可 能 组 合 , 经 单位 格子 坐标 系 的 X 轴 、Y 轴 和 Z 轴 之 间 的 对 换 与 轮换 
所 引起 对 称 面 组 合 的 符号 交换 ,其 中 相当 大 部 分 组 合 符号 将 相互 重复 。 表 2-7-3 
列 出 了 其 中 独立 的 对 称 面 组 合 ,以 及 经 坐标 轴 之 间 对 换 或 轮换 后 将 与 它们 相 重 复 
的 对 称 面 组 合 。 从 表 2-7-3 可 知 ,在 64 个 可 能 组 合 中 ,真正 独立 的 组 合 只 有 16 
个 ,其 余 48 个 组 合 经 坐标 轴 的 变换 之 后 都 分 别 与 16 个 独立 的 组 合 相 重 复 。 不 言 
而 蛤 ,点 群 mmm 的 初 基 格 子 空间 群 共有 16 个 。 


表 2-7-3 点 群 mmm 中 独立 的 对 称 面 组 合 及 其 重复 的 组 合 符号 


独立 组 合 经 对 称 轴 对 换 或 轮换 后 将 与 独立 组 合 相 重 复 的 组 合 
XYZ YXZ ZYX | xzZY YZX ZXY 
mmm | I 
nmn 
cem maa | bmp | 
ban ncb | cna 
mma mmb | Cmm | mam brmm | mcm 
nna nnb cnn nan bnn ncn 
mna nmbp | Cnm | man bmn ncm 
ceca cch caa pab baa pcb 
bam mceb | cma 
bem Cam mab | cmp 本 maa bma 
nnm 加 mnn ll 2 
nN nmm mnm | 
ben Can nab cnp nca bna 
bea cab 
nma mnb cmn nam bnm mcn 
cen naa bab | 
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初 基 格 子 的 空间 群 应 16 个 ,它们 是 : 


Pmmm Pnnn Peem Pban 
Pmma Pnna Pmna Peeca 
Pbam Pbcm Pnnm Pmmn 
Pbcn Pbca Pnma Peen 


2. 非 初 基 格 子 的 情况 正 交 晶 系 具有 3 种 非 初 基 布 拉 维 格子 。 这 里 不 同 
于 点 群 ma 在 点 群 mmm 的 格子 中 坐标 系 的 X 轴 、 轴 和 2 轴 之 间 都 可 以 互相 对 
换 ,或 者 说 侧面 心 A 格子 和 侧面 心 B 格子 都 可 以 通过 坐标 轴 的 变换 而 变换 为 侧面 
心 C 格子 ,因而 侧面 心 格子 就 只 有 一 种 。 所 以 ,点 群 mmm 的 非 初 基 格 子 就 只 有 3 
种 , 即 侧面 心 C 格子 、 体 心 工 格子 和 面 心 和 上 格子。 

以 表 2-7-3 所 列 的 在 3 个 不 同 取向 上 对 称 面 组 合 中 的 16 个 独立 组 合 为 基础 ， 
或 者 说 以 16 个 初 基 格子 的 对 称 组 合 类 型 为 基础 ,分 别 与 上 述 3 种 非 初 基 格 子 的 非 
初 基 平 移 进 行 组 合 。 对 称 面 与 非 初 基 平 移 相 组 合 的 结果 必定 派生 新 的 对 称 面 ,这 
种 对 称 面 派生 共存 规律 对 于 不 同 的 非 初 基 格 子 和 不 同 取向 的 对 称 面 显然 不 同 , 在 
2.6.2 节 有 关 对 称 面 与 非 初 基 平移 组 合 中 已 作 了 十 分 详细 的 讨论 , 并 列 于 
表 2-6-1。 根 据 它们 派生 共存 的 规律 ,不 难 推导 出 3 种 非 初 基 格 子 的 对 称 组 合 类 
型 ( 非 初 基 空 间 群 ), 如 下 所 列 , 共 11 个 。 此 外 ,我 们 没有 忘记 在 面 心 格子 中 4 滑 移 
面 应 该 作为 一 种 对 称 面 参 加 组 合 ,而 且 在 2. 6. 3 节 中 已 经 详细 论述 ,4 滑 移 面 的 组 
合 一 定 成 双 成 对 地 出 现 ,并 以 90" 相 交 。 为 此 ,在 点 群 mmm 的 面 心 下 格子 中 ,d 滑 
移 面 的 组 合 可 以 而 且 只 能 唯一 地 存在 daa 组 合 。 由 此 可 知 , 点 群 mmm 所 属 的 非 
初 基 格 子 空间 群 应 共有 12 个 : 

侧面 心 C 格子 的 空间 群 :Cmmm， Cmcm,， Cmca,， Cccm,Cmma,Ccca。 

体 心 格 子 的 空间 群 :Tmmm,1Tbam, Tbca,，ITmma。 

面 心 下 格子 的 空间 群 :Fmmm,Fddd。 


2.7.7 四方 唱 系 的 空间 群 
2.7.7.1 点 群 4 


1. 初 基 格 子 的 情况 ”四 次 对 称 轴 可 以 是 4,4 ,4 和 4 。 训 无 疑问 ,它们 作 
为 四 次 轴 都 可 以 单独 地 在 初 基 格 子 中 存在 。 自 然 , 初 基 格 子 空间 群 可 以 有 4 个 , 它 
们 是 : 

P4,P4',P4;, P4; 

2. 非 初 基 格 子 的 情况 ”四方 晶 系 只 有 一 种 非 初 基 布 拉 维 格子 , 它 是 体 心 I 
格子 。 在 2. 6. 5 节 有 关 四 次 对 称 轴 与 非 初 基 平 移 组 合 的 讨论 中 已 经 证 实 , 在 体 心 
1 格子 中 四 次 旋转 轴 4 与 四 次 螺旋 轴 4; 在 [001] 取向 上 互 为 派生 共存 ,而 四 次 螺旋 
轴 4: 与 4 也 互 为 派生 共存 (请 参阅 图 2-6-20 和 图 2-6-21)。 显 然 ,点 群 4 的 非 初 
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基 格 子 的 空间 群 就 只 有 两 个 ,它们 是 : 
14,14 


2.7.7.2 点 群 4 


这 里 没有 什么 需要 讨论 的 ,直接 可 以 导出 唯一 的 一 个 初 基 格 子 的 空间 群 P4， 
以 及 唯一 的 一 个 体 心 工 格子 的 空间 群 T4。 有 关 后 者 的 推导 请 参阅 图 2-6-22。 


2.7.7.3 点 群 4/m 


1. 初 基 格子 的 情况 虽然 这 里 的 四 次 轴 可 以 是 4,4 ,4 和 4s， 而 对 称 面 可 
以 是 m,a,b,c,d。 首 先 ,具有 沿 Z 轴 方向 平移 操作 性 质 的 c 滑 移 面 不 可 能 以 L001] 
取向 参加 组 合 ,所 以 。c 滑 移 面 在 此 组 合 中 应 给 以 排除 。 此 外 ,在 2.4.2 节 有 关 四 次 
轴 与 对 称 面 垂直 相交 组 合 的 讨论 中 已 经 证 明 , 在 初 基 格子 中 参加 这 种 组 合 的 四 次 
轴 只 能 是 四 次 旋转 轴 4 和 四 次 螺旋 轴 4; ,而 对 称 面 亦 只 能 是 反映 对 称 面 m 和 滑 移 
面 n( 见 图 2-4-2,2-4-3,2-4-4 和 2-4-5)。 因 此 ,点 群 4/m 所 属 初 基 格子 的 对 称 
组 合 类 型 只 可 能 有 4 种 ,这 4 种 初 基 格 子 空间 群 是 : 

P4/m,P4/n,P4,/m,P4;,/n 

2. 非 初 基 格 子 的 情况 ”在 上 述 初 基 格 子 的 情况 ,四 次 螺旋 轴 4 和 43 ,以 及 a 
滑 移 面 和 4 滑 移 面 不 可 能 参加 组 合 ( 其 组 合 的 结果 将 会 使 初 基 格子 演变 成 非 初 基 
格子 ) ,但 是 它们 恰好 适合 于 在 非 初 基 格 子 中 的 组 合 ,在 2.4. 2 节 中 对 它们 之 间 的 
组 合 曾 作 过 十 分 详细 的 讨论 ,而 且 图 2-4-6 也 表示 了 它们 组 合 的 结果 。 结 果 已 证 
明 , 在 体 心 工 格子 中 这 种 组 合 是 可 以 存在 的 ,而 且 这 种 组 合 是 四 次 螺旋 轴 4 和 4: 
《以 及 四 次 反 伸 轴 4) 必 须 互 为 派生 共存 , 与 它们 垂直 相交 的 a 滑 移 面 和 2 滑 移 面 
也 必须 派生 共存 。 

以 上 述 4 种 初 基 格子 对 称 组 合 类 型 为 基础 ,分 别 与 体 心 工 格子 的 非 初 基 平 移 
进行 组 合 只 能 导出 同一 种 非 初 基 格 子 的 对 称 组 合 类 型 , 即 14/m。 因 为 ,在 体 心 I 
格子 中 以 [001] 取 向 的 四 次 旋转 轴 4 与 四 种 螺旋 轴 4 是 互 为 派生 共存 的 ( 见 2. 6. 5 
节 ), 而 以 L001j 取 向 的 反映 对 称 面 m 与 滑 移 面 n 也 是 派生 共存 的 ( 见 表 2-6-1)。 

由 此 可 以 推导 出 点 群 4/m 所 属 的 非 初 基 空间 群 共 两 个 ,它们 是 : 

I4/m, I41i/a 


2.7.7.4 点 群 42 


点 群 42 在 几何 晶体 学 中 有 时 表示 为 422, 其 中 第 二 个 二 次 轴 的 取向 为 [110]， 
可 以 从 L001j 取 向 的 四 次 轴 4 和 [100] 取 向 的 二 次 轴 组 合 中 导出 ,所 以 并 非 独立 的 
对 称 元 素 。 而 且 在 微观 空间 对 称 中 ,以 [110] 取 向 的 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 
2 是 互 为 派生 共存 的 。 因 此 ,在 空间 群 推导 中 点 群 符号 以 42 表示 更 为 确切 。 
1. 初 基 格 子 的 情况 四 次 轴 可 以 是 4,4; ,42 ,4; ,在 这 一 对 称 组 合 中 都 可 以 
*。221 。 


作为 四 次 轴 参 加 组 合 。[100j] 取 向 的 二 次 轴 可 以 是 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 
2 ,它们 都 可 以 单独 地 参加 这 一 种 对 称 组 合 。 因 而 不 难 推导 出 8 个 初 基 格 子 的 对 
称 组 合 类 型 ,这 8 个 初 基 格子 空间 群 是 : 
P42, P42;,P4;2, P421, P42, P4,21, P42, P432 

2. 非 初 基 格 子 的 情况 。 以 上 述 8 个 初 基 格 子 对 称 组 合 类 型 为 基础 分 别 与 体 
心 工 格子 非 初 基 平 移 组 合 。 考 虑 到 体 心 工 格子 中 以 [001 取 向 的 四 次 轴 存 在 着 四 
次 旋转 轴 4 与 四 次 螺旋 4 ,以 及 四 次 螺旋 轴 所 与 4 之 间 的 派生 共存 。 此 外 ,以 
L100j] 取 向 的 二 次 轴 也 存在 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 2 的 派生 共存 ( 详 见 2. 6. 5 
ta 6-4)。 因 而 这 种 对 称 组 合 的 结果 只 能 推导 出 两 个 非 初 基 对 称 组 合 类 型 。 

这 两 个 体 心 工 格子 空间 群 是 : 
142,1412 


2.7.7.5 ”点 群 42m 


在 第 一 篇 几何 晶体 学 有 关 宏 观 对 称 元 素 组 合 中 已 经 指出 ,这 一 点 群 的 晶体 可 
以 有 两 种 选择 晶体 学 a 轴 和 2 轴 的 方式 ,第 一 种 是 以 二 次 轴 2 为 [100] 取向 ,而 以 
对 称 面 m 为 [110] 取 向 ,点 群 符号 标记 为 42m; 第 二 种 是 以 对 称 面 m 为 [100] 取 向 ， 
而 以 二 次 轴 2 为 L110j] 取 向 ,点 群 符号 标记 为 4m2。 在 未 知 晶体 内 部 点 阵 周期 的 情 
况 下 ,对 于 点 群 42m 的 晶体 这 两 种 取向 方式 都 是 正确 的 ,而 且 亦 不 可 能 区 分 。 但 
是 在 晶体 内 部 微观 空间 里 ,考察 晶体 点 阵 及 对 称 组 合 ,这 两 种 取向 却 完全 不 同 。 对 
于 一 个 特定 的 晶体 内 部 结构 和 点 阵 , 只 有 其 中 一 种 取向 才 是 正确 的 , 才 符合 布 拉 维 
格子 割 取 的 原则 。 准 确 地 说 ,在 微观 空间 里 ,这 两 种 取向 不 能 互 换 。 所 以 ,在 晶体 
学 微观 对 称 原理 上 ,这 两 种 不 同 取向 的 点 群 符号 代表 着 同一 个 点 群 的 两 类 不 同 的 
微观 对 称 组 合 类 型 ,在 2. 4. 5 节 “ 二 次 轴 与 对 称 面 不 垂直 相交 ”中 已 作 比 较 详 细 的 
分 析 , 请 读者 参阅 。 下 面 分 别 按 两 种 不 同 取 向 方式 进行 讨论 。 

1. 点 群 符号 42m 

(1) 初 基 格 子 的 情况 :显然 ,以 L001j] 取 向 的 只 有 四 次 反 伸 轴 , 再 无 其 他 可 以 参 
加 组 合 的 四 次 轴 。 以 [100j] 取 向 的 二 次 轴 并 无 限制 ,可 以 是 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺 
旋 轴 2 。 而 在 四 方 晶 系 的 初 基 格 子 中 ,在 [110] 取 向 上 具有 侧面 心 C 格子 [100] 取 
向 的 性 质 ( 请 参阅 2.5.4 节 中 有 关 四 方 晶 系 初 基 已 格子 中 的 [110] 取 向 及 
图 2-5-19) ,因而 以 L110j 取 向 的 对 称 面 就 必然 遵循 侧面 心 C 格子 中 [100] 取 向 (或 
L010] 取 向 ) 的 对 称 面 派 生 共 存 规律 ( 表 2-6-1) ,反映 对 称 面 m 与 滑 移 面 a 派生 共 
存 、 滑 移 面 c 与 派生 共存 。 所 以 ,参加 组 合 的 对 称 面 只 能 是 反映 对 称 面 m 和 滑 
移 面 c<。 这 样 ,组 合 的 结果 只 有 4 个 对 称 组 合 类 型 ,其 初 基 格子 空间 群 是 : 

P42m, P42c, P42.m, P421c 
(2) 非 初 基 格 子 的 情况 :四 方 晶 系 只 有 一 种 布 拉 维 格子 , 它 是 体 心 1 格子 。 体 


心 了 格子 中 以 L100] 取向 的 二 次 轴 存 在 着 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 2; 派生 共存 。 
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体 心 1 格子 中 的 [110] 取 向 上 具有 面 心 下 格子 性 质 ( 见 2. 5. 4 节 有 关 论 述 ) ,在 此 取 
向 上 的 对 称 面 必须 遵循 面 心 格子 中 L100j 取 向 (或 L010 取向 ) 的 派生 共存 规律 
( 见 表 2-6-1)。 此 外 ,由 于 [110J 取 向 上 具有 面 心 下 格子 中 的 [L100] 取向 性 质 ,而 且 
四 方 晶 系 中 [110] 取 向 与 [110] 取 向 是 相互 等 效 且 相互 垂直 的 ,所 以 ,在 体 心 工 格子 
中 以 [110] 取 向 的 d 滑 移 面 可 以 而 且 必 须 参 加 组 合 。 由 此 可 知 ,点 群 符号 412m 所 
属 的 非 初 基 对 称 组 合 类 型 共有 两 个 ,这 两 个 体 心 1 格子 空间 群 是 : 
142m,142d 

2. 点 群 符号 412 

(1) 初 基 格 子 的 情况 :在 [100] 取 向 上 的 对 称 面 不 可 能 是 a 滑 移 面 ,此 外 并 无 其 
他 限制 ,因而 对 称 面 中 mw,6,c,n 均 可 参加 组 合 。 而 以 L110] 取 向 的 二 次 轴 , 由 于 四 
方 晶 系 初 基 格 子 的 [110] 取 向 具有 侧面 心 C 格子 的 [100] 性 质 ,二 次 旋转 轴 2 与 二 
次 螺旋 轴 2 派生 共存 。 显 然 点 群 符号 4m2 所 属 的 初 基 格子 可 以 有 4 个 对 称 组 合 
类 型 ,这 4 个 初 基 格 子 空 间 群 是 : 

P4m2, P462, P4c2, P4n2 

(2) 非 初 基 格 子 的 情况 : 体 心 1 格子 中 以 L100j 取 向 的 反映 对 称 面 m 与 滑 移 面 
n 派生 共存 , 滑 移 面 2 与 < 派生 共存 。 具 有 面 心 下 格子 L100 取向 性 质 的 体 心 1 格 
子 [110] 取 向 上 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 21 互 为 派生 共存 。 因 而 这 里 体 心 格子 
中 只 有 两 种 组 合 类 型 ,它们 是 : 


IT4m2,14c2 
2.7.7.6 点 群 44m 


1. 初 基 格 子 的 情况 ”在 2.4.3.3 节 中 ,详细 分 析 了 初 基 格子 中 两 个 对 称 面 
以 45°" 相 交 的 组 合 ,并 且 阐 述 了 参加 组 合 对 称 面 的 性 质 与 推导 出 来 的 四 次 轴 的 性 
质 (以 及 位 置 ) 所 存在 的 密切 关系 。 此 外 ,在 讨论 中 也 论证 了 在 初 基 格子 的 情况 下 ， 
这 种 组 合 不 可 能 导出 四 次 螺旋 轴 41 或 4;。 由 此 ,点 群 4mm 的 初 基 格 子 中 以 L001] 
取向 的 只 可 能 是 四 次 旋转 轴 4 和 四 次 螺旋 轴 4: ,而且 它 们 在 组 合 中 的 出 现 决 定 于 
两 个 参加 组 合 的 独立 对 称 面 的 性 质 , 换 句 话说 ,它们 在 组 合 中 可 以 不 作为 组 合 的 独 
立 要 素 , 而 可 以 看 作 是 两 个 独立 对 称 面 组 合 的 结果 。 这 里 以 [100] 取 向 的 对 称 面 ， 
除 具 有 沿 X 轴 方 向 平移 操作 性 质 的 a 滑 移 面 以 外 ,其 余 m,b,c,n 均 可 参加 组 合 。 
由 于 初 基 格 子 中 [110] 取 向 具有 侧面 心 C 格子 的 L100] 取 向 性 质 , 反 映 对 称 面 m 与 
滑 移 面 6 派生 共存 , 以 及 滑 移 面 c 与 2 互 为 派生 共存 ,所 以 在 [L110] 取向 上 只 有 对 
称 面 m 及 c 参加 组 合 。 不 难 推导 出 ,两 个 不 同 取 向 的 对 称 面 以 45° 相 交 组 合 应 有 8 
个 对 称 组 合 类 型 。 在 这 8 个 对 称 组 合 类 型 中 所 导出 的 四 次 轴 的 性 质 ,4 或 4; ,是 由 
参加 组 合 的 两 个 独立 对 称 面 的 性 质 所 决定 (参阅 2. 4. 3. 3 节 )。 这 8 个 初 基 格子 空 
间 群 是 : 

P4dmm, P46bm, P4cc, Pdnc, P4,mc, P4scm, P4,bc, P4snm 
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2. 非 初 基 格子 的 情况 四 方 晶 系 只 有 一 种 非 初 基 布 拉 维 格子 ,这 就 是 体 心 
I 格子 。 在 体 心 格子 中 以 L001] 取 向 的 四 次 旋转 轴 4 与 四 次 螺旋 轴 4; 派 生 共存 ,四 
次 螺旋 轴 和 所 与 4 派生 共存 。 以 L100j 取 向 的 反映 对 称 面 m 与 滑 移 面 ,以 及 滑 移 
面 c 与 6 派生 共存 。 体 心 格子 [110j 取 向 具有 面 心 下 格子 L100] 取 向 的 性 质 , 以 此 
取向 的 对 称 面 m.,6b,c,n 共同 互 为 派生 共存 。 此 外 ,在 此 取向 上 4 滑 移 面 可 以 而 且 
必须 参加 组 合 。d 滑 移 面 所 具有 的 特殊 平移 操作 性 质 使 它 与 其 他 对 称 面 ( 如 mm 或 
c 等 ) 以 45" 相 交 组 合 的 结果 同时 导出 (派生 的 ) 四 次 螺旋 轴 4 和 4s ,而 对 称 面 mp， 
c,n 的 相交 组 合 只 能 导出 (派生 的 ) 四 次 旋转 轴 4 和 四 次 螺旋 轴 4 。 由 此 可 以 推导 
出 4 个 体 心 格子 空间 群 ,它们 是 : 

TIT4mm, I4cm, I41md,14cd 


2.7.7.7 点 群 4/mmm 


1. 初 基 格 子 的 情况 虽然 点 群 4/mmm 中 参加 组 合 的 独立 对 称 元 素 比 较 
多 ,但 是 每 一 取向 上 的 对 称 元 素 在 组 合 中 应 遵循 的 规律 在 上 述 各 点 群 中 已 作 过 讨 
论 , 这 里 不 必 再 重复 。 最 简单 的 推导 方法 是 以 点 群 4/m 所 属 的 4 个 初 基 格子 对 称 
组 合 类 型 与 点 群 4mm 所 属 的 8 个 对 称 组 合 类 型 进行 组 合 ,这 样 的 组 合 将 可 以 得 到 
点 群 4/mmm 初 基 格子 的 16 个 对 称 组 合 类 型 ,这 16 个 初 基 格子 空间 群 是 : 
P4/mmm, P4/mbm, P4/mcc, P4/mnc, 
P4/nmm,P4/nbom, P4/ncc, P4/nnc, 
P4;/mmc, P42»/mcm, P4; /mbc, P4; /mnm, 
Pd; /nmc, P4; /ncm, P4; /nbc, P4; /nnm 
2. 非 初 基 格 子 的 情况 。” 与 上 述 初 基 格 子 空间 群 的 推导 方法 一 样 ,可 以 由 点 
群 4/m 所 属 非 初 基 格 子 的 对 称 组 合 类 型 和 点 群 4mm 所 属 的 4 个 非 初 基 对 称 组 合 
类 型 进行 组 合 ,这 样 的 组 合 结果 表明 点 群 4/mmm 所 属 的 非 初 基 格 子 的 对 称 组 合 
类 型 只 可 能 有 4 个 ,这 4 个 体 心 工 格子 空间 群 是 : 
I4/mmm,14/mcm, I4i/amd,14i/acd 


2.7.8 六 方 品系 的 空间 群 


在 2.5.4.2 节 中 对 六 方 品系 布 拉 维 格子 中 [L100] 及 L120] 取向 的 特殊 性 已 作 了 
详细 讨论 。 六 方 品系 只 有 一 种 及 点 阵 , 从 是 点 阵 中 正确 地 选取 的 布 拉 维 格子 就 
是 电 取向 的 初 基 P 格子 ,这 种 初 基 格子 就 是 六 方 品系 唯一 的 一 种 布 拉 维 格子 。 
在 这 种 初 基 格子 中 的 [100] 取 向 和 [120j] 取 向 都 具有 正 交 坐标 系 侧 面 心 C( 或 称 底 
面 心 C) 格 子 的 [L100j 或 [010] 取向 的 性 质 ( 请 参阅 图 2-5-23) ,因而 将 遵循 正 交 晶 
系 中 底面 心 C 格子 中 L100j 或 [L010] 取向 上 的 对 称 元 素 派生 共存 规律 。 具 体 说 , 反 
映 对 称 面 m 与 滑 移 面 6( 或 4a, 确切 地 说 具有 沿 垂直 于 六 次 轴 方 向 平移 操作 性 质 的 
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滑 移 面 ) 派 生 共 存 , 滑 移 面 c 与 ”派生 共存 ,二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2 派生 共 
存 ( 请 参阅 表 2-6-1 及 表 2-6-4)。 下 面 将 遵循 这 些 规律 按 点 群 给 予 推导 。 


2.7.8.1 点 群 6 


由 于 没有 其 他 对 称 元 素 在 组 合 中 给 以 限制 ,以 [L001] 取向 的 六 次 轴 可 以 是 6， 
61,6z ,63,64,6s 共 6 种 ,由 此 导出 点 群 6 所属 的 6 个 空间 群 ,它们 是 : 
Pé, P61,P6;,P6,,P6s,P6;s 


2.7.8.2 点 群 6 


这 一 点 群 所 属 的 空间 群 就 只 可 能 有 一 个 , 它 是 : 
P6 


2.7.8.3 点 群 6/m 


在 2.4.2. 3 节 中 有 关 六 次 轴 与 对 称 面 垂直 相交 组 合 的 讨论 已 经 指出 ,参加 这 
种 组 合 的 六 次 轴 只 能 是 六 次 旋转 轴 6 和 六 次 螺旋 轴 6s , 而 参加 这 种 组 合 的 对 称 面 
只 能 是 反映 对 称 面 m, 因 而 这 里 只 可 能 存在 两 种 对 称 组 合 类 型 。 点 群 6/m 所 属 的 
两 个 空间 群 是 : 
P6/m, P6;/m 


2.7.8.4 点 群 622 


在 2.4.4.5 节 中 有 关 6 个 二 次 轴 以 30" 相 交 组 合 的 讨论 中 对 这 一 类 组 合 特点 
已 作 过 论述 。 在 这 种 组 合 中 以 [100] 和 [120] 取 向 的 二 次 旋转 轴 2( 以 及 派生 共存 
的 二 次 螺旋 轴 2 ) 之 间 沿 [001] 方 向 以 不 同 的 相隔 距离 组 合 将 导出 不 同性 质 的 六 
次 轴 。 换 句 话说 ,从 六 次 轴 出 发 ,在 这 种 组 合 中 以 [001] 取 向 的 六 次 轴 并 无 任何 限 
向 ) 的 二 次 轴 是 沿 [00]1] 方 向 分 别 以 0, 各 , 禾 ， 消 , 特 , 车 周 期 相隔 参加 组 合 。 所 
以 点 群 622 所 属 空间 群 应 共有 6 个 ,它们 是 : 

P622, P6122, P6,22,P6s22, P6,22,P6;22 


2.7.8.5 点 群 6mm 


在 2.4.3.4 节 中 有 关 6 个 对 称 面 以 30" 相 交 组 合 的 讨论 中 已 经 指出 这 种 组 合 
必然 派生 出 六 次 轴 , 而 六 次 轴 的 性 质 决定 于 参加 组 合 的 两 个 独立 (以 [100] 及 [120] 
取向 ) 对 称 面 的 性 质 。 讨 论 中 阐述 了 这 一 派生 六 次 轴 性 质 的 规律 ,并 指明 派生 的 六 
次 轴 只 能 是 六 次 旋转 轴 6 和 具有 沿 轴 平 移 操作 为 半 周 期 性 质 的 六 次 螺旋 轴 6;。 
如 果 考 虑 到 在 [100j] 及 [110] 取 向 上 对 称 面 派生 共存 规律 ,不 难 推导 出 这 种 组 合 只 
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可 能 有 4 个 对 称 组 合 类 型 。 这 4 个 空间 群 是 : 
Pémm, P6cc, P63cm, P63mc 


2.7.8.6 点 群 62m 


与 四 方 晶 系 点 群 42m 相 类 似 , 这 一 点 群 的 晶体 可 以 有 两 种 不 同 的 选择 晶体 学 
a 轴 与 2 轴 的 方式 :一 种 是 以 两 个 相交 120 的 二 次 轴 方 向 作为 e 轴 与 轴 , 六 次 轴 
为 < 轴 , 在 这 样 的 坐标 系 中 二 次 轴 的 取向 为 L100], 而 对 称 面 的 取向 为 L120], 这 种 
情况 以 点 群 符号 62m 表示 ; 另 一 种 是 以 两 个 以 120" 相 交 的 对 称 面 面 法 线 为 晶体 学 
a 轴 与 5 轴 , 六 次 轴 仍 为 c 轴 , 在 这 样 的 坐标 系 中 二 次 轴 的 取向 为 [L120j, 而 对 称 面 
的 取向 为 L100j, 这 种 情况 以 点 群 符号 6zz2 表示 。 在 宏观 晶体 学 中 ,这 两 种 选 轴 的 
方式 都 是 正确 的 ,也 都 是 允许 的 方式 。 但 在 微观 空间 中 它们 却 是 两 种 完全 不 同 的 
并 且 是 不 可 互 换 的 定向 。 考 虑 到 在 L100] 和 [L120] 取 向 的 对 称 面 以 及 二 次 轴 的 派生 
共存 规律 ,点 群 符号 62mm 和 点 群 符号 6m2 都 可 以 分 别 推 导出 两 个 玉 取向 初 基 P 
格子 的 对 称 组 合 类 型 。 因 而 点 群 62m (包括 两 种 定向 ) 所 属 空 间 群 共 4 个 , 它 
们 是 : 


Pém2, P6c2, P62m, P62c 
2.7.8.7 点 群 6/mmm 


只 要 参考 点 群 6/m 及 点 群 6mm 的 情况 并 将 这 两 个 点 群 所 属 的 空间 群 进行 组 
合 , 便 可 导出 点 群 6/mmm 所 属 的 空间 群 共 4 个 ,它们 是 : 
P6/mmm, P6/mcc, P6;/mcm, P63/mmc 


2.7.9 ”三方 唱 系 的 空间 群 


在 2.5.2 节 有 关 14 种 布 拉 维 格子 的 推导 中 已 经 指出 ,三方 晶 系 存在 着 两 种 不 
同 点 阵 的 布 拉 维 格子 :一 种 是 与 六 方 晶 系 相同 的 互 点 阵 的 互 取向 的 初 基 已 格子 ; 
为 一 种 是 三 方 晶 系 特 有 的 RR 点 阵 的 初 基 葵 面体 尺 格子 。 因 而 三 方 霹 系 各 点 群 所 
属 的 空间 群 , 必 须 分 别 推导 这 两 种 不 同 的 格子 中 各 类 对 称 组 合 类 型 。 在 2. 5. 3 节 
“三 方 晶 系 的 R 点 阵 ” 中 对 R 点 阵 的 特征 以 及 各 种 单位 格子 的 割 取 方 式 已 作 详 细 
讨论 ,而 在 推导 尺 格 子 的 对 称 组 合 类 型 过 程 中 值得 注意 的 是 ,在 RR 点 阵 中 与 晶 系 
特征 三 次 轴 的 方向 上 平行 地 存在 着 三 次 旋转 轴 3 和 三 次 螺旋 轴 31 及 3; (参阅 
图 2-5-18) 。 换 名 话说 ,在 三 方 晶 系 尺 格子 中 在 [111] 取 向 上 ,三 次 旋转 轴 3 和 三 
次 螺旋 轴 3: 及 3; 是 互 为 派生 共存 的 ,这 是 三 方 晶 系 RR 点 阵 固 有 的 对 称 特征 。 因 而 
下 面 按 点 群 推导 格子 的 可 能 对 称 组 合 类 型 时 ,这 种 以 L111] 取 向 的 三 次 轴 派 生 
共存 规律 就 不 再 给 以 提示 了 。 此 外 ,在 尺 格子 中 ,二 次 轴 和 对 称 面 都 只 能 以 [110] 
取向 (参阅 2. 5. 3.6 节 )。 
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在 2.5. 3 节 中 对 玉 点 阵 割 取 单位 格子 的 各 种 方式 ,以 及 各 种 单位 格子 取向 相 
互 关系 进行 了 十 分 详细 的 阐述 。 通 过 参阅 2. 5. 3 节 的 讨论 不 难 确定 ,在 R 点 阵 初 
基 尺 格子 中 的 [111] 取 向 和 [110] 取 向 是 分 别 与 尺 点 阵 五 取向 单位 格子 中 的 
L001] 和 [100] 取 向 相 重合 的 。 因 而 ,在 初 基 尺 格子 中 以 [110] 取 向 的 对 称 面 和 二 
次 轴 应 遵循 互 取向 格子 中 [100] 取 向 的 派生 共存 规律 。 


2.7.9.1 点 群 3 


1. 可 点 阵 初 基 书 格子 的 情况 以 L001j] 取 向 的 三 次 轴 的 性 质 并 无 任何 限制 
因素 ,因而 它们 可 以 是 3,31,3;。 点 群 3 的 互 点 阵 初 基 空间 群 只 有 3 个 ,它们 是 
P3,P3, ,P3， 

2. 尺 点 阵 初 基 民 格子 的 情况 考虑 到 以 [111] 取 向 的 三 次 轴 所 遵循 的 派生 
共存 规律 ,那么 尺 格子 的 空间 群 就 只 有 一 个 , 它 就 是 : 
R3 
2.7.9.2 点 群 3 


1. 且 点 阵 初 基 了 格子 的 情况 ”这 种 情况 只 有 一 个 三 次 反 伸 轴 ,显然 只 可 能 
有 一 个 空间 群 , 它 是 : 
P3 
2. 民 点 阵 初 基 尺 格子 的 情况 。 ”这 种 情况 也 只 有 一 个 三 次 反 伸 轴 ,也 只 可 能 
有 一 个 空间 群 , 它 是 : 


R3 
2.7.9.3 点 群 32 


1. 且 点 阵 初 基 卫 格子 的 情况 与 六 方 晶 系 的 是 点 阵 初 基 P 格子 的 情况 完 
全 一 样 ,点 群 32 的 二 次 轴 在 格子 中 可 以 有 两 种 不 同 的 取向 ,二 次 轴 以 [100] 取 向 
时 ,以 点 群 符号 321 表示 , 当 二 次 轴 以 [120] 取 向 时 ,以 点 群 符号 312 表示 。 无 论 是 
以 娜 种 取向 都 存在 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2 派生 共存 。 此 外 ,二 次 轴 对 于 垂 
直 相交 的 三 次 轴 并 无 约束 ,因而 它 可 以 是 3, 3 ,3: (请 参阅 2. 4. 4. 3 节 中 有 关 3 个 
二 次 轴 以 60 组 合 的 阐述 ) 。 所 以 点 群 32 在 互 点 阵 初 基 已 格子 中 的 对 称 组 合 类 型 
应 有 6 个 。 这 6 个 空间 群 是 : 

P321, P3121, P3221, P312, P3112, P3,12 

2. 下 点 阵 初 基 RR 格子 的 情况 。 考虑 以 L111 取向 的 三 次 轴 所 存在 的 派生 共 
存 规律 ,以 L110] 取 向 的 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 2; 相互 派生 共存 ,因而 在 初 基 
下 格子 只 有 一 个 对 称 组 合 类 型 , 它 是 : 

R32 
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2.7.9.4 点 群 3m 


1. 百 点 阵 初 基 书 格子 的 情况 2.4.3.2 节 有 关 3 个 对 称 面 以 60" 相 交 组 合 
的 讨论 已 十 分 详细 地 分 析 了 这 种 组 合 的 规律 ,3 个 对 称 面 组 合 的 结果 只 能 派生 三 
次 旋转 轴 3, 因 而 在 互 点 阵 初 基 格 子 的 [001] 取 向 上 只 可 能 是 三 次 旋转 轴 , 而 参加 
组 合 的 对 称 面 却 可 以 [100] 取 向 (以 点 群 符号 3ml 表示 ) ,也 可 以 [120] 取 向 (以 点 
群 符号 31 表示 ) ,如 果 考 虑 到 它们 的 派生 共存 规律 ,不 难 推 知 在 互 点 阵 初 基 格 
子 中 可 以 有 4 个 对 称 组 合 类 型 ,这 4 个 空间 群 是 : 

P3ml,P3cl,P31m,P31c 

2. 尺 点 阵 初 基 尺 格子 的 情况 考虑 到 以 [110] 取 向 对 称 面 的 派生 共存 规 
律 , 可 以 参加 组 合 的 对 称 面 只 是 m 与 <, 因而 在 尺 点 阵 初 基 尺 格子 中 只 可 能 有 两 
个 对 称 组 合 类 型 ,它们 是 : 

R3m, R3c 


2.7.9.5 点 群 3m 


1. 玉 点 阵 初 基 P 格子 的 情况 ”如果 读 者 参阅 2.4.5. 3 节 中 有 关 二 次 轴 以 
30 与 对 称 面相 交 组 合 推导 出 三 次 反 伸 轴 的 讨论 ,那么 对 这 类 组 合 的 特点 就 十 分 明 
白 。 这 种 组 合 的 规律 与 点 群 3m 的 情况 基本 相似 ,这 里 在 格子 中 以 [001] 取 向 的 只 
有 一 种 三 次 反 伸 轴 3。 对 称 面 同 样 可 以 [100] 取 向 或 者 以 L120] 取 向 ,而 这 两 种 不 
同 的 取向 都 具有 相同 的 对 称 元 素 派生 共存 规律 。 与 点 群 3m 一 样 ,在 及 点 阵 初 基 
P 格子 中 点 群 3m 所 属 的 对 称 组 合 类 型 也 有 4 个 ,它们 是 : 

P3ml,P3cl,P31lm,P31c 

2. 民 点 阵 初 基 民 格子 的 情况 。 与 点 群 3m 的 原理 及 规律 相 类 似 , 在 尺 点 阵 

的 初 基 尺 格子 中 可 以 有 两 种 对 称 组 合 类 型 ,这 两 个 空间 群 是 : 
R3m,R3c 


2.7.10 立方 唱 系 的 空间 群 


立方 品系 除了 初 基 的 布 拉 维 格子 外 ,还 有 两 种 非 初 基 布 拉 维 格子 ,它们 是 体 心 
I 格子 和 面 心 了 格子。 立方 唱 系 的 特征 对 称 元 素 是 4 个 三 次 轴 , 在 立方 晶 系 单位 
格子 中 以 L111j 取 向 (L111j,[L111],[111] 和 [111 了 到 向 是 相互 等 效 的 ) 的 特征 三 次 
轴 是 三 次 旋转 轴 3 三 次 螺旋 轴 3; 和 3: 互 为 派生 共存 的 (请 参阅 2. 6. 6 节 中 “在 立 
方 品系 中 的 三 次 对 称 轴 ” 的 有 关 讨 论 ) ,因而 在 立方 晶 系 空间 群 符号 中 以 [111] 取 向 
的 三 次 轴 3 是 作为 特征 固定 不 变 的 ( 当 对 称 组 合 出 现 对 称 中 心 时 , 它 将 演变 为 三 次 
对 称 反 伸 轴 3)。 

如 果 读 者 能 够 熟知 本 书 第 一 篇 几何 晶体 学 基本 原理 ,以 及 其 中 图 1-8-3 所 示 
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的 立方 品系 中 一 些 主要 棱 指 数 ,那么 对 于 立方 晶 系 复杂 的 对 称 组 合 就 比较 易于 理 
解 了 。 在 立方 晶 系 中 L001j] 取 向 是 与 L100] 取向 和 [010j] 到 向 相互 等 效 的 , 正 因 如 
此 ,立方 晶 系 又 称 等 轴 唱 系 。 在 单位 格子 中 [001] 取 向 的 性 质 与 四 方 唱 系 单位 格子 
中 的 [001] 取 向 十 分 类 似 , 在 非 初 基 格 子 中 对 称 元 素 ( 如 四 次 轴 、 二 次 轴 和 对 称 面 ) 
的 派生 共存 规律 也 十 分 类 同 。 

如 图 1-8-3 所 示 ,在 立方 晶 系 中 [110] 取 向 代表 着 6 个 相互 等 效 的 取向 ,它们 
是 [110j,L110],[011],L011],[101] 和 [101。 只 要 比较 一 下 ,不 难 发 现 立方 晶 系 
单位 格子 中 L110j 取 向 的 性 质 与 四 方 品系 单位 格子 中 的 L110] 取向 的 性 质 也 十 分 相 
似 。 例 如 在 初 基 格 子 中 [L110] 取向 具有 底面 心 C 格子 [L100] 取向 的 性 质 ,在 体 心 7 
格子 中 [110] 取 向 具有 面 心 下 格子 的 [100] 取 向 性 质 ,如 此 等 等 。 因 而 以 [110] 取 
向 的 对 称 元 素 ( 对 称 面 或 二 次 轴 ) 可 以 遵循 四 方 晶 系 相 应 格子 中 [110] 取 向 的 对 称 
元 素 派 生 共 存 规律 。 


2.7.10.1 点 群 23 


上 初 基 格子 的 情况 ”以 L001] 取 向 的 二 次 轴 在 组 合 中 并 不 受 其 他 因素 的 限 
制 , 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 2 都 可 以 参加 组 合 ,因而 在 初 基 已 格子 中 应 有 两 
个 对 称 组 合 类 型 ,这 两 个 初 基 格子 空间 群 是 : 

P23, P213 

2. 非 初 基 格 子 的 情况 。 立方 晶 系 具有 两 种 非 初 基 的 布 拉 维 格子 ,它们 是 体 
心 工 格子 和 面 心 生 格子 。 

1) 体 心 工 格子 的 空间 群 。 在 体 心 工 格子 中 以 [001] 取 向 (以 及 [100] 和 [ol10] 
取向 ?的 二 次 轴 存 在 着 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2, 派生 共存 。 它 与 正 交 晶 系 的 
体 心 格子 所 遵循 的 派生 共存 规律 完全 一 样 ( 见 表 2-6-4)。 如 果 将 点 群 23 中 的 四 
个 特征 三 次 轴 暂 时 去 掉 , 那 么 ,点 群 23 就 将 与 正 交 晶 系 中 的 点 群 222 几乎 一 样 ( 除 
了 等 轴 之 外 就 完全 一 样 了 ) 。 从 2. 7. 6. 1 节 有 关 点 群 222 所 属 体 心 工 格子 空间 群 
推导 的 讨论 中 ,读者 可 以 推 想 ,立方 唱 系 点 群 23 所 属 体 心 格子 中 以 [001] 取 向 的 
二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 2 ( 互 为 派生 共存 ) 亦 将 同样 存在 着 两 种 不 同 的 空间 
配置 方式 ( 见 图 2-7-3, 图 2-7-4)。 由 于 派生 共存 的 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 21 
在 体 心 1 格子 中 有 两 种 不 同 的 空间 排列 方式 ,所 以 点 群 23 在 体 心 格子 中 应 有 两 个 
不 同 的 对 称 组 合 类 型 。 如 果 我 们 将 上 述 两 个 初 基 格子 对 称 组 合 类 型 P23 及 P213 
分 别 与 体 心 工 格子 非 初 基 平移 进行 组 合 , 亦 可 以 推导 出 同样 的 结果 一 一 两 个 不 同 
的 体 心 了 格子 空间 群 ,它们 是 : 

123,1213 

(2) 面 心 下 格子 空间 群 。 如 果 参 考 一 下 正 交 晶 系 点 群 222 所 属 面 心 下 格子 空 
闻 群 的 推导 ,以 同样 的 原理 和 方法 可 以 推导 出 ,点 群 23 所 属 的 面 心 下 格子 的 空间 
群 只 可 能 有 一 个 , 它 是 : 
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F23 
2.7.10.2 点 群 m3 


1. 初 基 格 子 的 情况 对 称 面 可 以 是 m,a,b,c, n, 但 是 滑 移 面 asb,c 将 会 分 
别 同时 出 现在 互相 等 效 的 [001],L010j,L100] 取 向 上 ,而 且 这 3 个 取向 是 可 以 互相 
变换 的 ,所 以 这 三 种 滑 移 面 以 L001j 取 向 的 滑 移 面 a 作为 代表 参加 组 合 。 因 而 参加 
组 合 的 对 称 面 将 只 是 mr,a,n, 并 从 而 导出 3 个 初 基 格 子 的 对 称 组 合 类 型 ,这 3 个 初 
基 空 间 群 是 : 
Pm3, Pa3, Pn3 
2. 体 心 了 格子 的 空间 群 。 对 称 面 在 L001j] 取 向 (以 及 等 效 的 L010j],L100j 取 
向 ) 的 派生 共存 规律 与 正 交 晶 系 体 心 格子 的 情况 一 样 。 以 上 述 三 个 初 基 格子 对 称 
组 合 类 型 与 体 心 1 非 初 基 平 移 进行 组 合 将 推导 出 两 个 体 心 格子 对 称 组 合 类 型 ,这 
两 个 空间 群 是 : 
Im3,1a3 
3. 面 心 下 格子 的 空间 群 与 正 交 晶 系 面 心 格子 的 情况 一 样 ,以 [001] 取 向 
的 对 称 面 m,a,b,n 都 互 为 派生 共存 ,此 外 4 滑 移 面 将 单独 参加 组 合 , 所 以 面 心 FF 
格子 的 对 称 组 合 类 型 共 两 个 ,它们 是 : 
Fm3,rFda3 


2.7.10.3 点 群 432 


1. 初 基 格 子 的 情况 ”点 群 432 全 部 是 由 对 称 轴 组 合 , 在 初 基 格 子 中 以 L001] 
取向 的 四 次 轴 并 无 什么 限制 ,可 以 是 四 次 旋转 轴 《4 和 四 次 螺旋 轴 41,4z,4s, 而 在 
L110j] 取 向 上 的 二 次 轴 却 是 二 次 旋转 轴 2 和 二 次 螺旋 轴 2 互 为 派生 共存 的 。 因 而 
初 基 格 子 对 称 组 合 类 型 应 有 4 个 ,这 4 个 初 基 空 间 群 是 : 

P432, P4132, P432, P4332 

2. 体 心 工 格子 的 空间 群 考虑 到 在 体 心 格子 中 [5001] 取 向 上 四 次 旋转 轴 4 
与 四 次 螺旋 轴 4z ,以 及 四 次 螺旋 轴 4; 与 4 派生 共存 ( 见 图 2-6-20 和 图 2-6-21) ,在 
L110] 取 向 上 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2 派生 共存 。 如 果 以 上 述 四 个 初 基 格 子 
对 称 组 合 类 型 与 体 心 格子 非 初 基 平 移 进行 组 合 , 则 只 可 能 推导 出 两 个 体 心 格子 对 
称 组 合 类 型 ,这 两 个 体 心 格子 空间 群 是， 

1432,14132 

3. 面 心 下 格子 的 空间 群 。 在 面 心 格子 中 以 L001] 取 向 的 四 次 旋转 轴 4 与 
四 次 螺旋 轴 4; 互 为 派生 共存 (请 参阅 2. 6. 5 节 和 图 2-6-23) ,四 次 螺旋 轴 41 与 4; 派 
生 共 存 ( 见 图 2-6-24)。 在 L110j] 取 向 上 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2; 派生 共存 。 
因而 点 群 432 也 有 两 个 面 心 格子 空间 群 , 它 们 是 : 

F432, F4132 
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2.7.10.4 点 群 43m 


1. 初 基 格 子 的 情况 ”与 四 方 晶 系 十 分 相似 ,在 初 基 格 子 中 以 [110j] 取 向 的 反 
映 对 称 面 m 与 滑 移 面 6( 或 4) ,以 及 滑 移 对 称 面 n 与 c 派生 共存 。 所 以 初 基 格 子 的 
对 称 组 合 类 型 共有 两 个 ,它们 是 : 

P43m, P43n 

2. 体 心 了 格子 的 空间 群 与 四 方 晶 系 的 情况 十 分 相似 ,在 体 心 格子 中 的 
L110j] 取 向 具有 面 心 下 格子 中 的 L100j] 取 向 性 质 , 反 映 对 称 面 m 与 滑 移 面 6( 或 a)， 
ns,c 同时 互 为 派生 共存 。 此 外 ,在 此 取向 的 d 滑 移 面 可 以 而 且 必 须 作为 一 种 独立 
的 对 称 面 参加 组 合 。 在 体 心 格子 中 以 [001] 取 向 的 四 次 反 伸 轴 4 只 派生 出 四 次 反 
伸 轴 4( 见 图 2-6-22) 。 所 以 体 心 格子 空间 群 只 有 两 个 ,它们 是 : 

I43m,143d 

3. 面 心 下 格子 的 空间 群 。 在 面 心 格子 中 的 [110] 取 向 具有 体 心 格子 中 
L100]( 或 L010]) 取 向 的 性 质 , 在 此 取向 上 反映 对 称 面 m 与 滑 移 面 2, 以 及 滑 移 面 
与 6( 或 a) 派生 共存 。 在 面 心 格子 中 以 [001] 取向 的 四 次 反 伸 轴 4 也 只 能 派生 出 四 
次 反 伸 轴 4( 见 图 2-6-25)。 因 而 点 群 43m 所 属 面 心 格 子 空间 群 应 共有 两 个 , 它 
们 是 : 

F43m,F43c 


2.7.10.5 点 群 m3m 


1. 初 基 格子 的 情况 ”参考 上 述 点 群 m3 及 点 群 43m 中 的 规律 。 此 外 ,特别 
注意 在 [001j 取 向 上 的 对 称 面 是 与 四 次 轴 垂 直 的 ,因为 它 与 2.7.7. 3 节 中 四 方 晶 系 
点 群 4/m 十 分 相似 。 在 初 基 格 子 中 满足 与 四 次 轴 垂 直 相 交 的 只 可 能 是 反映 对 称 
面 m 及 滑 移 面 n。 在 初 基 格 子 中 L110j] 取 向 具有 底面 心 C 格子 的 [100]( 或 [010]) 
取向 性 质 ,在 此 取向 上 反映 面 m 与 滑 移 面 6( 或 a), 以 及 滑 移 面 n 与 c 派生 共存 。 
由 此 不 难 推 知 初 基 格 子 对 称 组 合 类 型 共 4 个 ,这 4 个 初 基 格子 空间 群 是 : 

Pm3m, Pm3n, Pn3m, Pn3n 

2. 体 心 格子 的 空间 群 ”与 四 方 晶 系 点 群 4/m 的 情况 相似 ( 见 2.7.7.3 节 )， 
在 体 心 格子 中 以 [001] 取 向 的 反映 对 称 面 m 与 滑 移 面 n 派生 共存 ,而 与 它们 垂直 
相交 的 将 是 互 为 派生 共存 的 四 次 旋转 轴 4 与 四 次 螺旋 轴 4; (它们 当然 也 是 以 
L001] 取 向 )。 在 体 心 格子 中 以 [001] 取 向 的 还 可 以 是 互 为 派生 共存 的 滑 移 面 a 与 
0 ,与 它们 垂直 相交 的 将 是 互 为 派生 共存 的 四 次 螺旋 轴 41 与 4;。 以 [110j] 取 向 的 对 
称 面 与 四 方 品 系 点 群 4Imm 中 的 情况 十 分 相似 。 在 体 心 格子 中 [110] 取 向 具有 面 心 
下 格子 L100]( 或 L010]) 取 向 的 性 质 ,在 此 取向 上 的 对 称 面 m,6( 或 4),c,n 互 为 派 
生 共 存 , 而 且 它们 的 相交 组 合 只 能 导出 四 次 旋转 轴 4 及 四 次 螺旋 轴 4;。 换 句 话 
说 ,以 L001] 取 向 的 四 次 旋转 轴 4 和 四 次 螺旋 轴 各 只 能 与 以 [110] 取 向 的 对 称 面 m,6， 
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c,n 进行 组 合 。 体 心 格子 L110] 取 向 具有 面 心 下 格子 L100j] 取 向 性 质 ,在 此 取向 上 
4a 滑 移 面 应 该 参加 组 合 。 存 [L110] 取向 上 的 4 滑 移 面 与 在 L100j 取 向 上 的 滑 移 面 c 
《立方 唱 系 中 以 L001j 取 向 的 a 滑 移 面 和 在 L100j] 取 向 上 的 c 滑 移 面 是 互 为 等 效 的 ) 
以 45" 相 交 组 合 将 导出 派生 的 四 次 螺旋 轴 41 和 4s。 换 句 话 说 ,在 体 心 1 格 子 中 ,只 
有 在 L001j 取 向 上 的 四 次 螺旋 轴 4 和 4 才能 与 [110] 取 向 上 的 d 滑 移 面相 互 组 合 。 
概括 上 述 所 讨论 的 相互 匹配 组 合 关系 ,点 群 23m 所 属 体 心 格子 的 对 称 组 合 类 型 只 
可 能 有 两 个 ,这 就 是 : 
Im3m, Ia3d 

3. 面 心 格子 的 空间 群 。 如 果 参 考点 群 m3 和 点 群 43m 中 的 规律 ,或 者 将 这 
两 个 点 群 的 各 自 两 个 面 心 格子 对 称 组 合 类 型 给 以 组 合 ,不 难 推导 出 点 群 m3m 所属 
的 面 心太 格子 对 称 组 合 类 型 应 有 4 个 ,4 个 面 心 下 格子 空间 群 是 : 

- Fm3m,Fm3c, Fd3m,Fa3c 


2.7.11 从 空间 群 的 国际 符号 推导 等 效 点 系 


空间 群 国际 符号 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 是 表示 空间 群 的 平移 群 的 性 质 , 以 布 

拉 维 格子 符号 表示 。 从 平移 群 的 性 质 可 以 确 知 空间 群 的 格子 所 具有 的 平移 矢量 ， 
包括 周期 平移 和 非 初 基 平移 。 第 二 部 分 是 微观 空间 对 称 元 素 组 合 类 型 , 它 是 由 单 
位 格子 中 最 基本 的 独立 的 微观 对 称 元 素 组 成 ,它们 的 数目 可 能 是 1 个 ,或 者 2 个 ， 
或 者 3 个 ,而 且 在 微观 空间 对 称 元 素 组 合 类 型 中 ,每 个 最 基本 的 独立 对 称 元 素 在 单 
位 格子 中 的 取向 都 有 严格 的 固定 的 定义 。 它 们 是 与 相应 的 宏观 对 称 元 素 组 合 类 
型 一 一 点 群 的 定义 完全 一 致 ,差别 只 在 于 前 者 是 微观 对 称 元 素 ,而 后 者 却 是 宏观 对 
称 元 素 。 由 此 很 容易 理解 ,空间 对 称 群 是 格子 的 平移 群 与 微观 对 称 组 合 类 型 的 复 
合 ( 组 合 ) 。 空 间 群 国际 符号 已 经 给 出 了 上 述 的 全 部 信息 , 即 格子 的 平移 群 和 对 称 
组 合 类 型 中 最 基本 的 微观 对 称 元 素 , 及 其 在 单位 格子 坐标 系 中 的 取向 。 因 此 ,依据 
点 阵 六 参数 (a,5,c,a,B,7) 确 定 了 单位 格子 的 大 小 及 形状 。 在 进一步 确定 了 单位 
格子 的 坐标 系 ( 品 轴 的 选 定 ) 之 后 ,按照 对 称 组 合 类 型 中 所 给 出 的 最 基本 的 微观 对 
称 元 素 及 其 所 定义 的 在 格子 坐标 系 中 的 取向 ,可 以 通过 对 称 元 素 之 间 的 组 合 推导 
出 单位 格子 内 此 对 称 组 合 类 型 所 具有 的 全 部 微观 对 称 元 素 , 以 及 它们 在 单位 格子 
中 的 空间 排 布 。 最 后 将 平移 群 的 平移 再 与 单位 格子 中 的 全 部 对 称 元 素 进行 组 合 
将 可 导出 全 部 派生 的 微观 对 称 元 素 。 初 始 的 与 派生 的 微观 对 称 元 素 的 综合 就 构成 
了 这 一 空间 群 在 单位 格子 内 全 部 微观 对 称 元 素 的 空间 排 布 。 由 此 我 们 不 难 理解 ， 
空间 对 称 群 实质 上 是 包括 格子 平移 群 性 质 在 内 的 微观 对 称 元 素 在 单位 格子 中 的 空 
间 组 合 类 型 。 

宏观 对 称 元 素 及 宏观 对 称 组 合 类 型 (点 群 ) 是 晶体 几何 形 貌 中 晶 面 与 叫 面 之 
闻 ,以 及 晶体 多 面体 整个 形 貌 对 称 性 的 表达 。 对 称 与 晶体 多 面体 中 晶 面 之 间 的 空 
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间 排 布 是 融合 在 一 起 不 可 分 割 的 客观 实在 。 在 宏观 对 称 原理 的 阑 述 中 (第 一 篇 ) 已 
经 指出 ,从 晶体 的 唱 面 之 间 的 排 布 将 导出 晶体 中 存在 着 的 对 称 组 合 类 型 , 它 表达 着 
晶体 中 曲面 之 间 的 对 称 排 布 特征 。 反 之 ,从 对 称 组 合 类 型 将 可 推导 出 理想 晶体 的 
各 种 可 能 的 几何 形 貌 ( 单 形 与 复 形 )。 有 关 宏 观 对 称 原理 的 论述 请 参阅 本 书 第 一 
篇 。 与 此 极其 相似 ,微观 对 称 元 素 及 空间 对 称 群 是 晶体 内 部 结构 中 结构 基 元 之 间 
及 整个 晶体 内 部 结构 对 称 性 的 表达 ,二 者 是 融合 在 一 起 不 可 分 割 的 客观 实在 。 从 
本 篇 上 述 各 章 的 讨论 中 可 知 , 从 晶体 内 部 结构 一 一 结构 基 元 的 空间 排 布 规律 将 可 
推导 出 表达 其 对 称 的 包括 平移 群 性 质 在 内 的 微观 对 称 组 合 类 型 (空间 群 )。 反 之 ， 
从 具有 平移 群 性 质 的 微观 对 称 组 合 类 型 亦 将 可 以 推导 出 结构 基 元 在 唱 体 内 部 中 的 
各 种 可 能 的 空间 排 布 。 如 果 以 几何 点 代表 结构 基 元 ,那么 上 述 的 讨论 就 是 一 群 几 
何 点 与 对 称 组 合 类 型 的 相互 关系 。 这 一 群 几何 点 的 空间 排 布 规律 当然 是 与 对 称 组 
合 类 型 (包括 平移 性 质 ) 相 一 致 的 ,点 与 点 的 空间 相互 关系 是 一 种 对 称 等 效 关 系 。 
这 样 的 一 群 点 的 空间 位 置 的 表述 就 是 这 一 空间 对 称 群 的 等 效 点 系 。 

如 果 这 一 群 相互 对 称 等 效 的 点 在 空间 群 特定 坐标 系 中 处 于 任意 位 置 坐标 ,就 
称 之 为 一 般 位 置 等 效 点 系 ; 如 果 它 们 是 与 某 一 类 或 菜 一 些 对 称 元 素 位 置 相 重合 的 ， 
则 称 为 特殊 位 置 等 效 点 系 。 与 特殊 位 置 等 效 系 的 等 效 点 坐标 位 置 相 重合 的 对 称 元 
素 只 能 是 对 称 组 合 类 型 中 不 具有 平移 操作 性 质 的 微观 对 称 元 素 。 显 然 , 只 有 与 那 
些 不 具有 平移 操作 性 质 的 微观 对 称 元 素 相 重合 的 等 效 点 系 才 具有 特殊 性 。 在 特殊 
位 置 等 效 点 系 中 ,点 与 点 的 对 称 等 效 关 系 将 失去 对 这 些 与 等 效 点 重合 的 对 称 元 素 

根据 本 篇 各 章 中 已 讨论 的 知识 及 规律 ,一 般 来 说 我 们 已 经 可 以 依据 空间 群 的 
国际 符号 ,推导 出 该 对 称 组 合 类 型 在 单位 格子 中 的 全 部 所 有 对 称 元 素 及 其 在 已 确 
定 的 坐标 系 中 的 空间 位 置 (坐标 ) ,而 且 还 可 以 推导 出 该 对 称 组 合 应 有 的 一 般 位 置 
等 效 点 系 和 各 种 可 能 的 特殊 位 置 等 效 点 系 。 当 然 对 于 高 级 晶 系 以 及 中 级 晶 系 中 某 
些 空间 群 ,由 于 单位 格子 中 对 称 元 素 的 数量 十 分 庞大 ,这 一 推导 过 程 是 十 分 繁琐 
的 ,但 在 原则 上 却 又 是 可 以 做 到 的 。 在 研究 工作 和 学 习 中 ,我 们 可 以 借助 于 XX 射 
线 晶体 学 国际 手册 ,而 这 里 的 讨论 ,其 目的 在 于 帮助 读者 加 深 对 晶体 微观 空间 对 称 
原理 的 理解 ,加 强 空间 的 概念 ,便于 在 学 习 和 工作 中 灵活 应 用 。 下 面 以 一 个 十 分 简 
单 的 空间 群 , 正 交 晶 系 的 Ama2 作为 例子 ,以 阐述 这 一 推导 过 程 的 步骤 及 其 要 点 。 

步骤 1: 根 据 空 间 群 符号 判断 它 的 唱 系 及 点 群 ,并 按照 晶 系 的 六 参数 Ca,b,c， 
a,B,7) 的 特征 建立 单位 格子 ( 它 等 同 于 单位 晶 胞 )。 我 们 总 是 沿 格 子 中 一 个 楼 的 方 
向 将 此 单位 格子 平行 六 面体 向 纸 面 作 投影 ,然后 对 这 一 单位 格子 平行 六 面体 确定 
坐标 系 的 坐标 轴 XX、Y、Z。 

这 里 不 妨 费 述 一 下 ,我 们 很 容易 从 一 个 空间 群 符号 推导 出 它 所 属 的 点 群 ,只 要 
将 空间 群 符号 中 全 部 的 平移 特性 去 掉 就 可 以 。 具 体 说 ,首先 将 空间 群 符号 中 第 一 
部 分 表达 平移 群 特征 的 格子 符号 去 掉 , 然后 将 第 二 部 分 表达 对 称 元 素 组 合 的 每 一 
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个 对 称 元 素 中 的 平移 操作 性 质 去 掉 , 即 以 宏观 对 称 元 素 代替 相应 的 微观 空间 对 称 
元 素 。 当 然 , 此 时 所 有 的 对 称 元 素 将 是 相互 相交 在 一 起 的 。 至 于 从 一 个 点 群 符号 
判断 它 所 属 的 唱 系 ,其 关键 就 在 于 辨认 唱 系 的 特征 对 称 元 素 或 者 连同 晶 胞 六 参数 
特征 在 内 的 唱 系 对 称 。 

空间 群 Ama2 属于 正 交 晶 系 ,点 群 mm2。 正 交 蝇 系 的 点 阵 参数 特征 为 "天 0 天 
cs,a 一 Bp 一 7 二 90”"。 按 此 点 阵 参 数 特征 ,可 建立 3 边 不 相等 的 单位 晶 胞 平行 六 面体 ， 
并 沿 一 个 边 投 影 于 纸 面 ,如 图 2-7-5。 以 右手 规则 标定 单位 昌 胞 坐标 系 XX 轴 、Y 轴 
及 Z 轴 , 如 图 2-7-5 所 示 。 


图 2-7-5 空间 群 国际 符号 Ama2 建立 相应 的 单位 晶 胞 投影 的 第 一 步骤 


步骤 2: 按 照 空间 群 国际 符号 第 二 部 分 , 即 微观 对 称 组 合 类 型 中 每 个 基本 对 称 
元 素 及 其 所 定义 的 取向 , 写 出 对 称 元 素 在 坐标 系 中 的 坐标 (以 圆 括 弧 附 于 每 个 对 称 
元 素 之 后 ) 。 通 常 总 是 让 对 称 元 素 通过 坐标 系 原 点 。 将 每 个 基本 对 称 元 素 在 上 述 
单位 唱 胞 中 以 国际 图 形 符号 画 出 (请 参阅 2. 7. 2 节 以 及 本 篇 第 二 章 有 关 微 观 对 称 
元 素 在 图 形 上 的 表示 符号 ,并 且 周 期 重复 。 

从 2.7.2 节 可 知 正 交 易 系 空间 群 国际 符号 中 的 对 称 元 素 在 单位 晶 胞 中 的 取向 
已 被 定义 为 [L100]L010]L001j, 从 而 空间 群 Ama2 中 对 称 组 合 类 型 的 两 个 基本 对 
称 元 素 一 一 两 个 对 称 面 在 单位 晶 胞 中 的 坐标 应 写成 mw(0yz) 和 a(x0z)。 将 此 对 称 
面 按 坐标 画 在 图 2-7-5 的 单位 晶 胞 内 并 周期 重复 。 

步骤 3: 根据 周期 平移 与 晶 胞 中 对 称 元 素 组 合 的 规律 (参阅 第 三 章 “ 微 观 空 间 
对 称 元 素 与 周期 平移 的 组 合 ”) 推 导出 组 合 派生 的 对 称 元 素 及 其 坐标 位 置 ,并 标 于 
投影 图 中 。 

按照 2. 3. 1 节 有 关 对 称 面 与 垂直 于 面 方向 的 周期 平移 组 合 的 规律 ,反映 对 称 
面 mx(0yz) 与 周期 平移 如 的 组 合 将 派生 反映 对 称 面 冯 (1/2yz), 滑 移 面 aCz0z) 与 周 
期 平移 b 组 合 将 派生 出 a(Czl/2z)。 将 派生 的 对 称 面 画 在 图 2-7-5 的 单位 格子 中 。 

步骤 4: 根 据 对 称 元 素 之 间 的 组 合 规律 ( 见 本 篇 第 四 章 ) 将 单位 唱 胞 内 所 有 对 


称 元 素 进行 反复 充分 的 相互 组 合 ,从 而 推导 出 全 部 新 的 派生 对 称 元 素 及 其 坐标 ,并 
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将 这 些 新 的 派生 对 称 元 素 在 单位 晶 胞 中 画 出 。 
按照 2. 4. 3 节 中 有 关 对 称 面 垂直 相交 组 合 的 规律 ,将 上 述 图 2-7-5 单位 唱 胞 
中 的 所 有 对 称 面 进行 反复 充分 组 合 , 将 导出 新 的 派生 二 次 旋转 轴 2(1/4 0 z),2 
(1/4 1/2 z),2C(3/4 0 z),2(3/4 1/2 xz) 。 将 这 些 派生 的 二 次 旋转 轴 按 其 坐标 位 置 
在 单位 唱 胞 中 画 出 ,并 周期 重复 ,其 结果 如 图 2-7-6 所 示 。 
a 
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图 2-7-6 从 空间 群 国际 符号 Ama2 建立 相应 的 单位 唱 胞 投影 的 第 四 步骤 


步骤 5 :根据 空 间 群 国际 符号 第 一 部 分 所 给 出 的 平移 群 确定 单位 格子 的 性 质 。 
如 果 所 给 定 的 是 初 基 书 格 子 , 由 于 步 又 3 已 进行 了 周期 平移 的 组 合 ,本 步骤 可 以 
省 略 不 必 重 复 。 如 果 所 给 定 的 是 非 初 基 格子 , 则 依据 2. 5. 1 节 将 非 初 基 格子 附加 
阵 点 的 非 初 基 平 移 矢 量 标 出 ,并 将 此 非 初 基 格 子平 移 与 单位 晶 胞 中 所 有 对 称 元 素 
进行 组 合 ,推导 出 由 于 非 初 基 平 移 所 产生 的 新 的 派生 对 称 元 素 及 其 坐标 ( 见 2. 6 
章 )。 当 然 也 可 以 按照 第 六 章 各 节 所 总 结 的 规律 一 一 在 非 初 基 格 子 中 对 称 元 素 派 
生 共 存 规 律 , 直 接 推导 出 派生 共存 的 对 称 元 素 及 其 坐标 。 将 派生 的 对 称 元 素 在 单 
位 唱 胞 中 画 出 并 周期 重复 。 

从 所 给 定 的 空间 群 国际 符号 Ama2 中 的 平移 群 可 以 确定 单位 格子 应 为 侧面 心 
入 格 子 。 按 照 2. 5.1 节 所 指出 的 ,侧面 心 A 格子 附加 阵 点 的 非 初 基 平 移 矢 量 为 
(tb 十 t.)/2。 将 此 非 初 基 平 移 与 上 述 单 位 晶 胞 中 全 部 对 称 元 素 分 别 进行 组 合 ,将 可 
推导 出 由 非 初 基 平 移 参 加 组 合 而 派生 的 对 称 元 素 及 其 坐标 (参阅 2. 6.2 节 及 
2. 6.4 节 有 关 论 述 ) 为 :nCx 1/4 z),nCx 3/4 z),n(0yz),n(1/2 yz),21(1/4 1/4 
z),21(3/4 1/4 z),21(1/4 3/4 zx),21(3/4 3/4 z)。 通 过 表 2-6-1 及 表 2-6-4 有 关 
在 侧面 心 A 格子 中 对 称 面 ,以 及 二 次 轴 的 派生 共存 规律 也 可 以 直接 推导 出 相同 的 
结果 。 将 上 述 派生 的 对 称 元 素 按 其 坐标 位 置 在 图 2-7-6 所 示 的 单位 晶 胞 中 画 出 ， 
并 作 周 期 重复 ,其 结果 如 图 2-7-7 所 示 。 

步骤 6: 将 单位 格子 中 全 部 对 称 元 素 重新 进行 充分 的 相互 组 合 , 以 防止 上 述 各 
步骤 中 所 导出 的 派生 对 称 元 素 之 间 可 能 未 曾 进行 过 的 组 合 ,以 求 获得 该 空间 群 在 
单位 唱 胞 中 的 全 部 对 称 元 素 。 
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图 2-7-7 从 空间 群 国际 符号 Ama2 建立 相应 的 单位 晶 胞 投影 的 第 五 步 又 


图 2-7-7 所 示 单 位 晶 胞 中 的 对 称 元 素 重新 组 合 后 ,并 未 出 现 新 的 对 称 元 素 , 因 
而 图 2-7-7 表达 了 空间 群 Ama2 的 全 部 对 称 性 。 

步 又 7: 根据 2.7. 1 节 所 阐述 的 坐标 系 原点 选择 原则 对 上 述 单位 晶 胞 的 坐标 
系 原点 重新 给 予 确定 。 按 照 新 确定 的 坐标 系 原点 ,坐标 轴 经 过 必要 的 平移 ,重新 将 
单位 晶 胞 以 及 唱 胞 内 全 部 对 称 元 素 画 出 。 

按照 2.7.1 节 所 阐述 的 原则 ,图 2-7-7 所 示 的 空间 群 Ama2 的 单位 唱 胞 ,其 坐 
标 系 原点 应 选择 位 于 二 次 旋转 轴 2 上 。 因 而 图 2-7-7 所 示 的 单位 晶 胞 的 坐标 系 原 
点 应 沿 X 轴 平 移 1/4 周期 ( 即 /4)。 图 2-7-8 所 示 的 单位 晶 胞 是 经 坐标 系 原点 
平移 后 正确 地 表达 空间 群 Ama2 对 称 性 的 单位 晶 胞 投影 图 。 


图 2-7-8 ”空间 群 Ama2 


步骤 8: 根 据 空间 群 在 单位 晶 胞 中 的 正确 表达 ,将 单位 唱 胞 中 全 部 对 称 不 等 效 
的 独立 对 称 元 素 及 其 坐标 一 一 列 出 。 这 里 所 指 的 “对 称 不 等 效 ”( 意 思 是 在 对 称 上 
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相互 不 等 效 ) 的 概念 与 等 效 点 之 间 的 “对 称 等 效 ” 或 “对 称 不 等 效 ” 是 一 样 的 。 在 单 
位 唱 胞 中 如 果 两 个 对 称 元 素 之 间 不 因 晶 胞 中 其 他 任何 对 称 元 素 或 对 称 元 素 组 合 的 
对 称 操作 而 使 之 发 生 对 称 等 效 关系 ,那么 这 两 个 对 称 元 素 在 单位 晶 胞 中 就 没有 对 
称 等 效 关系 ,这 两 个 对 称 元 素 在 单位 晶 胞 中 属于 对 称 不 等 效 的 独立 对 称 元 素 。 

按照 图 2-7-8 可 以 列 出 空间 群 Ama2 单位 晶 胞 中 所 有 对 称 不 等 效 的 独立 对 称 
元 素 及 其 坐标 :m(1/4 yz),n(l/4 yz),a(r0z) ,n(xr 1/4 z),2(00z) ,21(0 1/4 >)。 

步骤 9: 根 据 第 二 章 所 阐述 的 微观 对 称 元 素 对 称 操作 及 等 效 点 推导 的 原理 ,以 
任意 点 坐标 Xx,y,z 出 发 ,对 步骤 8 中 所 列 出 的 单位 晶 胞 中 对 称 不 等 效 的 独立 对 称 
元 素 进 行 反复 充分 的 对 称 操 作 ,将 可 推导 出 此 空间 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 。 此 外 ， 
在 单位 唱 胞 投影 图 上 也 可 以 从 任意 点 出 发 ,通过 图 形 中 对 称 元 素 的 对 称 操作 , 标 出 
一 般 位 置 等 效 点 系 中 各 等 效 点 的 位 置 。 

按照 2.2.2 和 2.2.3 节 所 阐述 的 原理 ,以 任意 位 置 点 x,y,z 出 发 ,通过 上 述 步 
又 8 所 导出 的 独立 对 称 元 素 的 充分 操作 , 可 推导 出 如 下 由 8 个 等 效 点 所 组 成 的 一 
般 位 置 等 效 点 系 , 它 就 是 空间 群 Ama2 的 一 般 位 置 等 效 点 系 :zr,y， zj 元 , 放 ,z;1/2 一 
yz31/2 十 六 ,zj 1/2 十 y，1/2 十 zj; 元 ,1/2 一 yy， 17/2 十 zj1/2 一 z,1/2 十 y,1/2 十 
zil1/2 十 z,1/2 一 y,1/2 十 z。 

步骤 10: 从 上 述 步骤 8 中 所 推导 出 的 ,在 单位 格子 中 的 对 称 不 等 效 的 独立 对 
称 元素 里 挑 出 那些 不 具有 平移 操作 性 质 的 对 称 元 素 ( 即 与 宏观 对 称 元 素 一 样 的 微 
观 对 称 元 素 ), 分 别 以 这 些 对 称 元 素 的 坐标 及 其 相交 位 置 的 坐标 作为 初始 点 的 坐 
标 ,通过 单位 格子 中 各 个 独立 对 称 元 素 ( 当 然 , 初 始点 所 在 的 对 称 元 素 除外 ) 反 复 充 
分 的 对 称 操作 ,将 推导 出 各 个 特殊 位 置 等 效 点 系 。 每 个 特殊 位 置 等 效 点 系 中 等 效 
点 所 处 位 置 的 对 称 性 就 是 等 效 点 所 在 对 称 元 素 的 对 称 性 或 对 称 元素 相 交 位 置 的 对 
称 性 。 同 一 个 空间 群 的 单位 晶 胞 内 ,一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 数目 最 多 。 一 般 
位 置 等 效 点 系 等 效 点 的 数目 总 是 为 特殊 位 置 等 效 点 系 等 效 点 数目 的 整数 倍 。 特 殊 
位 置 等 效 点 系 等 效 点 所 在 的 对 称 元 素 ( 或 相交 的 对 称 元 素 ) 自身 应 具有 的 等 效 点 数 
目 就 恰好 是 这 一 倍数 。 例如 特殊 位 置 等 效 点 系 等 效 点 位 于 二 次 旋转 轴 与 反映 对 称 
面 垂 直 相 交点 上 ,显然 此 等 效 点 具有 的 对 称 性 为 2/m。 而 2/m 对 称 性 的 一 般 位 置 
等 效 点 数目 为 4。 由 此 可 以 推 知 ,空间 群 中 等 效 点 位 于 2/m 相交 点 上 的 特殊 位 置 
等 效 点 系 的 等 效 点 数目 必定 是 一 般 位 置 等 效 系 等 效 点 数目 的 1/4。 

我 们 可 以 通过 更 为 简便 的 办 法 推导 空间 群 的 各 个 特殊 位 置 等 效 点 系 。 将 上 述 
已 挑 出 的 不 具 平移 操作 性 质 的 对 称 元 素 坐 标 ， 以 及 这 些 对 称 元 素 相 交 位 置 的 坐标 ， 
分 别 代 人 上 述 步骤 9 已 导出 的 一 般 位 置 等 效 点 系 的 等 效 点 坐标 中 ,从 而 推导 出 各 
个 特殊 位 置 等 效 点 系 。 

对 于 空间 群 Ama2 例子 ,从 步骤 8 所 导出 的 独立 对 称 元 素 中 ,不 具备 平移 操作 
性 质 的 对 称 元 素 有 两 个 ,它们 是 :m(1/4yz);2(00z)。 此 外 ,并 没有 其 他 特殊 的 相 
交 对 称 性 。 由 此 推 知 ,空间 群 Ama2 应 有 两 个 特殊 位 置 等 效 点 系 。 
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(GD) 以 对 称 面 mm(1/4yz) 的 坐标 1/4,y,z 作为 初始 点 , 代 人 步骤 9 所 推导 出 的 
空间 群 Ama2 一 般 等 效 点 系 的 8 个 等 效 点 坐标 中 ,可 以 推导 出 由 4 个 位 于 对 称 性 
为 m 的 等 效 点 所 组 成 的 特殊 位 置 等 效 点 系 ;1/4,y,z;3/4,7,z;1/4,1/2 十 y,1/2 十 
z;3/4,1/2—y,1/2+Tz。 

(2) 以 二 次 旋转 轴 2(00z) 的 坐标 0,0,z 分 别 代入 一 般 位 置 等 效 点 系 的 8 个 等 
效 点 坐标 中 ,可 推导 出 由 4 个 位 于 对 称 性 为 2 的 等 效 点 所 组 成 的 特殊 位 置 等 效 点 
系 :0,0,z;1/2,0,z;0,1/2,1/2 十 z,1/2,1/2,1/2 十 zz。 
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第 三 篇 
晶体 X 射线 衍射 基本 原理 


第 一 章 X 射线 的 发 生 及 其 基本 特性 
3.1.1 X 射线 的 发 生 


X 射线 是 在 1895 年 由 伦琴 发 现 的 , 亦 称 伦琴 射线 。 它 与 可 见 光 、 无 线 电波 一 
样 ,也 是 一 种 电磁 波 , 其 波长 在 0.01~100A 范围 。 在 晶体 结构 分 析 中 所 用 的 XX 射 
线 ,其 波长 一 般 只 在 0. 5 一 2. 5A。 这 个 波长 范围 与 晶体 点 阵 的 阵 点 平面 间距 大 致 
相当 ,在 此 范围 内 晶体 内 部 结构 ,原子 (离子 分子) 的 三 维 周期 排列 正好 作为 光栅 。 
波长 太 长 ( 远 远 超过 2. 5A) ,除了 样品 和 空气 对 X 射线 的 吸收 太 大 外 , 晶 面 之 间 的 
干涉 难以 发 生 ;波长 太 短 ( 远 远 小 于 0. 5A) ,X 射线 经 晶体 内 部 结构 所 产生 的 干涉 
将 集中 在 低 角 度 区 ,干涉 花纹 相互 重合 ,不 易 分 辨 。 

X 射线 晶体 学 研究 中 所 使 用 的 X 射线 ,至 今 大 多 数 都 是 来 自传 统 的 X 射线 发 
生 仪 。 目 前 国际 上 只 有 少数 国家 拥有 同步 辐射 所 提供 的 X 射线 光源 ,我 国 在 不 久 
的 将 来 也 将 拥有 这 种 设施 。 经 历 了 近 百 年 的 发 展 ,传统 的 X 射线 发 生 器 有 了 很 大 
的 改变 ,从 古老 的 开放 式 发 生 器 到 封闭 型 的 X 射线 管 ,以 及 近代 高 功率 的 转 靶 X 
射线 发 生 仪 。 同 步 辐射 设施 给 晶体 学 者 提供 了 另 一 种 类 型 的 X 射线 光源 , 它 所 给 
出 的 X 射线 具有 极 好 的 单 色 性 和 很 低 的 发 散 度 , 而 且 波长 可 以 在 一 定 范围 内 连续 
地 进行 调整 。 其 中 最 大 优越 性 之 一 是 , 它 所 给 出 的 光 强 要 比 传统 的 X 射 线 发 生 器 
所 提供 的 高 出 6 到 8 个 数量 极 , 比 转 靶 X 射线 发 生 仪 所 给 出 光 强 要 高 出 5 到 6 个 
数量 级 。 具 有 这 些 优良 特性 的 X 射线 为 X 射 线 晶体 学 ,当然 也 为 固体 物理 .生物 
学 ,化 学 、 医 学、 材料 科学 等 各 个 学 科 中 的 许多 重要 领域 提供 了 极其 重要 的 研究 手 
段 。 有 关 同 步 辐射 设施 的 设计 原理 及 X 射线 发 生 的 机 制 等 已 有 不 少 专著 给 以 介 
绍 。 下 面 我 们 仅 对 目前 仍然 被 广泛 应 用 的 传统 X 射线 发 生 仪 的 最 基本 原理 做 一 
些 一 般 性 的 简单 介绍 。 

X 射线 晶体 学 研究 中 传统 所 用 的 X 射线 ,通常 是 在 真空 度 约 为 10-*mmHgO 
的 X 射线 管内 ,由 约 30~60kV 的 高 压 电子 来 秦 击 阳极 靶 面 ,使 金属 靶 面 原子 的 内 
层 (一 般 是 K 层 ) 电 子 打 走 , 原 子 处 于 高 能 态 ,外 层 电子 的 补充 使 之 能 态 下 降 的 同 
时 ,发 射出 与 此 能 级 跃迁 相 适 应 的 电磁 波 。 不 同 的 外 层 (如 L.M 层 ) 电 子 向 区 层 
容 轨 道 的 跃迁 ,所 发 出 的 能 量 不 同 ,其 波长 亦 有 差异 。 一 般 来 说 ,这 种 跃迁 是 很 复 
杂 的 ,发 出 来 的 总 是 一 束 波长 连续 的 电磁 波 , 称 为 白色 光 。 然 而 , 几率 最 大 的 跃迁 
是 工 层 电子 往 K 层 空 轨道 跃迁 ,其 次 是 M 层 电 子 往 K 层 路 迁 。 前 者 的 波长 为 


OD immHg=133. 322Pa。 
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K。 和 K。 ,二 者 波长 相差 其 少 。 后 者 给 出 的 波长 为 Ka, 其 波长 较 短 , 它 的 强度 一 
般 是 K。 与 Ks 之 和 的 1/5 左右 。K。 ,K。 及 Ks 称 为 该 靶 面 金属 原子 的 特征 入射 
线 。 在 X 射 线 晶体 学 所 使 用 的 衍射 方法 中 , 除 劳 埃 方法 是 使 用 白色 光 之 外 ,其 他 
方法 都 是 使 用 特征 波长 的 单 色 X 射线 。 

由 于 各 种 金属 的 电子 能 态 不 相同 ,因而 不 同 靶 面 所 发 出 的 特征 X 射线 的 波长 
也 有 所 不 同 。 这 正 是 应 用 X 射线 光谱 方法 鉴定 各 种 不 同 元 素 的 主要 依据 。 常 用 
的 几 种 作为 阳 靶 材料 的 金属 所 发 生 的 和 射线 特征 波长 列 于 表 3-1-1。 


表 3-1-1 几 种 阳 靶 材料 所 发 射 的 特征 X 射线 波 长 及 相应 的 滤波 材料 


靶 材 靶 面 发 射 的 X 射线 波长 平均 值 滤波 材料 
元 素 二 人 KA) Ks(A) Ki CA， KoCA) 人 元 素 a 
24 Gr 30~40 | 2.2907 2.29361 2.28970 2.08487 | 23 V 2.269l 
26 Fe 35~45 | 1.9373 1.93998 1.93604 1.75661 | 25 Mn 1.8964 
27 Co 35~45 1.7903 1.79285 1.78897 1.62079 | 26 Fe 1.7435 
28 Ni 35~45 1.6592 1.66175 1.65791 1.50014 | 27 Co 1.6081 
29 Cu 35~45 1.5418 1.54439 1.54056 1.39222 | 28 Ni 1.4881 
40 Zr 50~55 | 0.7874 0.79015 0.78593 0.70173 | 38 Sr 0.7697 
42 Mo 50~55 | 0.7107 0.71359 0.70930 0.63229 | 40 Zr 0.6888 
46 Ag 50~55 | 0.5607 0.56380 0.55941 0.49707 | 45 Rh 0.5339 


注 :本 表 数 据 引 自 “International Tables for X-Ray Crystallography”Vol. IV, Kynoch(1974)。 


3.1.2 X 射线 的 一 些 基 本 特性 


由 于 工 和 M 等 层 内 各 电子 轨道 的 能 级 有 少许 差别 ,K。 和 Kp 等 特征 射线 都 不 
是 单一 波长 ,K。 是 由 K。 和 Ks。 组 成 ,如 图 3-1-1 所 示 。 而 Ke 也 是 由 几 条 波长 极为 
接近 的 射线 所 组 成 ,只 有 在 高 分 辨 率 的 光谱 精细 结构 中 方 可 辨别 。 在 晶体 衍射 中 ， 
当 衍射 角 0 较 小 (分 辨 率 较 低 ) 时 ,由 K。, 和 K, 所 给 出 的 衍射 也 难以 分 开 ,此 时 就 
用 K。( 平 均 ) 表 示 , 而 K。 的 平均 波长 习惯 用 下 式 计算 出 : 
ACK,) 一 [21(CK。 ) 十 MCK。 )]/3 (3.1.1) 
在 操作 电压 ( 见 表 3-1-1) 下 ,以 Cr,Fe,Co, Ni,Cu, Mo 等 作为 阳 靶 材料 的 X 身 
线 发 生 器 ,实际 上 只 产生 K。( 包 含 K。, 和 K。, ) , Ks 特征 射线 和 很 弱 的 连续 光谱 的 
射线 ,如 图 3-1-1 所 示 。 此 外 ,K, 射 线 又 比 Ks 射 线 强 约 5 信 左 右 ,其 中 K。 与 K。 
的 强度 比 大 约 为 3 : 2 左右 。 而 在 实际 工作 中 总 是 选择 K, 和 K。 作 为 单 色 特 征 波 
长 的 射线 光源 。 在 一 般 分 辩 率 并 不 十 分 高 的 情况 下 ,就 取 ,作为 工作 的 特征 X 
射线 使 用 ,也 以 K, (平均 ) 波 长 进行 计算 。 
X 射线 穿 过 物质 时 所 发 生 的 过 程 十 分 复杂 ,所 伴随 产生 的 现象 也 十 分 复杂 。 
人 们 常常 把 它们 归纳 为 两 种 现象 , 即 吸收 现象 与 散射 现象 。 原 始 的 X 射线 穿 过 物 
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质 时 强度 减弱 ,其 原因 一 方面 由 于 相干 的 
和 不 相干 的 散射 , 另 一 方面 则 由 于 吸收 的 
过 程 中 有 可 能 产生 光电 子 和 跟着 发 射出 
荧光 光谱 。 和 这 种 现象 相对 应 的 应 有 两 
个 系数 , 即 散射 系数 $ 和 吸收 系数 =。 对 
于 晶体 结构 分 析 工 作 实践 来 说 ,人 们 更 为 
关心 X 射 线 穿 过 晶体 物质 时 , 原 射 束 强度 
减弱 的 整体 效果 , 即 X 射线 强度 减弱 规 
律 ,因而 以 减弱 系数 y 表达 上 述 散 射 系数 
8 和 吸收 系数 + 之 和 。 而 且 结 构 分 析 工 作 
者 ,特别 是 蛋白 质 晶 体 学 者 往往 把 减弱 系 
数 六 当 作 吸收 系数 r, 把 晶体 对 X 射线 所 
发 生 的 整体 的 减弱 效应 也 称 为 吸收 效应 。 
在 实践 中 ,所 谓 “ 衍 射 强度 的 吸收 校正 " 实 。 四， 】 金属 用 直面 给 出 的 射线 
质 上 是 对 晶体 的 散射 与 吸收 效应 的 整体 不 省 
校正 ,而 且 往往 只 是 一 种 相对 的 校正 。 这 样 简单 化 的 替代 ,一 般 来 说 是 可 取 的 。 这 
是 因为 只 是 含有 短波 长 的 白色 (连续 ) 波 段 的 射线 对 物质 的 散射 效应 才 会 比 吸 收效 
应 更 为 严重 一 些 。 随 着 波长 的 增 大 ,吸收 效应 的 增强 比 散射 效应 要 快 得 多 。 当 用 
单 色 特征 射线 (例如 Cu K,) 时 ,吸收 效应 占 优势 ,散射 效应 可 以 忽略 不 计 。 

在 导出 X 射线 强度 减弱 规律 时 ,给 出 一 个 假定 :X 射线 东 通 过 很 薄 的 一 层 物 
质 时 , 光 强 的 减弱 与 这 一 层 物 质 的 厚度 dx 及 射线 束 强度 了 成 正比 ， 

dl =— yldzx (3.1.2) 

式 中 , 负 号 表示 强度 是 在 减弱 。 比 例 系数 /表示 射线 束 通过 给 定 物质 的 减弱 程度 ， 
即 上 述 的 减弱 系数 。 如 果 将 式 (3. 1. 2) 积 分 ,就 得 到 通过 有 限 厚 度 的 一 层 物质 时 的 
减弱 规律 ， 


强度 (7,) 


波长 (7) 


1 一 Te 天 (3. 1. 3) 

式 中 ,了 ,是 人 射 X 射线 原 束 的 强度 ,I 是 人 射 束 通过 厚度 为 x ,减弱 系数 为 4 的 蝇 
体 物质 之 后 的 强度 。 如 果 以 lcm 厚度 作为 减弱 系数 的 单位 ,那么 可 得 : 

4 = ln(lo/1.) (3. 1. 4) 

由 式 (3. 1. 4) 可 见 , 减 弱 系数 w 是 射线 通过 lcm 厚 的 物质 时 强度 减弱 程度 ,此 时 称 

上 为 线 减弱 系数 。 

显然 ,射线 的 减弱 (散射 和 吸收 ?是 射线 和 原子 的 电子 相互 作用 的 结果 ,所 以 ， 

通过 特定 厚度 为 x 的 物质 后 的 强度 I,[ 见 式 (3.1.3)] 除 了 与 物质 层 厚 度 x 有 关 

外 ,还 决定 于 物质 的 性 质 ( 它 的 原子 序数 ) 和 物质 的 密度 (o) 。 从 式 (3.1. 3) 不 难 推 

知 减弱 系数 y 与 物质 所 包含 元 素 的 原子 序数 (2Z) 以 及 物质 的 密度 (o) 存 在 着 正比 

例 关系 。 物 质 中 所 包含 元 素 的 原子 序数 (2Z) 越 大 ,对 X 射线 减弱 的 程度 越 大 ,物质 
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的 密度 (p) 越 大 ,对 X 射线 减弱 程度 越 大 。 

此 外 ,对 减弱 系数 w 有 密切 关系 的 重要 因素 是 入 射 X 射线 的 波长 。 从 整体 
来 说 ,X 射线 的 波长 越 长 ,物质 对 它 减弱 的 程度 越 大 . 它 对 物质 的 穿 透 能 力 越 小 ,但 
是 ,这 种 关系 并 非 线性 的 。 正 如 上 面 指出 减弱 系数 /是 散射 系数 9 与 吸收 系数 
之 和 。 对 于 短波 长 ,特别 是 对 于 常用 阳 革 金属 材料 (由 Cr 到 Mo) 所 给 出 的 白色 连 
续 辐 射 波段 ,由 轻 的 元 素 所 组 成 的 晶体 物质 所 产生 的 散射 效应 将 比 吸收 效应 更 为 
严重 。 随 着 构成 晶体 物质 的 元 素 , 其 原子 序数 的 增加 ,特别 是 随 着 波长 的 增 大 , 物 
质 对 入射 光 的 吸收 效应 增强 速度 比 散射 效应 的 增强 速度 快 得 多 。 对 于 常用 阳 靶 金 
属 材料 (由 Cr 到 Mo) 所 给 出 的 特征 K。 射 线 ,即使 在 有 机 化 合 物 ( 由 较 轻 的 C,N,O 
和 H 等 元 素 所 构成 ) 的 晶体 中 ,吸收 效应 已 占 优势 ,在 此 时 散射 系数 已 可 忽略 不 计 
了 。 因 而 在 此 时 ,物质 的 吸收 系数 + 更 为 接近 于 减弱 系数 4, 并 且 经 常 以 4 代 兰 。 
对 于 物质 的 吸收 系数 (严格 说 应 该 是 质量 吸收 系数 ) 和 波长 及 吸收 物质 原子 系数 的 
关系 ,可 以 用 下 式 给 予 很 好 的 近似 表达 : 

rt = cZms (3. 1. 5) 
式 (3. 1. 5) 中 特定 物质 吸收 系数 * 与 波长 的 关系 可 以 由 图 3-1-2 的 曲线 给 予 描 
述 。 在 此 曲线 上 一 定 波长 位 置 上 有 一 系列 的 断 点 , 称 为 吸收 极限 。 在 不 同 的 两 个 
断 点 间 的 区 域 中 , 式 (3. 1. 5) 中 的 常数 c 和 吸收 物质 原子 序数 Z 的 指数 常数 n 具有 
不 同 的 数值 。K 吸收 极限 左边 部 分 ,ms24. 0, 而 在 工 吸 收 带 上 nc24. 3。 

特定 物质 对 波长 变化 出 现 吸收 极限 ,简单 地 说 ,是 因为 物质 吸收 X 射线 后 将 
使 物质 中 原子 的 某 些 电子 改变 其 量子 状态 , 当 X 射线 波长 加 长 ,X 射线 的 光量 子 
能 量 下 降 , 当 下降 到 某 一 临界 数值 时 ,光量 子 的 能 量 不 足以 使 电子 的 量子 能 态 过 
滤 , 这 个 能 量 的 量子 便 不 能 被 吸收 。 此 时 ,吸收 系数 就 会 突然 下 降 , 出 现 吸收 极限 。 
在 图 3-1-2 的 曲线 第 一 个 断 点 相当 于 击 出 K 层 电 子 的 临界 波长 值 , 称 为 K 吸收 限 
Ge)。 其 次 ,1 组 3 个 吸收 断 点 是 工 层 各 分 能 级 上 电子 跳动 所 引起 的 ,至 于 M 及 N 
等 能 级 电子 层 相应 断 点 ,在 图 中 并 未 给 出 。 

物质 对 X 射线 波长 出 现 的 吸收 限 的 特性 在 X 射线 固体 物理 学 上 有 着 广泛 的 
应 用 ,包括 反常 散射 效应 等 ,在 此 不 准备 介绍 了 。 下 面 只 简单 介绍 一 下 如 何 利用 物 
质 对 X 射线 波长 的 吸收 限 特性 作为 滤波 材料 , 以 获得 单一 波长 的 特征 波长 X 
射线 。 

为 了 获得 晶体 结构 分 析 所 需要 的 单一 波长 X 射线 ,可 以 采用 各 种 类 型 的 单 色 
器 ,其 中 一 种 传统 简便 的 方法 是 选用 合适 的 物质 材料 作为 滤波 器 。 这 种 滤波 器 主 
要 是 利用 作为 滤波 器 所 具有 的 吸收 极限 的 特定 物质 使 X 射线 人 射 光 中 的 白色 连 
续 光 谱 的 强度 得 以 极 大 的 降低 ,同时 也 使 特征 波 K. 射 线 从 伴随 着 它 的 Ks 射线 分 
开 。 如 果 在 阳 革 发 出 的 X 射线 人 射 途中 放置 一 薄片 的 金属 材料 ,此 金属 材料 的 原 
子 的 K 吸收 限 刚好 位 于 入射 光波 的 K。 和 Ks 射线 的 波长 之 间 。 如 图 3-1-3 所 示 ， 
经 过 此 人 金属 薄片 后 的 Ke 射线 强度 比 ,射线 减弱 好 几 十 倍 ,如 果 金 属 薄片 的 厚度 
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强度 (1) 


吸收 系数 (了 


波长 (和 ) 波长 () 
图 3-1-2 物质 的 吸收 系数 * 与 图 3-1-3 滤波 材料 的 吸收 限 波长 正 位 于 
波长 4 的 关系 Ks 与 K。 之 间 


选择 恰到好处 ,Kg 射线 的 强度 将 可 消减 到 为 K。 射 线 强度 的 几 百 分 之 一 , 表 3-1-1 
给 出 了 对 于 不 同 阳 靶 材料 应 选用 作为 滤波 器 的 金属 材料 。 一 般 来 说 ,滤波 片 的 厚 
度 应 以 0.016 一 0.021mm 之 间 为 宜 。 

当然 ,目前 以 收集 衍射 强度 数据 为 目的 的 仪器 设备 和 实验 工作 ,人 们 早已 用 各 
种 唱片 单 色 器 、 双 镜片 单 色 器 .毛细 管 单 色 器 等 兼 有 优良 聚焦 性 能 的 单 色 器 代替 上 
述 滤波 片 ,以 求 获得 真正 单一 特征 波长 天 。( 甚 至 只 是 K。 或 只 是 K。, ) 的 射线 ,读者 
可 以 从 有 关 实 验 技术 的 论文 和 教材 中 了 解 这 方面 的 原理 和 技术 。 

上 述 只 能 对 X 射线 的 最 一 般 特性 做 一 些 十 分 简要 的 介绍 。 

在 此 值得 提 及 的 是 安全 防护 问题 。 由 于 X 射线 对 人 体 有 害 ,无 论 是 直接 的 辐 
射 或 漫 散射 的 辐 照 ,以 及 被 激发 游离 于 空气 中 的 分 子 对 人 体 都 会 产生 不 同 程度 的 
损害 ,特别 是 人 的 眼睛 的 聚焦 效应 ,我 们 更 应 注意 对 眼睛 的 保护 。 总 之 ,在 实践 中 
应 严格 遵守 X 射线 实验 操作 规程 和 安全 防护 的 规定 。 
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第 二 章 ”晶体 的 点 阵 及 其 倒 易 点 阵 
3.2.1 倒 易 点 阵 的 建立 


首先 我 们 必须 知道 ,点 阵 是 一 种 数学 抽象 ,晶体 点 阵 是 晶体 内 部 结构 在 三 维 空 
间 周 期 平移 这 样 一 个 客观 实在 的 数学 抽象 。 晶 体内 部 结构 基 元 在 空间 排 布 中 具有 
严格 的 周期 性 是 晶体 最 基本 的 ,也 是 最 本 质 的 特征 。 反 映 晶体 内 部 结构 这 一 最 重 
要 特点 的 晶体 点 阵 不 但 只 是 一 种 数学 的 表达 ,而 且 有 着 严格 的 物理 概念 。 与 品格 
的 概念 一 样 ,晶体 点 阵 是 对 晶体 内 部 结构 这 一 物理 实在 的 重要 特性 一 一 周期 性 的 
一 种 描述 ,从 而 具有 特定 的 物理 意义 。 而 倒 易 点 阵 是 晶体 点 阵 的 倒 易 , 它 并 不 是 一 
个 客观 实在 ,也 没有 特定 的 物理 概念 和 意义 , 倒 易 点 阵 纯粹 是 一 种 数学 模型 。 然 而 
倒 易 点 阵 对 我 们 描述 和 阐述 晶体 对 X 射线 衍射 的 原理 却 是 一 种 非常 有 力 的 工具 。 
X 射线 在 晶体 中 的 衍射 与 光学 干涉 和 衍射 十 分 类 似 。 衍 射 过 程 中 作为 主体 的 光栅 
与 作为 客体 的 衍射 像 之 间 存 在 着 一 个 傅 里 叶 变 换 的 关系 。 显 然 , 晶体 点 阵 及 其 倒 
易 点 阵 之 间 也 必然 存在 一 个 傅 里 时 变换 的 关系 ,在 晶体 结构 分 析 中 ,通常 我 们 把 唱 
体内 部 结构 称 为 正 空间 ,而 晶体 对 X 射线 的 衍射 被 称 为 倒 易 空间 。 显 而 易 见 , 倒 
易 空 间 并 不 是 一 个 客观 实在 的 物理 空间 , 而 只 是 对 一 个 物理 空间 的 一 种 数学 变换 
表达 。 同 样 , 倒 易 点 阵 也 仅 是 对 蝇 体 点 阵 的 一 种 数学 变换 表达 。 

想像 有 那么 一 个 倒 易 点 阵 , 它 是 一 个 正点 阵 的 倒 易 。 如 果 这 一 正点 阵 是 一 个 
初 基 点 阵 , 而 且 它 的 单位 矢量 为 ab 和 ,那么 其 倒 易 点 阵 可 以 如 下 进行 建立 。 

在 正点 阵 中 的 几 个 最 基本 的 点 阵 平 面 族 , 例 如 (100),(010), (001), (110)， 
《lol),(011),(111) 等 平面 族 的 面 族 法 线 上 ,以 坐标 系 原 点 为 起 始点 截 出 法 线 的 一 
段 作为 该 面 族 的 基本 倒 易 矢量 。 所 截 出 的 长 度 应 是 该 面 族 面 间 距离 4 的 倒数 , 即 
1/4。 对 于 (100),(010) 及 (001) 面 族 而 言 ,它们 的 基本 倒 易 矢量 就 是 倒 易 点 阵 的 3 
个 单位 矢量 a" ,b* 和 c* 。 以 这 3 个 单位 矢量 不 难 建立 一 个 初 基 的 倒 易 点 阵 , 以 这 
3 个 单位 矢量 及 其 他 数 个 基本 倒 易 矢量 ,不 难 建立 所 有 非 初 基 倒 易 点 阵 。 由 此 建 
立 起 来 的 空间 点 阵 就 是 上 述 正点 阵 的 倒 易 点 阵 。 在 此 推导 过 程 中 两 个 点 阵 的 坐标 
系 的 原点 是 重合 的 。 从 数学 的 概念 出 发 ,正点 阵 与 倒 易 点 阵 是 可 以 互 易 的 ,两 个 点 
阵 中 ,其 中 一 个 为 正点 阵 , 另 一 个 则 是 它 的 倒 易 点 阵 , 反 之 亦 然 。 然 而 在 晶体 学 中 
二 者 具有 特定 的 定义 ,就 如 晶体 内 部 结构 称 为 正 空间 ,晶体 对 X 射线 的 衍射 是 倒 
易 空 间 一 样 ,在 这 意义 上 二 者 是 不 可 互 易 的 ,也 是 在 这 意义 上 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 
阵 的 概念 和 数学 上 的 正点 阵 与 倒 易 点 阵 的 概念 并 不 完全 相同 。 当 然 ,在 数学 的 表 
达 上 却 是 一 样 的 。 下 面 我 们 讨论 的 将 只 限于 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 。 

。 246 。 


倒 易 点 阵 中 任意 一 个 阵 点 可 由 下 面 的 方程 式 来 表达 : 
Hw 一 Aha ”十 &b 十 zc” (C3;2.1) 
这 里 的 HH 是 该 倒 易 阵 点 的 矢量 ;h,k,l 是 表示 该 倒 易 阵 点 在 倒 易 点 阵 中 的 方位 , 它 
们 分 别 都 是 整数 ,通常 称 hkl 为 该 倒 易 阵 点 的 “指数 ”或 称 之 为 “衍射 指数 ”或 “ 衍 
射 指标 ”)。 这 里 的 a” ,b” ,ec 是 倒 易 点 阵 的 3 个 最 基本 的 单位 矢量 。 
式 (3.2.1) 也 可 以 改写 成 : 


nH 三 n(hoa” 十 Rob” 十 Loc” ) (3. 2. 2) 

其 中 为 整数 ,而 且 
h=nho, k=nko, l= nlo (3. 2. 3) 

那么 式 (3. 2. 2) 将 有 : 
Ho = hoa’ 十 Rb” 十 lc (3. 2. 4) 


这 里 ho ,ko ,4o 是 3 个 互相 之 间 没 有 公约 数 的 整数 ( 互 质 整 数 )。H。 是 晶体 ( 正 ) 点 
阵 中 面 族 指数 为 (hokolo) 的 阵 点 面 族 的 基本 (单位 ) 倒 易 矢 量 , 也 就 是 X 射线 对 此 
面 族 一 级 衍射 的 表达 。H 的 模 量 就 是 这 一 面 族 的 面 间 距离 的 倒数 1/disi。 
由 此 可 知 
l/diw = |hoa’ 十 Rob 十 moc* | (3. 2. 5) 
| Ho | = 1/dnosa (3. 2. 6) 
其 中 d,s 是 晶体 点 阵 中 面 族 指数 为 (hoko4o) 的 阵 点 面 族 的 面 间距 离 。 很 显然 ,在 
晶体 点 阵 中 面 族 指 数 为 (100) 的 阵 点 面 族 面 间距 为 dio , 面 族 指 数 为 (010) 的 阵 点 
面 族 面 间距 为 do , 面 族 指 数 为 (001) 的 阵 点 面 族 面 间距 为 do ,如 此 等 等 。 必 须 
说 明 ,我们 这 里 对 于 晶体 点 阵 的 面 族 指数 (hokolo) 是 与 几何 晶体 学 中 晶体 多 面体 
的 唱 面 指数 是 完全 一 致 的 。 不 难 理解 ,晶体 内 部 点 阵 中 一 族 平 行 的 阵 点 平面 ,其 宏 
观 的 表现 就 是 晶体 多 面体 的 一 个 晶 面 。 几 何 晶体 学 中 晶 面 指数 既然 是 表达 着 该 晶 
面 在 坐标 系 ( 亦 即 3 个 晶体 学 轴 相 一 致 的 坐标 轴 ) 中 的 方向 , 它 当 然 也 表达 着 与 此 
唱 面 相 平行 的 晶体 内 部 一 族 平行 的 阵 点 平面 方向 。 几 何 晶 体 学 的 唱 面 指数 是 3 个 
互相 之 间 没 有 公约 数 的 整数 ,与 这 里 定义 的 阵 点 平面 族 指数 hokolo 完全 一 样 。 当 
然 , 这 里 的 hokolo (WR PRO) 已 被 作为 晶体 对 X 射线 衍射 的 一 种 特征 指数 一 一 衍 
射 指数 ,这 与 几何 晶体 学 中 作为 晶 面 指数 的 含义 已 不 相同 ,然而 二 者 之 间 仍然 有 着 
非常 密切 的 关系 。 
从 式 (3. 2. 6) 可 以 推 知 ,对 于 初 基 的 晶体 点 阵 , 存 在 着 如 下 的 关系 : 
l/divow =a*, 1l/dwmo =6*, 1/do = ce* (3.2.7) 
式 (3. 2.7) 再 一 次 指出 了 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 的 一 种 基本 关系 。 对 于 初 基 的 唱 
体 点 阵 , 它 的 倒 易 点 阵 中 3 个 最 基本 的 单位 矢量 可 以 直接 从 晶体 点 阵 中 3 个 基本 
面 族 (100),(010) 和 (001) 分 别 推导 出 来 。 倒 易 点 阵 的 3 个 单位 矢量 a*,b* 和 <* 
的 方向 分 别 是 这 3 个 基本 面 族 的 面 法 线 方向 ,而 3 个 倒 易 矢量 的 模 量 a* ,6* ,c* 
就 如 式 (3. 2. 7) 所 示 , 是 3 个 基本 面 族 面 间 距 diw ,4oo 和 doo 的 倒数 。 由 此 3 个 最 
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基本 的 单位 倒 易 矢量 当然 可 以 建立 起 一 个 与 晶体 点 阵 相 对 应 的 倒 易 点 阵 。 对 于 初 
基点 阵 而 言 ,以 同样 的 原理 和 方法 ,从 已 确定 的 倒 易 点 阵 亦 同样 可 以 推导 出 晶体 点 
阵 的 3 个 最 基本 的 单位 矢量 ay b,e, 并 从 而 建立 相应 的 晶体 点 阵 。 从 这 一 变换 意 
义 上 说 ,晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 之 间 的 变换 关系 是 与 数学 上 的 正点 阵 与 倒 易 点 阵 
变换 是 一 样 的 道理 。 然 而 ,再 一 次 指出 ,晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 在 定义 上 是 不 可 互 
易 的 ( 即 唱 体 点 阵 不 能 定义 为 倒 易 点 阵 ,晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 也 不 能 定义 为 晶体 点 
阵 ), 而 数学 上 的 正点 阵 与 倒 易 点 阵 在 定义 上 是 可 以 互 易 的 。 


3.2.2 ”晶体 点 阵 与 倒 易 点 阵 的 数学 表达 


已 确定 晶体 点 阵 的 单位 矢量 为 ab 和 <¢, 相 应 的 点 阵 6 参数 是 4a,6,c,a,B 和 7。 
而 此 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 所 具有 的 3 个 单位 倒 易 量 为 a ,b* 和 <c* ,相应 的 倒 易 点 
阵 6 参数 是 ao" ,6* ,c* ,a* ,B* 和 7*。 
晶体 点 阵 的 单位 矢量 与 其 倒 易 点 阵 的 单位 矢量 之 间 有 如 下 关系 : 
a” =bxcecV, a=b’: Xe/V’ 
b’ =cxa/V, b=e’ Xa’/V’ 
c=axXb/V, c=a’ Xb*/V’* (3. 2. 8) 
这 里 ,V 是 晶体 点 阵 的 单位 格子 体积 ,V* 是 倒 易 点 阵 单位 格子 体积 。 从 式 (3. 2. 8) 
中 按 矢 量 "X” 乘 的 右手 定 则 ,可知 ce* 是 与 a,b 垂直 的 ,b* 与 c 及 a 垂直 ,如 此 
等 等 。 
晶体 点 阵 的 单位 矢量 与 其 倒 易 点 阵 的 单位 矢量 之 间 的 关系 还 可 以 用 下 列 数学 
关系 式 表达 : 
a ”a=1l, a .b=0, a*.c=0 
b” .a=0, b”.b=1l, b*.c=0 
”a=0, cb=0, cc=—1 (3. 2. 9) 
式 (3. 2. 9) 是 两 个 单位 失 量 点 乘 的 表达 式 。 
从 点 阵 六 参数 ( 即 3 个 单位 矢量 的 模 量 表达 ) 来 看 ,晶体 点 阵 参 数 与 其 倒 易 点 
阵 参数 之 间 有 如 下 的 关系 : 
sing’ /sina= sing’ /sin8= siny’ /siny 
cosa” = (cosBcosy— cosa)/sinBsiny 
cosp” = (cosycosg— cosp) /sinysina 
CosyY” = (cosacosB— cosy) /sinasing 
a* =bcsing/V, b*=casinB/V, c* =absiny/V, 
V*=1/V 
V’* =a’b’c’* (lcosia’ —cos:B’ —cos:y’ +2cosa’ cosB* cosy* )!’? 
V* =a’b’ce* singsing’* siny” 
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=a’* b*c” sinag’ sin8” siny 

一 4 bc" sing’ sinBsiny”* 
cosa= (cosB’ cosy* —cosa” )/sing” siny” 
cosB= (cosy* cosa* 一 cos8” )/siny”* sina” 
cosy= (cosa* cosB* —cosy* )/sina’* sing* 
a=b"c’ sing"/V*, b=c’a’* sing*/V'’, 
c=a*b’* siny’/V*, V=1/V* 


VY 王 abc(1 一 cos?a 一 cos28 一 cos27y 十 2cosacos8cosy7 2 


V 一 apcsinasinBsiny 
一 abcsinasin8”sin7y 


二 abcsina ”singsiny 


3.2.3 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 例 举 


首先 以 单 斜 晶 系 点 阵 中 一 个 通过 坐标 系 原 点 的 主要 阵 点 平面 一 一 ac 阵 点 平 
面 为 例 。 这 是 以 两 个 基本 单位 矢量 a 和 < 建成 的 主要 点 阵 平面 。a 与 ¢ 之 间 的 夹 
角 为 6。 可 以 理解 ,所 建立 的 主要 阵 点 平面 所 具有 的 3 个 参数 是 :基本 周期 a 及 c， 
基本 周期 之 间 的 夹 角 6。 此 阵 点 面 在 图 3-2-1 中 以 小 圆圈 表示 阵 点 ,而 以 实 线 使 
阵 点 之 间 形 成 单位 格子 平面 。 

以 周期 “ 的 阵 点 列 ( 族 ) 相 垂直 的 方向 作为 倒 易 阵 点 平面 的 基本 单位 倒 易 矢量 


ys 
304 仿 


图 3-2-1 单 斜 晶 系 点 阵 的 ac 阵 点 平面 (以 小 圆圈 表示 ) 与 其 倒 易 点 阵 的 a*c* 阵 点 平面 
(以 黑 点 表示 ) 之 间 的 倒 易 变换 关系 
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a" 的 方向 ,而 其 模 量 a 则 取 周 期 c 阵 点 列 族 的 列 间距 离 倒数 (1/dio 7)。 同 理 ,以 周 
期 a 阵 点 列 ( 族 ) 相 垂直 的 方向 作为 倒 易 阵 点 平面 的 另 一 个 基本 单位 倒 易 矢量 c* 
的 方向 ,其 模 量 c* 则 取 周 期 a 阵 点 列 族 的 列 间距 倒数 (1/4doo )。 由 两 个 单位 倒 易 
矢量 a” 和 <* 所 建立 的 倒 易 阵 点 平面 应 有 3 个 参数 : 倒 易 阵 点 平面 的 基本 周期 a"， 
c* 及 其 夹 角 PB" ,如 图 3-2-1 所 示 。 在 倒 易 阵 点 平面 中 每 个 倒 易 阵 点 都 标记 有 指 
数 。 一 个 倒 易 阵 点 平面 可 以 看 作 是 由 通过 坐标 系 原点 的 无 穷 多 个 倒 易 阵列 所 构 
成 。 每 一 条 通过 坐标 系 原点 的 倒 易 阵 点 列 上 的 第 一 个 倒 易 阵 点 , 它 的 指数 是 没有 
公约 数 的 互 质 整数 ,也 就 是 晶体 阵 点 平面 中 相应 的 阵 点 列 族 的 指数 。 这 一 倒 易 阵 
点 与 坐标 系 原点 所 构成 的 倒 易 矢量 与 相应 的 晶体 阵 点 列 族 垂直 , 倒 易 矢量 的 模 量 
是 此 相应 阵 点 列 族 中 列 间距 离 的 倒数 。 由 此 可 见 ,这 一 倒 易 阵 点 的 矢量 既 表 达 了 
阵 点 列 族 在 给 定 坐 标 系 中 的 取向 ,同时 也 表达 了 此 阵 点 列 族 中 的 列 间距 离 。 

图 3-2-1 所 示 的 单 斜 平面 点 阵 与 其 倒 易 平面 点 阵 具有 共同 坐标 系 原点 。 在 共 
同 坐标 系 原点 的 基础 上 ,两 个 平面 点 阵 在 数学 上 具有 互 为 倒 易 的 关系 , 即 从 一 个 平 
面 点 阵 可 以 通过 上 述 倒 易 关系 推导 出 男 一 个 平面 点 阵 。 既 可 以 如 上 所 讨论 的 ,从 
单 斜 的 阵 点 平面 建立 其 倒 易 阵 点 平面 ,也 可 以 从 倒 易 阵 点 平面 的 两 个 基本 单位 倒 
易 矢 量 a" 和 ec" (或 三 个 倒 易 阵 点 平面 参数 a” ,c* 和 8" ) 建 立 起 单 斜 阵 点 平面 。 这 
里 再 次 指出 ,在 晶体 学 中 ,上 述 两 个 平面 的 定义 是 不 可 互 易 的 。 具 体 说 ,上 述 单 斜 
阵 点 平面 是 一 种 单 斜 晶体 二 维 点 阵 , 它 表达 着 一 个 晶体 内 部 相应 的 二 维 结构 的 周 
期 排 布 特性 。 而 其 倒 易 阵 点 平面 是 这 一 单 斜 晶体 二 维 点 阵 的 二 维 倒 易 点 阵 , 它 只 
是 一 个 数学 模型 ,而 并 无 任何 物理 学 内 容 。 在 晶体 学 上 我 们 不 可 能 错误 地 将 上 述 
图 3-2-1 中 的 倒 易 阵 点 平面 定义 为 单 斜 晶体 二 维 点 阵 。 在 第 一 篇 中 已 详细 地 阐述 
了 晶体 内 部 结构 与 晶体 点 阵 以 及 单位 晶 胞 与 单位 格子 等 等 的 相互 关系 。 晶 体 点 阵 
与 唱 格 等 在 晶体 学 上 是 有 着 特定 的 含义 和 具体 的 内 容 ,而 倒 易 点 阵 则 只 是 一 种 数 
学 模型 而 已 。 在 这 意义 上 它们 与 数学 上 的 正点 阵 与 倒 易 点 阵 并 不 相同 。 

如 果 将 图 3-2-1 中 由 小 圆圈 和 实 线 所 构成 的 单 斜 阵 点 平面 看 作 是 单 斜 晶体 三 
维 点 阵 沿 晶体 2 轴 的 投影 ,显然 基本 单位 矢量 a 与 同时 垂直 于 b。 倒 易 矢 量 a* 
是 这 样 决定 的 , 它 的 矢量 方向 是 与 晶体 点 阵 中 (100) 面 族 的 面 法 线 方向 相同 ,矢量 
的 单位 长 度 & 是 晶体 点 阵 中 (100) 面 族 的 面 间距 离 倒数 , 即 (1/dioo )。 对 于 c* 也 
用 完全 一 样 的 方法 处 理 , 方 向 是 与 (001) 面 族 的 面 法 线 方向 相同 ,矢量 的 单位 长 度 
“是 晶体 点 阵 (001) 面 族 的 面 间 上 距离 倒数 , 即 1/doo:。 倒 易 矢量 a* 与 c* 之 间 夹 角 
为 8” ,而 B" 二 180 一 bp, 这 里 8 是 晶体 点 阵 中 两 个 基本 单位 矢量 a 和 < 之 间 的 夹 
角 。 显 然 由 两 个 基本 单位 倒 易 矢量 a* 和 <* 及 其 平移 ,从 原来 的 坐标 系 原 点 出 发 


点 平面 也 是 单 斜 的 (8 天 90 ) ,而 且 它 也 可 以 被 看 作 是 上 述 单 斜 晶体 点 阵 的 倒 易 点 
阵 沿 倒 易 矢量 b* 的 投影 。 
三 维 倒 易 点 阵 可 以 由 上 述 讨 论 推广 。 如 果 将 图 3-2-1 的 单 斜 点 阵 的 ac 阵 点 


。 250 。 


平面 看 作 是 单 斜 的 晶体 三 维 点 阵 沿 2 轴 的 投影 ,2 轴 分 别 与 a 轴 和 < 轴 垂 直 。 那 
么 ,这 一 单 斜 晶体 点 阵 的 六 参数 将 有 如 下 特征 :a 和 天 0 天 c,a 一 ”一 90 ,8 天 90 。 从 晶 
体 点 阵 中 的 三 个 基本 的 点 阵 平面 族 , 即 (100),(010) 及 (001) 面 族 的 面 法 线 方向 及 
面 间距 离 倒数 将 可 获得 其 倒 易 点 阵 的 3 个 基本 单位 倒 易 矢量 a ,b* 和 c* 。 其 中 
4 轴 与 c* 轴 在 图 3-2-1 中 已 经 标 出 。 而 6 轴 必 然 分 别 与 a 轴 和 c* 轴 垂 直 , 且 与 
晶体 点 阵 5 轴 重 合 。 由 3 个 基本 单位 倒 易 矢量 a" ,b* 和 ce¢* 从 晶体 点 阵 的 坐标 系 
原点 出 发 可 以 建立 起 相应 的 倒 易 点 阵 , 此 时 图 3-2-1 所 示 的 倒 易 点 阵 的 a* ,ce” 阵 
点 平面 将 被 看 作 倒 易 点 阵 沿 b"’ 投影 。 显 然 ,图 中 单 斜 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 有 着 
共同 的 坐标 系 原点 , 而且 6 轴 与 b" 轴 重 合 。 倒 易 点 阵 的 六 参数 将 有 如 下 特征 
a* #6"* #0* ya’ =y* =90°,8* 一 180" 一 8。 

三 维 倒 易 点 阵 中 任何 一 个 倒 易 阵 点 (hk 人 ) 的 位 置 ,是 由 坐标 系 原点 出 发 的 
矢量 : 


Hw = ha’ 十 Rb” 十 lc” 32 
所 规定 。 三 维 倒 易 点 阵 可 以 看 作 是 由 通过 坐标 系 原点 的 无 穷 多 条 倒 易 阵 点 列 所 构 
成 。 在 每 一 条 通过 坐标 系 原点 的 倒 易 阵 点 列 上 第 n(n 是 任意 整数 ) 个 倒 易 阵 点 , 它 


们 的 指数 (hk&7) 将 有 如 下 关系 : 
h=nho, k=nko, [= no (3,25.3) 
它们 的 倒 易 矢量 Hi 将 由 此 倒 易 阵 点 列 的 单位 倒 易 矢量 HU, 与 整数 ”来 确定 ; 
Hw = mhoa’ + nkob’* + nloe’ (3. 2. 10) 
Hi = n(hoa’ 十 Rob* 十 ioc”* ) (3. 2. 11) 
了 = nH (3. 2. 12) 
而 
Hi = hoa’ + kob” + le’ (3. 2. 13) 


这 里 ,H 必 是 与 再 的 定义 一 样 ,Ho 的 定义 与 Ho 相同 。 如 果 将 Hu 简写 为 再, 将 
Hi 简写 为 Ho ,那么 式 (3. 2. 13) 与 (3. 2. 4) 等 将 是 完全 相同 的 表达 式 。 

从 式 (3. 2. 12) 可 知 , 通 过 原点 的 某 一 倒 易 阵 点 列 上 第 个 倒 易 阵 点 hkl 的 倒 
易 和 天 量 Hw 是 此 倒 易 阵 点 列 上 单位 倒 易 矢量 Hi 的 n 信 。 列 上 的 全 部 倒 易 阵 点 
的 倒 易 矢量 方向 将 由 单位 倒 易 矢量 Huwn 决 定 。 单 位 倒 易 矢量 Hs, 就 是 此 倒 易 
阵 点 列 上 离 原 点 最 近 的 倒 易 点 的 矢量 。3. 2. 1 节 中 已 指出 指数 h,& ,lo 是 不 存在 


易 阵 点 列 , 其 单位 倒 易 矢量 Hi 是 由 晶体 点 阵 中 (hoholo) 面 族 的 面 法 线 方向 及 面 
间距 离 倒数 (1/4di,s ) 所 确定 。 换 旬 话 说 ,Hi 表达 着 晶体 点 阵 中 (hoko7o) 面 族 
在 给 定 坐 标 系 中 的 取向 和 面 间距 离 。 
在 倒 易 点 阵 中 通过 坐标 系 原点 的 倒 易 阵 点 列 , 当 其 单位 倒 易 矢 量 Hi 一旦 
被 确定 , 列 上 的 个 倒 易 阵 点 (指数 及 矢量 ) 将 自然 被 确定 。 以 后 的 章节 中 ,在 使 用 
倒 易 点 阵 与 反射 球 相互 作用 的 数学 模型 来 阐述 晶体 对 X 射线 的 衍射 原理 时 ， 
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Hi 在 模型 中 将 与 晶体 (hokolo) 面 族 的 一 级 衍射 相关 ,而 列 上 的 Hw 将 与 同一 面 
族 (hokolo) 的 第 nn 级 衍射 相关 。 

与 二 维 点 阵 所 讨论 的 一 样 , 从 晶体 的 倒 易 点 阵 出 发 ,以 同样 的 数学 方法 可 以 通 
过 逆 过 程 推导 出 晶体 三 维 点 阵 。 在 实际 工作 中 , 正 是 利用 这 一 重要 原理 ,从 晶体 对 
X 射线 衍射 的 结果 中 获得 了 晶体 倒 易 点 阵 的 特征 和 参数 ,从 而 推导 出 晶体 三 维 点 
阵 的 固有 特征 ,这 是 入 射线 晶体 学 在 实践 中 的 重要 任务 之 一 。 


3.2.4 ”晶体 的 单位 格子 及 其 倒 易 格子 


一 个 初 基 的 晶体 点 阵 可 以 用 3 个 单位 矢量 a,b 和 ,或 者 以 点 阵 六 参数 <,2， 
ca8 和 7 分 割 为 无 数 多 个 等 同 的 单位 格子 。 单 位 格子 表达 着 晶体 点 阵 的 基本 特 
征 , 而 且 单 位 格子 的 三 维 周期 堆积 将 构成 晶体 点 阵 。 同 样 , 初 基 倒 易 点 阵 也 可 以 用 
3 个 基本 单位 倒 易 矢量 a* ,b” ,e’ 或 者 以 倒 易 点 阵 六 参数 a ,0 ,c* ,a* ,8*" 和 7* 
分 割 为 无 穷 多 个 等 同 的 倒 易 单位 格子 。 在 简单 初 基 的 情况 下 , 倒 易 单位 格子 代表 
着 倒 易 点 阵 的 特征 ,而 且 它们 沿 三 维 方向 周期 堆积 亦 可 构成 倒 易 点 阵 。 如 果 初 基 
的 晶体 点 阵 与 初 基 的 倒 易 点 阵 是 相对 应 的 ( 即 符合 正点 阵 与 倒 易 点 阵 之 间 的 相互 
关系 ), 晶体 点 阵 的 基本 单位 矢量 (或 六 参数 ) 与 倒 易 点 阵 的 基本 单位 倒 易 矢量 的 确 
定 也 是 相对 应 的 ,那么 所 分 割 的 晶体 的 单位 格子 与 其 倒 易 单位 格子 之 间 的 关系 将 
完全 代表 着 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 之 间 的 关系 。 在 这 样 的 情况 下 ,只 要 研究 分 析 
.这 两 个 具有 共同 坐标 原点 的 单位 格子 (晶体 的 单位 格子 及 其 倒 易 单位 格子 ) 的 相互 
关系 ,包括 它们 的 基本 单位 矢量 之 间 的 相互 变换 就 足以 了 解 两 个 点 阵 之 间 的 关系 。 

图 3-2-2 给 出 一 个 以 a,b,e 为 基本 单位 矢量 的 菱 面 体 单位 格子 ,这 是 一 个 初 
基 单 位 格子 ,示意 图 中 以 小 圆圈 和 实 线 表 示 。 这 一 萎 面 体 单位 格子 的 倒 易 单位 格 
子 ,在 图 中 是 以 a” ,b" 和 ce’ 为 基本 单位 矢量 的 倒 易 单位 格子 , 它 也 是 一 个 萎 面 体 ， 
而 且 也 是 一 个 初 基 的 单位 格子 ,示意 图 中 以 小 黑 点 和 虚线 表示 。 为 了 使 两 个 单位 
格子 和 它们 的 基本 单位 矢量 可 以 直观 地 相互 变换 ,因而 它们 处 于 共同 的 坐标 原点 。 
显然 按照 3. 2. 3 节 的 变换 方程 式 和 原理 ,根据 图 3-2-2 以 a,b 和 * 为 基本 单位 矢 
. 量 的 单位 格子 可 以 推导 出 a” ,b” 和 “ 和 以 它们 为 基本 单位 矢量 的 倒 易 单位 格子 。 
具体 是 be 平面 的 面 族 L 即 (100) 面 族 j 的 面 法 线 及 面 间 距离 倒数 确定 a* 矢量 ,分 别 
以 ac 平面 和 ab 平 面 的 面 族 [ 即 (010) 和 (001) 面 族 ] 的 面 法 线 方向 及 面 间 距离 倒数 
确定 a 和 c* 矢量 ,并 且 让 推导 出 来 的 倒 易 单位 矢量 a” ,b* 和 e* ,单位 矢量 a,b 和 
c 位 于 共同 坐标 原点 。 这 样 以 a” ,b” 和 ce* 为 基本 单位 矢量 的 倒 易 格子 将 与 晶体 的 
单位 格子 处 于 共同 原点 上 。 同 样 方法 ,根据 图 3-2-2 以 a” ,b* 和 ce* 为 基本 单位 矢 
量 的 倒 易 单位 格子 也 可 以 推导 出 单位 矢量 a,b 和 c, 并 从 而 获得 晶体 的 单位 格子 。 

从 图 3-2-2 所 给 出 的 萎 面 体 单位 格子 及 其 倒 易 单位 格子 可 以 看 到 ,晶体 的 单 
位 格子 是 一 个 萎 面 体 ,由 此 推导 出 来 的 倒 易 单位 格子 也 是 一 个 荃 面 体 。 不 难 推 知 
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一 个 四 方 柱 六 面体 的 初 基 单位 格子 ,其 倒 
易 单 位 格子 也 必 将 是 一 个 四 方 柱 六 面体 ， a 
如 此 等 等 。 从 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 的 关 学 
系 可 以 确 知 , 品 体 点 阵 6 个 参数 的 数值 与 A 
其 倒 易 点 阵 6 个 参数 的 数值 完全 不 同 , 但 { 
是 晶体 点 阵 6 个 参数 的 特征 与 倒 易 点 阵 6 | 
个 参数 的 特征 却 完 全 一 样 。 换 句 话说 , 蝇 [用 
体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 具 有 相同 的 晶 系 特 \ 
征 ,因而 它们 的 单位 格子 的 特征 也 就 完全 
一 样 。 然 而 晶体 点 阵 6 个 参数 值 与 其 倒 易 
点 阵 6 个 参数 的 数值 完全 不 同 ,因而 单位 
格子 与 倒 易 单位 恪 子 的 形状 与 大 小 并 不 相 
同 。 在 格子 的 形状 上 ,既然 晶体 的 单位 格 
子 与 其 倒 易 单位 格子 在 数学 上 是 一 种 倒 易 
关系 ,可 以 推 知 ,如 果 晶 体 单位 格子 是 一 个 图 3-2-2 萎 面 体 单位 格子 及 其 倒 易 单位 
扁 宽 的 菱形 六 面体 ,那么 它 的 倒 易 单位 格 格子 示意 图 
子 将 是 一 个 长 条 形 的 六 面体 ,如 图 3-2-2 所 给 出 的 一 样 ;如 果品 体 单 位 格子 是 一 个 
长 条 的 四 方 柱 六 面体 ,那么 其 倒 易 单位 格子 必定 是 一 个 扁 宽 的 四 方 柱 六 面体 ,如 此 
等 等 。 在 格子 的 大 小 和 体积 上 ,晶体 单位 格子 的 尺寸 是 严格 地 由 点 阵 六 参数 ( 亦 即 
晶体 的 单位 唱 胞 参数 确定 的 ,基本 单位 矢量 的 模 ( 即 基本 单位 周期 a,6 和 上) 是 以 
物理 量 “ 埃 (A)” 标 定 ( 其 中 1A=1X10-scm)。 所 以 晶体 单位 格子 的 尺寸 是 以 “ 埃 ” 
作为 量 衡 单 位 的 ,其 体积 以 * 埃 ”的 立方 (As ) 作 为 量 衡 单位 。 从 格子 的 变换 关系 ， 
不 难 推 知 ,晶体 的 倒 易 单位 格子 应 以 “ 埃 ” 的 倒数 (1/A) 作 为 倒 易 单位 矢量 模 ( 即 
a* ,b* 和 <c* ) 的 量 衡 单位 ,以 “ 埃 ? 的 负 三 次 方 (1/As ) 作 为 体积 的 量 衡 单 位 。 在 唱 
体 学 中 并 不 存在 “ 埃 ” 倒 数 以 及 “ 埃 ” 负 三 次 方 等 这 样 的 物理 量 ,它们 都 不 是 物理 意 
义 上 客观 实体 的 量 衡 单位。 从 这 意义 上 我 们 再 一 次 指出 ,晶体 学 中 所 推导 的 倒 易 
点 阵 和 倒 易 格子 都 没有 物理 意义 的 内 容 ,而 只 是 一 种 数学 上 的 模型 和 工具 。 也 正 
因 如 此 ,我 们 不 能 将 倒 易 点 阵 或 倒 易 单位 格子 定义 为 晶体 点 阵 或 晶体 的 单位 格子 ， 
或 者 将 后 者 定义 为 前 者 ;而 在 数学 上 的 正点 阵 与 倒 易 点 阵 在 定义 上 却 是 可 易 的 。 
既然 “ 埃 ” 倒 数 或 “ 埃 ” 负 三 次 方 等 在 晶体 学 中 都 是 一 些 并 非 客 观 实在 的 物理 
量 ,那么 倒 易 点 阵 ( 或 倒 易 单位 格子 ) 的 周期 单位 a* ,2* 和 c* 都 没有 绝对 的 量 衡 意 
义 , 而 只 可 能 有 相对 量 衡 意义 。 换 句 话说 ,同一 倒 易 点 阵 ( 或 倒 易 格子 ) 的 a* ,6* 
和 “之 间 的 比值 是 有 意义 的 ,或 者 它们 与 波长 0) 发 生 某 种 关系 ,由 于 波长 的 量 衡 
从 而 赋予 它们 某 种 相对 的 量 值 。 显 然 ,在 图 3-2-2 中 a* ,0 和 c* 之 间 的 比值 是 特 
定 的 ( 非 任意 的 ) ,但 它们 的 绝对 量 值 却 是 任意 的 。 不 同 晶体 的 倒 易 单位 格子 之 间 
的 尺寸 大 小 比较 ,其 比值 是 有 意义 的 ,而 单独 一 个 晶体 的 单位 格子 的 尺寸 和 体积 与 
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其 倒 易 单位 格子 尺寸 和 体积 的 比较 是 没有 意义 的 ,其 比值 是 任意 的 ,如 此 等 等 。 

上 面 的 讨论 曾 指出 ,晶体 的 单位 格子 的 特征 代表 着 晶体 点 阵 的 特征 ,其 倒 易 单 
位 格子 的 特征 也 代表 着 整个 倒 易 点 阵 的 特征 ,而 且 倒 易 单 位 格子 在 三 维 方向 上 的 . 
周期 堆积 将 可 建立 起 相应 的 倒 易 点 阵 。 此 外 ,晶体 单位 格子 与 其 倒 易 单位 格子 之 
间 的 关系 将 代表 着 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 之 间 的 关系 。 这 样 的 讨论 与 结论 对 于 初 
基 忆 点 阵 ( 以 及 初 基 书 格子 ) 来 说 是 完全 正确 的 ,但 是 ,这 种 讨论 和 结论 对 于 非 初 
基点 阵 和 单位 格子 却 是 不 完全 甚至 是 不 正确 的 。 单 纯 从 晶体 点 阵 和 单位 格子 角度 
看 ,无 论 是 初 基点 阵 或 各 种 非 初 基点 阵 , 任 何 晶体 点 阵 都 可 以 用 3 个 单位 矢量 a,b 
和 ,或 以 点 阵 6 参数 a,b,c,a,B,7 分 割 为 无 穷 多 个 等 同 的 单位 格子 。 单 位 格子 的 
特征 ,包括 参数 特征 和 平移 群 特征 都 代表 着 整个 晶体 点 阵 的 特征 。 单 位 格子 的 三 
维 周期 的 堆积 将 建立 晶体 点 阵 。 但 是 , 非 初 基 的 倒 易 点 阵 却 并 非 如 此 。 由 非 初 基 
的 晶体 点 阵 推 导出 来 的 非 初 基 倒 易 点 阵 , 以 3 个 基本 单位 倒 易 矢量 a* ,b* 和 <c* 或 
以 倒 易 点 阵 六 参数 o ,和 co 8 ,可 以 将 此 非 初 基 倒 易 点 阵 分 割 为 无 穷 
多 个 体积 相同 的 单位 倒 易 格子 。 由 此 分 割 出 来 的 无 穷 多 个 单位 倒 易 格子 ,其 体积 
虽然 相同 ,但 却 有 如 下 很 值得 注意 的 特征 :@ 单 位 倒 易 格子 是 一 个 倒 易 阵 点 残缺 不 
全 的 平行 六 面体 ,平行 六 面体 的 8 个 项 角 并 非 都 存在 倒 易 阵 点 ;@ 如 果 每 个 单位 倒 
易 格 子 的 坐标 取向 , 即 a ,b" 和 “的 方向 仍然 保持 着 原 有 倒 易 点 阵 中 倒 易 矢量 的 
方向 不 变 ,那么 所 分 割 的 单位 倒 易 格子 将 不 会 是 一 样 的 。 有 具体 说 , 倒 易 阵 点 在 已 给 
定 坐 标的 单位 格子 中 所 处 的 位 置 将 有 所 不 同 ; @ 以 一 个 单位 倒 易 格子 沿 三 维 方向 
周期 地 平移 重复 不 可 能 建立 起 相应 的 倒 易 点 阵 ;@@ 不 言 而 喻 ,一 个 单位 倒 易 格子 只 
在 六 参数 特征 上 仍然 保持 着 倒 易 点 阵 的 特征 ,而 在 倒 易 阵 点 的 排 布 ,特别 是 平移 群 
特征 上 却 是 面目 全 非 。 做 成 非 初 基 倒 易 点 阵 及 其 单位 格子 这 些 特殊 性 质 的 原因 在 
于 非 初 基 晶体 点 阵 和 格子 中 的 非 初 基 平移 群 。 非 初 基 平移 群 使 单位 格子 (和 晶体 
点 阵 ) 具 有 除了 初 基 的 周期 平移 之 外 还 有 附加 的 非 初 基 平移 。 单 位 格子 的 平行 六 
面体 中 除了 8 个 项 角 上 具有 阵 点 之 外 ,在 面 的 中 心 或 平行 六 面体 中 心 还 可 能 有 附 
加 的 非 初 基 阵 点 。 从 这 样 的 非 初 基 蝇 体 点 阵 ( 和 非 初 基 单位 格子 ) 推 导出 来 的 非 初 
基 倒 易 点 阵 ,以 及 由 此 分 割 的 倒 易 单位 格子 将 具有 与 初 基 情 况 很 不 相同 的 特性 。 
正 因 如 此 ,我 们 在 非 初 基 情况 下 研究 晶体 点 阵 和 单位 格子 与 其 倒 易 点 阵 和 单位 格 
子 的 相互 关系 ,除了 考察 与 3 个 基本 单位 矢量 相关 并 反映 3 个 周期 平移 特征 的 
(100), C010) 和 (001) 基 本 面 族 之 外 ,我 们 还 必须 运用 直接 与 晶体 点 阵 和 格子 中 非 
初 基 平移 (附加 阵 点 ) 特 征 密 切 相 关 的 (110),(101) , (011) 和 (111) 基 本 面 族 。 直 接 
以 这 ?7 个 (而 不 是 3 个 ) 基 本 面 族 的 取向 ( 面 法 线 ) 和 面 间距 离 倒 数 ,推导 出 能 够 充 
分 表达 和 规范 其 倒 易 点 阵 及 其 单位 格子 特征 的 7 个 单位 倒 易 矢量 。 由 这 ?7 个 单位 
倒 易 矢量 所 确定 的 倒 易 点 阵 才 能 充分 表达 所 推导 的 倒 易 点 阵 的 非 初 基 平 移 特 征 、 
倒 易 点 阵 与 单位 倒 易 格子 之 间 的 关系 ,以 及 它们 与 晶体 点 阵 和 格子 的 变换 关系 。 
在 第 三 章 中 将 对 晶体 点 阵 平 移 群 与 倒 易 点 阵 平 移 群 的 关系 进行 详细 讨论 。 
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第 三 章 ”晶体 的 非 初 基点 阵 与 它们 的 倒 易 点 阵 
3.3.1 晶体 的 二 维 阵 点 平面 与 其 倒 易 阵 点 平面 


在 3. 2. 3 节 中 已 经 指出 在 初 基 的 情况 下 ,要 建立 二 维 倒 易 阵 点 平面 只 需要 晶 
体 阵 点 平面 中 两 个 最 基本 的 阵 点 列 族 的 取向 和 列 间 距离 。 在 非 初 基 的 情况 下 , 必 
须 增加 直接 与 非 初 基 平 移 相关 的 另 一 基本 阵 点 列 族 ,这 样 才能 充分 反映 晶体 阵 点 
平面 的 特征 ,包括 周期 参数 特征 和 非 初 基 平 移 特征 ,从 而 正确 地 建立 一 个 与 此 晶体 
阵 点 平面 相对 应 的 倒 易 阵 点 平面 。 具 体 说 ,以 两 个 最 基本 单位 矢量 a 和 b, 或 者 以 
阵 点 平面 三 参数 a,b 和 8 所 构成 的 晶体 阵 点 平面 ,应 选取 (10),(01) 和 (11)3 个 基 
本 的 阵 点 列 族 ,从 它们 的 垂直 方向 及 其 列 间距 离 dio ,do 和 dui 推导 出 3 个 基本 的 
单位 倒 易 矢量 ,通过 平移 就 可 以 完善 地 建立 起 一 个 相应 的 二 维 倒 易 阵 点 平面 。 


3.3.1.1 初 基 P 的 阵 点 平面 


为 了 讨论 方便 , 设 我 们 所 讨论 的 晶体 阵 点 平面 是 正 交 的 , 即 阵 点 平面 3 个 参数 

有 如 下 特征 :a 隆 6,Y 二 90°, 如 图 3-3-1(a) 以 小 圆圈 表示 阵 点 。 从 图 (a) 可 以 推 知 晶 

体 的 初 基 了 阵 点 平面 中 3 个 基本 阵 点 列 族 (10),(01) 和 (11) 的 列 间距 离 dh,d8， 
dt 与 格子 平面 周期 a 和 6 有 如 下 关系 : 

dh =a, dh =6b, dh = ab/(a + 6 (3. 3. 1) 

以 上 述 (10),(01) 和 (11) 三 个 阵 点 列 族 的 垂直 方向 以 及 1/dh ,1/dh ,1/dh 的 相对 

比例 值 在 图 3-3-1(b) 上 建立 三 个 基本 单位 倒 易 矢量 Hi ,Hu 和 Hu ,从 而 获得 指数 

为 10,01 和 11 三 个 倒 易 阵 点 。 它 们 连同 位 于 坐标 原点 的 00 倒 易 阵 点 构成 相应 的 

倒 易 恪 子平 面 。 显 然 , 其 中 基本 单位 倒 易 矢量 Ho 一 a* 和 Hu 一 b* 。 以 这 一 倒 易 


(a) (b) 
图 3-3-1 晶体 的 初 基 书 格子 平面 (a) 与 其 初 基 已 倒 易 格子 平面 (b) 
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格子 平面 的 二 维 平移 将 可 获得 二 维 的 初 基 卫 倒 易 阵 点 平面 。 由 上 述 可 以 确 知 ,对 
于 晶体 初 基 尸 格子 平面 和 初 基 已 阵 点 平面 ,它们 的 倒 易 格子 平面 和 倒 易 阵 点 平面 
也 都 是 初 基 卫 的 。 


3.3.1.2 非 初 基 的 面 心 阵 点 平面 


为 了 使 问题 的 讨论 便于 与 上 述 初 基 的 情况 作 比 较 , 设 我 们 这 里 所 讨论 的 晶体 
面 心 C 阵 点 平面 也 是 正 交 的 , 即 a 关 6,Y 二 90° ,而且 这 里 的 格子 平面 周期 a 和 6 与 
上 述 的 初 基 P 格子 平面 的 大 小 值 完全 相同 。 换 句 话 说 ,这 里 图 3-3-2(a) 所 示 的 唱 
体面 心 C 格子 平面 与 图 3-3-1(a) 的 晶体 初 基 书 格 子平 面具 有 相同 的 大 小 ,只 是 在 
格子 平面 的 中 心 具有 一 个 附加 阵 点 。 也 正 因为 在 格子 平面 的 中 心 具 有 添加 的 一 个 
阵 点 ,从 图 3-3-2(a) 可 以 看 出 晶体 的 面 心 C 阵 点 平面 中 3 个 基本 阵 点 列 族 (10)， 
(01) 和 (11) 的 列 间距 离 dn ,da 和 di 与 格子 平面 周期 a 和 20 有 如 下 关系 : 

d® = a/2,4d5 = 6/2,d% = ab/(a’ ++) (3. 3. 2) 

既然 已 经 确定 ,这 里 的 面 心 C 阵 点 平面 的 两 个 基本 周期 a 和 2 是 与 上 述 初 基 PP 阵 

点 平面 的 基本 周期 完全 一 样 ,而 且 都 是 垂直 正 交 , 即 它们 的 夹 角 也 是 Y==90°, 那 么 

比较 式 (3. 3. 1) 和 式 (3. 3. 2) ,不 难得 知 在 面 心 C 阵 点 平面 和 初 基 已 阵 点 平面 中 3 
个 基本 阵 点 列 族 的 列 间 距 将 有 如 下 关系 : 

d% = d%/2,d5 = dh /2,d5 = d® (3. 3. 3) 


(a) (b) 


图 3-3-2 ”晶体 面 心 格子 平面 (a) 及 其 倒 易 单位 格子 平面 和 倒 易 阵 点 平面 (b) 


既然 面 心 C 阵 点 平面 与 初 基 已 阵 点 平面 具有 相同 的 阵 点 平面 参数 a,6b5 和 7。 按 
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3. 2. 2 节 的 表达 式 从 晶体 阵 点 平面 参数 可 推导 出 其 相应 的 倒 易 阵 点 平面 三 参数 
a* ,b* 和 7Y* 。 由 于 2 和 2 正 交 垂 直 , 即 y 一 90 ,所 以 : 

il =1/a,b’ 一 1/07 一 180 一 7 一 90” (3. 3. 4) 
以 上 述 (01), (10) 和 (11)3 个 阵 点 列 族 的 垂直 方向 ,以 及 1/d ,1/dn 和 1/dti 的 相 
对 比例 值 在 图 3-3-2(Cb) 中 建立 3 个 基本 单位 倒 易 矢量 Ho ,Ho 和 Hi ,并 从 而 获得 
3 个 基本 的 倒 易 阵 点 。 和 值得 注意 的 是 这 3 个 基本 倒 易 阵 点 的 指数 并 不 与 初 基 情 况 
的 10,01 和 11 相同 ,而 是 20,02 和 11, 这 是 因为 倒 易 阵 点 平面 上 每 个 倒 易 阵 点 指 
数 hk 是 由 倒 易 阵 点 平面 的 平移 周期 参数 a* 和 6b” 确定 的 。 在 面 心 C 情况 下 ,从 式 
(3. 3.2) 及 式 (3. 3.4) 可 以 推 知 3 个 基本 倒 易 矢量 Hio、Ho 和 Hi 与 倒 易 阵 点 平面 
参数 a" 和 4" 应 有 如 下 关系 : 

Hio = 2a” ,Ho 一 2b” ,Hi 一 3a* 十 b* (3. 3.5) 
显然 ,在 面 心 C 的 情况 下 ,基本 单位 倒 易 矢量 Hi 的 模 量 不 再 是 一 个 a 平移 周期 ， 
而 是 两 个 a* 的 平移 周期 ,因而 基本 单位 倒 易 矢量 Hio。 所 给 出 的 倒 易 阵 点 应 具有 指 
数 为 20, 而 不 是 像 在 初 基 情 况 中 的 10。 同 样 , 基 本 单位 倒 易 矢量 Ho 的 模 量 是 两 
个 5" 平移 周期 ,其 倒 易 阵 点 的 指数 当然 应 该 是 02 ,而 不 是 像 初 基 情 况 的 01。 但 是 
面 心 C 情况 的 单位 倒 易 矢量 Hu 的 模 量 却 是 与 初 基 的 一 样 ,因而 它 给 出 的 倒 易 阵 
点 应 该 具有 指数 仍然 是 11。 为 了 作 比 较 ,我 们 已 经 假定 初 基 了 阵 点 平面 参数 a 和 
2 与 面 心 C 情况 一 致 ,所 以 读者 亦 可 直观 地 将 图 3-3-2 与 图 3-3-1 作 比 较 。 

通过 上 述 的 推导 以 及 对 图 3-3-1 和 图 3-3-2 的 比较 ,可 获得 如 下 一 些 初步 的 
结论 : 

(1) 纯 粹 从 点 阵 的 角度 看 ,晶体 初 基 PP 阵 点 平面 的 倒 易 是 初 基 PP 倒 易 阵 点 平 
面 ,而 晶体 的 面 心 阵 点 平面 , 它 的 倒 易 也 是 面 心 C 倒 易 阵 点 平面 。 

42) 从 点 阵 的 单位 格子 角度 看 ,晶体 初 基 阵 点 平面 的 初 基 忆 单位 格子 平面 , 它 
所 相应 的 倒 易 单位 格子 平面 也 是 一 个 (完整 的 ) 初 基 P 单位 格子 平面 ,由 初 基 卫 倒 
易 单位 格子 平面 沿 二 维 周期 a* 和 6* 的 平移 重复 将 可 建立 相应 的 倒 易 阵 点 平面 。 
但 是 晶体 面 心 C 阵 点 平面 中 的 面 心 C 单位 格子 平面 , 它 所 相应 的 倒 易 单位 格子 平 
面 ( 即 由 a* ,2 和 六 所 分 割 的 格子 平面 ) 既 不 是 初 基 已 单位 格子 平面 ,也 不 是 面 
心 C 单 位 格子 平面 ,而 是 如 图 3-3-2(b) 所 示 , 不 是 由 4 个 倒 易 阵 点 ,而 是 只 有 两 个 
倒 易 阵 点 组 成 的 残缺 不 全 的 倒 易 单位 格子 平面 。 此 外 ,由 此 残缺 不 全 的 倒 易 单位 
格子 平面 沿 二 维 周 期 a* 和 6" 的 平移 重复 不 可 能 构建 相应 的 倒 易 阵 点 平面 ,而 必 
须 由 4 个 不 同 取向 的 残缺 不 全 的 倒 易 单位 格子 平面 组 成 如 图 3-3-2(b) 所 示 的 面 
心 C 格子 作为 单元 ,才能 沿 二 维 周期 24a* 和 25* 的 平移 重复 建立 起 相应 的 倒 易 阵 
点 平面 。 从 男 一 角度 说 ,与 晶体 面 心 C 阵 点 平面 相对 应 的 倒 易 阵 点 平面 ,以 二 维 
倒 易 周期 矢量 a 和 jb 分割 出 来 的 无 穷 多 个 倒 易 单位 格子 平面 ,如 果 单 位 格子 平 
面 的 坐标 取向 不 变 , 那 么 它们 并 非 均一 等 同 , 而 是 两 类 不 同 的 残缺 不 同 的 倒 易 单位 
格子 平面 ,就 如 图 3. 3. 2(b) 所 示 ,一 类 是 由 倒 易 阵 点 00 和 11 或 者 由 11 和 22 所 
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构成 的 倒 易 单位 格子 平面 。 另 一 类 就 是 由 11 和 20 或 者 11 和 02 两 个 倒 易 阵 点 所 
构成 的 倒 易 单位 格子 平面 。 这 两 类 倒 易 单位 格子 平面 是 不 一 样 的 ,其 差别 就 在 于 
它们 在 坐标 系 中 的 取向 。 

(3) 从 上 述 讨论 得 知 ,在 初 基 的 情况 下 ,可 以 由 晶体 的 单位 格子 平面 直接 推导 
出 倒 易 单位 格子 平面 ,就 如 由 晶体 阵 点 平面 推导 出 倒 易 阵 点 平面 一 样 。 其 倒 易 过 
程 也 一 样 ,在 初 基 情 况 下 ,可 以 由 倒 易 单位 格子 平面 直接 导出 晶体 的 单位 格子 平 
面 ,并 从 而 建立 唱 体 阵 点 平面 。 而 且 在 这 些 相 互 推导 过 程 中 只 需要 两 个 阵 点 平面 
的 3 个 参数 a,2 和 7 ,以 及 ao ,b" 和 7" 就 足够 了 。 所 以 在 初 基 情 况 下 ,晶体 单位 格 
子平 面 的 特征 (特征 3 参数 ) 及 其 与 相应 的 倒 易 单位 格子 之 间 的 关系 ,可 以 充分 地 
表达 品 体 点 阵 平 面 与 其 倒 易 阵 点 平面 的 特征 及 它们 之 间 的 关系 。 但 是 ,在 面 心 C 
的 情况 下 , 晶体 的 单位 格子 平面 仍然 像 初 基 情 况 那样 ,可 以 代表 整个 晶体 点 阵 平 面 
推导 出 整个 相应 的 倒 易 阵 点 平面 ,并 从 中 导出 相应 的 倒 易 单位 格子 平面 。 可 是 在 
此 推导 过 程 中 除了 与 周期 平移 gc 和 6 相关 的 (10) 和 (01) 两 个 阵 点 列 族 外 ,还 必须 
依赖 于 与 面 心 C 非 初 基 平移 密切 相关 的 (11) 阵 点 列 族 ,从 而 获得 Hio, Ho! 和 Hi13 
个 基本 倒 易 矢量 以 及 倒 易 平移 周期 Hio, Ho 和 Hn。 由 于 在 面 心 C 情况 下 , 倒 易 
单位 格子 平面 并 非 是 倒 易 点 阵 平面 的 独立 单元 ,并 不 充分 代表 整个 倒 易 阵 点 平面 
的 特征 ,因而 它 不 可 能 代表 倒 易 阵 点 平面 推导 出 晶体 的 单位 格子 平面 或 晶体 的 阵 
点 平面 。 在 非 初 基 情 况 下 ,必须 从 倒 易 平移 周期 a" 和 2 ,以 及 倒 易 阵 点 平面 中 倒 
易 阵 点 系统 消失 的 规律 才能 推导 出 相应 的 晶体 单位 格子 平面 或 晶体 阵 点 平面 。 

(4) 从 上 述 晶 体面 心 C 阵 点 平面 推导 其 倒 易 阵 点 平面 的 过 程 中 ,由 晶体 阵 点 
平面 的 (10) 和 (01) 阵 点 列 族 给 出 的 单位 倒 易 矢量 Ho 和 Hu ,它们 所 指示 的 倒 易 阵 
点 所 具有 的 指标 不 是 10 和 01, 而 是 20 和 02。 它 们 二 次 周期 的 倒 易 阵 点 应 有 指标 
为 40 和 04, 三 次 周期 为 60 和 06, 如 此 等 等 。 从 推导 结果 以 及 从 原理 上 ,根本 就 没 
有 指示 具有 指标 为 10 和 01 的 倒 易 阵 点 的 单位 倒 易 矢量 ,当然 也 不 可 能 有 指示 30 
和 03 等 的 倒 易 矢量 。 换 名 话说 , 唱 体 面 心 C 阵 点 平面 的 倒 易 阵 点 平面 上 ,在 指数 
/中 心 二 为 奇数 的 倒 易 阵 点 根本 不 存在 。 它 们 在 倒 易 阵 点 平面 中 的 消失 并 非 个 
别 或 偶然 ,而 是 在 整个 倒 易 阵 点 平面 中 全 部 系统 地 消失 。 这 种 倒 易 阵 点 在 整个 倒 
易 阵 点 平面 中 系统 消失 的 规律 恰好 反映 了 晶体 阵 点 平面 的 面 心 C 非 初 基 平移 
特征 。 

以 上 讨论 虽然 只 针对 晶体 的 二 维 阵 点 平面 及 其 倒 易 阵 点 平面 ,然而 这 些 讨论 
对 于 下 面 阐述 的 三 维 点 阵 仍 然 具 有 普遍 意义 。 


3.3.2 唱 体 的 初 基点 阵 与 其 倒 易 点 阵 
如 同上 述 二 维 阵 点 平面 的 讨论 那样 ,在 晶体 三 维 点 阵 及 其 倒 易 点 阵 的 阐述 中 
也 是 以 正 交 坐 标 系 的 三 维 点 阵 作 为 对 象 ,具体 的 是 以 正 交 晶 系 的 三 维 点 阵 作为 讨 
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论 对 象 。 这 不 但 只 在 推导 及 讨论 上 比较 方便 ,而 且 由 于 正 交 蝇 系 的 点 阵 是 唯一 拥 
有 4 种 不 同 的 布 拉 维 点 阵 的 唱 系 。 此 外 ,在 全 部 14 种 布 拉 维 点 阵 中 ,具有 正 交 坐 
标 系 的 点 阵 占 9 种 ,从 而 亦 具 有 较 普 遍 意义 。 

正 交 晶 系 的 点 阵 参数 有 如 下 特征 , 即 < 天 0 天 c,a 一 8 一 7 一 90 。 无 论 对 于 初 基 
己 点 阵 或 各 种 非 初 基点 阵 , 正 交 晶 系 的 点 阵 参数 4a,5,c,a,B 和 7 与 它们 的 倒 易 点 
阵 的 6 个 参数 a* ,6 ,c* 和 a* 9 ,7 都 有 如 下 的 关系 : 

a 二 1l/a, 6b6*=1/b, cc* =1l/c, a’=pB=y’ =90 (3.3.6) 

对 于 初 基 的 晶体 点 阵 只 要 从 式 (3. 3. 6) 中 的 变换 关系 ,从 晶体 点 阵 六 参数 获得 
其 倒 易 点 阵 六 参数 就 可 以 正确 地 建立 其 相应 的 倒 易 点 阵 。 但 是 为 了 以 后 的 非 初 基 
点 阵 的 讨论 ,我们 除了 与 晶体 点 阵 平移 周期 相关 的 (100), (010) 和 (001)3 个 基本 
阵 点 面 族 之 外 ,还 将 4 个 与 各 种 非 初 基 平移 直接 相交 的 (110), (101), (011) 和 
(111) 面 族 结 合 在 一 起 作为 倒 易 点 阵 的 推导 依据 ,从 而 可 以 充分 表现 倒 易 点 阵 的 特 
征 和 它 与 晶体 点 阵 的 正确 变换 关系 。 

众所周知 ,晶体 点 阵 无 论 是 初 基点 阵 或 非 初 基点 阵 都 可 以 用 3 个 基本 周期 矢 
量 ab 和 ,或 6 个 点 阵 参 数 as,p,c,a,8 和 7 分割 为 无 穷 多 个 等 同 的 单位 格子 ,点 
阵 的 基本 周期 矢量 ab 和 < 也 就 是 每 个 单位 格子 的 3 个 最 基本 的 单位 矢量 ,而 点 
阵 六 参数 也 就 是 表达 每 一 个 单位 格子 平行 六 面体 的 6 个 最 基本 的 参数 。 无 论 是 初 
基点 阵 或 非 初 基点 阵 ,晶体 点 阵 中 任意 一 个 单位 格子 的 特征 (包括 平移 群 特征 ) 都 
充分 地 表达 了 整个 晶体 点 阵 的 特征 ,而 且 它 的 三 维 周期 平移 堆积 将 可 构建 正确 的 
晶体 点 阵 。 然 而 ,对 于 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 , 只 有 初 基 的 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 , 它 
也 是 初 基 的 , 才 具 有 上 述 所 指出 的 点 阵 与 单位 格子 之 间 的 相互 关系 。 

对 于 初 基 的 晶体 点 阵 , 从 7 个 基本 阵 点 面 族 (100), (010), (001), (110)， 
(101), 《011) 和 (111) 的 面 族 法 线 及 其 面 间距 离 dio ,dooy do afoydf yc 和 
chi ,将 可 推导 出 相应 倒 易 点 阵 的 7 个 基本 的 单位 倒 易 矢量 Hiw, Howo ,Hoo ,Hio， 
Hio ,Ho 和 Ha。 这 7 个 基本 的 单位 倒 易 矢量 的 模 量 与 上 述 相应 的 7 个 基本 面 族 
面 间距 离 应 有 如 下 关系 : 

Hio = 1/diw, Hoo = 1/dow, Ho = 1l/dw, Hi = 1/diuo, 
Hio=1/di, Ho = 1/don, Hn = 1/dm (3. 3.7) 

图 3-3-3(a) 是 正 交 晶 系 点 阵 中 的 一 个 单位 格子 , 它 也 代表 着 整个 晶体 点 阵 。 
显而易见 ,在 初 基 的 情况 下 ,就 如 图 3-3-3(a) 所 示 ,7 个 基本 阵 点 面 族 的 面 间距 离 
与 点 阵 (或 单位 格子 ) 的 平移 周期 参数 a,b 和 < 应 有 如 下 的 关系 : 

dio =a, dbio =b, di 一 ec 

Cg = ab/(a too) ,df = ac/(a + 6) 

db = be/ (Bt) 

dfii = abc/(a:B Ta + hc) (3. 3. 8) 
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按照 式 (3. 3.7) 以 及 面 族 法 线 方 向 可 以 在 图 3-3-34b) 中 以 相对 比例 值 确 定 7 
个 基本 单位 倒 易 矢量 Hio , Hoo ,Hou ,Hio ,Ho ,Ho 和 了， 以 及 它们 给 出 的 倒 易 
阵 点 。 所 给 出 7 个 倒 易 阵 点 的 指数 应 根据 每 个 基本 单位 倒 易 矢量 与 倒 易 点 阵 三 个 
基本 平移 周期 之 间 的 关系 来 确定 ,而 不 是 直接 地 根据 基本 单位 倒 易 矢量 所 相应 的 唱 
体 阵 点 面 族 指数 。 在 初 基点 阵 情 况 下 , 由 综合 式 (3. 3.7),(3. 3. 8) 和 (3. 3.6) 可 知 : 
了 Ho =a*, Hoo 王 六 ，BHoon 一 c” (3. 3. 9) 
因而 可 以 确定 由 基本 倒 易 矢量 Ho ,Hoo , Hoo ,Hao ,Ho ,Ho 和 Hii 给 出 的 倒 易 阵 
点 应 具有 指数 分 别 为 :100,010,001,110,101,011 和 111, 如 图 3-3-3(b) 所 示 。 显 
然 ,在 初 基点 阵 的 情况 下 ,相应 的 单位 倒 易 格子 充分 代表 着 整个 相应 的 倒 易 点 阵 ， 
单位 倒 易 格子 在 三 维 方向 周期 平移 将 完整 地 构建 成 倒 易 点 阵 。 在 初 基 情 况 下 ,由 
a,b 和 c 构 成 的 晶体 单位 格子 及 由 a* ,b” 和 fc” 构成 的 倒 易 单位 格子 之 间 的 变换 关 
系 及 其 特征 ,可 以 充分 表达 晶体 点 阵 及 倒 易 点 阵 之 间 的 变换 关系 及 特征 。 


(a) (b) 


图 3-3-3 (a) 晶体 的 初 基 卫 点 阵 的 单位 格子 及 点 阵 六 参数 ;(b) 依 据 7 个 基本 单位 倒 易 矢量 
给 出 倒 易 阵 点 以 及 倒 易 点 阵 的 3 个 基本 平移 周期 a* ,b" 和 c* ,从 而 构成 倒 易 单位 格子 


由 上 述 的 推导 可 以 确定 , 初 基 了 的 晶体 点 阵 ,其 倒 易 点 阵 也 是 初 基 了 点 阵 。 
初 基 的 晶体 点 阵 中 单位 格子 所 相应 的 也 是 一 个 初 基 的 倒 易 单位 格子 。 


3.3.3 ”晶体 的 侧面 心 C 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 


为 了 在 讨论 上 更 直观 的 比较 ,使 用 与 上 述 初 基 已 晶体 点 阵 参数 a ,6,c,a,8 和 
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7 完全 一 样 的 点 阵 参数 建立 晶体 的 侧面 心 C 点 阵 , 其 倒 易 点 阵 参 数 ,六 ，c”， 
o ;8 和 7Y"* 也 必然 与 初 基 情 况 相 同 。 
无 论 是 初 基 或 非 初 基 的 晶体 点 阵 , 对 于 正 交 晶 系 的 情况 .晶体 点 阵 参数 与 其 倒 


易 点 阵 参 数 都 有 如 下 关系 : 
a* = 1/a,b* = 1/b,c* = 1/c, 
a” =p" =7y* = 90° (3. 3. 6) 


图 3-3-4(a) 给 出 了 代表 整个 侧面 心 C 晶体 点 阵 的 一 个 侧面 心 C 单位 格子 。 

在 这 一 平行 六 面体 单位 格子 中 除了 8 个 顶 角 具有 阵 点 (图 中 以 小 圆圈 表示 ) 之 外 ， 
在 ab 阵 点 平面 的 面 中 心 还 有 一 个 非 初 基 附 加 阵 点 , 它 的 非 初 基 平 移 为 (ts 十 t)/2。 
由 于 增添 了 非 初 基 附 加 阵 点 ,侧面 心 C 点 阵 中 7 个 基本 面 族 的 面 间距 离 i 与 点 阵 
的 特征 基本 参数 a,2,c,a;8 和 7Y( 其 中 o 一 6 一 ;一 90 ) 将 有 如 下 的 关系 : 

diw = a/2, doo = 6/2, doo = cs 

di = ab/la: +b) , dio = ac/2(a! 十 cp) 

don = /2(6 + ee) 

di = abc/(aB ta teh) (3. 3. 10) 
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(a) (b) 


图 3-3-4 。 (a) 晶体 的 侧面 心 C 点 阵 中 的 单位 格子 ;(b) 相 应 的 倒 易 点 阵 中 由 4 个 残缺 不 全 的 倒 
易 单位 格子 所 构成 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”, 它 也 是 一 个 侧面 心 的 。 图 中 示意 了 沿 c* 轴 周 期 平移 的 
两 个 “ 倒 易 点 阵 单元 ” 


由 上 述 晶体 点 阵 的 7 个 基本 面 族 的 面 间距 离 必 [ 见 式 (3. 3. 10)] 相 对 比例 值 , 并 根 
据 面 族 面 法 线 方向 可 以 确定 相应 的 7 个 基本 单位 倒 易 矢量 Hio ,Hiio, Hio ,Hio， 
Ho ,Hu 和 了 以 及 由 它们 给 出 的 7 个 基本 的 倒 易 阵 点 。 这 7 个 基本 的 倒 易 阵 
点 ,它们 的 指数 是 由 其 倒 易 矢量 的 模 值 与 倒 易 点 阵 平移 周期 a* ,6* 和 <* 的 比例 来 


确定 的 ,而 不 是 直接 与 其 基本 单位 倒 易 矢量 相关 的 面 族 指数 相同 (请 注意 ,在 初 基 
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情况 里 ,基本 倒 易 阵 点 的 指数 是 与 相应 的 基本 面 族 的 指数 相同 ) 。 图 3-3-4(b) 给 
出 了 7 个 基本 的 单位 倒 易 矢量 和 基本 的 倒 易 阵 点 。 
可 以 通过 式 (3. 3. 10) 和 式 (3. 3. 6) 推 导出 7 个 基本 单位 倒 易 矢量 的 模 值 与 倒 
易 点 阵 平移 周期 的 关系 ,从 而 确定 基本 倒 易 阵 点 的 指数 。 也 可 以 通过 与 初 基 了 点 
阵 的 比较 ,用 较为 简便 的 方法 推导 倒 易 阵 点 的 指数 。 由 于 在 上 述 讨 论 之 前 已 经 指 
定 , 非 初 基 面 心 C 的 晶体 点 阵 具 有 与 初 基 P 的 晶体 点 阵 完 全 一 样 的 点 阵 参 数 ,从 
式 (3. 3. 6) 可 知 , 它 们 相应 的 倒 易 点 阵 也 应 具有 完全 一 样 的 倒 易 点 阵 参 数 a ,5”， 
c* ,a* ,PB* 和 7Y” ,以 及 体积 和 形状 也 完全 一 样 的 倒 易 单位 格子 。 由 此 ,比较 式 
(3. 3. 10) 及 式 (3. 3.8) 可 知 : 
dioo = dio0/2, dowo = dbio/2, doo = dé» diio = dfio 
dio = dfo1/2, don = dd/2, din = dfn, (3.3.11) 
从 式 (3. 3. 11) 与 式 (3. 3.7) 可 以 推 知 两 个 倒 易 点 阵 中 基本 的 单位 倒 易 矢量 之 间 的 
关系 : 
Hiw = 2Hfoo, Ho = 2Ho, Hoo = Ho, Hiwo = Hfio, 
Hio = 2Hfo, Hon 一 2Ho Hi = Hf (3. 3. 12) 
由 式 (3. 3. 12) 不 难得 知 侧面 心 C 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 中 ,由 基本 的 单位 矢量 Ho ， 
Hi 和 Hi 所 给 定 的 基本 倒 易 阵 点 应 具有 的 指数 分 别 为 001,110 和 111, 它 们 与 初 
基 的 情况 一 样 ,而 由 单位 倒 易 矢量 Hiw ,Ho1o ,Hio 和 Ho 所 给 定 的 基本 倒 易 阵 点 应 
有 具有 的 指数 分 别 为 200,020,202 和 022。 换 名 话说 在 侧面 心 C 晶体 点 阵 的 倒 易 点 
阵 中 指数 为 100,010,101 和 011 的 基本 倒 易 阵 点 根本 不 可 能 出 现 。 其 实 还 可 以 由 
此 推 知 整个 倒 易 点 阵 中 其 他 许多 倒 易 阵 点 也 将 系统 地 有 规律 地 消失 。 直 接 从 图 
3-3-4(b) 中 根据 上 述 7 个 基本 单位 倒 易 矢量 在 以 a” ,b* 和 c* 所 构建 的 三 维 格子 
中 的 取向 位 置 ,也 可 以 确定 它们 所 给 定 的 倒 易 阵 点 应 具有 的 指数 ,并 从 而 推 知 倒 易 
点 阵 内 哪些 阵 点 将 会 系统 地 消失 。 
从 上 述 讨论 以 及 图 3-3-4《b) 可 以 得 知 ,与 晶体 侧面 心 C 单位 格子 相对 应 的 倒 
易 单 位 格子 是 一 个 只 有 4 个 倒 易 阵 点 组 成 的 残缺 不 全 的 平行 六 面体 。 由 这 样 一 个 
残缺 不 全 的 倒 易 单位 格子 沿 三 维 方 向 周期 地 平移 并 不 能 构建 成 完整 的 相应 的 倒 易 
点 阵 , 因 而 它 并 不 是 倒 易 点 阵 的 基本 单元 。 只 有 4 个 不 同 取向 的 残缺 不 全 的 倒 易 
单位 格子 拼 在 一 起 ,并 构成 一 个 以 2a* ,26* 和 <c* 为 边 长 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”, 它 也 
是 一 个 侧面 心 C 格子。 由 这 样 一 个 侧面 心 C 格子 的 “ 倒 易 点 阵 单 元 ” 沿 三 维 方向 
平移 才 可 以 构建 成 完整 的 相应 的 倒 易 点 阵 , 它 必然 也 是 一 个 侧面 心 C 倒 易 点 阵 。 
所 以 从 点 阵 的 角度 来 看 ,侧面 心 C 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 也 是 个 侧面 心 C 点 阵 。 


3.3.4 ”晶体 的 体 心 1 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 


同样 道理 ,仍然 以 上 述 初 基 了 晶体 点 阵 参数 a ,b,c,a,B 和 7 相同 的 参数 建立 
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晶体 的 体 心 了 点 阵 , 那 么 其 倒 易 点 阵 的 参数 4a" ,6" co 和 入 也 必然 与 初 基 
图 3-3-5Ca) 给 出 了 代表 整个 体 心 1 晶体 点 阵 的 一 个 单位 格子 。 在 这 平行 六 

面体 中 除了 8 个 顶 角 上 具有 阵 点 之 外 ,在 单位 格子 的 体 中心 还 有 一 个 非 初 基 附 加 
阵 点 , 它 的 非 初 基 平移 为 (ts 十 十 t.)/2。 这 一 单位 格子 自然 也 是 一 个 体 心 1 格子。 
由 于 增添 了 非 初 基 附 加 阵 点 , 体 心 工 点 阵 中 7 个 基本 面 族 的 面 间距 离 d!' 与 点 阵 的 
6 个 基本 特征 参数 ac,o,c,a,8 和 7Y( 其 中 o 一 p 一 7 一 90 ) 将 有 如 下 关系 : 

dio = a/2, dlyo = 6/2, diy 一 c/2 

dio = ab/(a: +6) ,diy = ac/(a? + oe) 

di 一 py/ 本 十 cd = abc/2(a darc to) (3.3.13) 


(a) 


图 3-3-5 《a) 蝇 体 的 体 心 点 阵 中 的 单位 格子 ;(b) 相 应 的 倒 易 点 阵 中 由 8 个 残缺 不 全 的 倒 
易 单位 格子 所 构成 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”;“ 倒 易 点 阵 单元 ”及 其 所 构建 的 倒 易 点 阵 都 是 面 心 的 


由 式 (3. 3. 13)7 个 基本 面 族 的 面 间距 离 d' 的 相对 比值 及 面 族 面 法 线 方 向 ,可 
以 确定 相应 的 7 个 基本 单位 倒 易 矢量 H', 以 及 由 它们 给 出 的 7 个 基本 倒 易 阵 点 ， 
如 图 3-3-5(b) 所 示 。 基 本 倒 易 阵 点 的 指数 可 以 由 单位 倒 易 矢量 H' 的 模 值 与 倒 易 
点 阵 平移 周期 a* ,b" 和 <“ 的 关系 来 确定 ,也 可 以 如 3. 3. 3 节 那 样 ,通过 与 初 基 已 
点 阵 的 比较 推导 非 初 基 情 况 的 基本 倒 易 阵 点 的 指数 。 

由 于 已 经 指定 非 初 基体 心 1 的 晶体 点 阵 具 有 与 初 基 了 的 晶体 点 阵 完 全 一 样 
的 点 阵 参数 ,由 式 (3. 3. 6) 可 知 它们 相应 的 倒 易 点 阵 也 应 具有 完全 相同 的 倒 易 点 阵 
参数 o ,b,c* ,a* ,8" 和 7* ,以 及 体积 和 参数 完全 相同 的 倒 易 单位 格子 。 比 较 式 
(3. 3.13) 和 式 (3. 3. 8) 可 知 : 

dioo 5 dioo72， doio Es 0107 2 db do11/2»dho = dtio 
dio 二 dio ? da 3 dai ? dln > dni1/2 (3. 3. 14) 
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从 式 (3. 3. 14) 与 式 (3. 3.7) 可 以 推 知 两 个 倒 易 点 阵 中 基本 的 单位 倒 易 矢量 之 间 的 
关系 ; 
Hio 5 2Hioo ， Ho。 人 2Ho ， Hoo 二 2Hoo ， Hi 一 Hm 
Hio = Ho ，Ho = Ho ，H = 2H， (3. 3. 15) 

由 式 (3. 3. 15) 可 以 得 知 , 体 心 工 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 中 由 单位 倒 易 矢量 了 oo, Hio 
和 Hou 所 给 定 的 倒 易 阵 点 应 具有 的 指数 分 别 为 110,101 和 011, 它们 与 初 基 的 情 
况 一 样 。 由 单位 倒 易 矢量 Ho ,Ho ,Hoo ,Hi 所 给 定 的 基本 倒 易 阵 点 应 具有 的 指 
数 为 200,020,002 和 222。 由 此 可 知 ,在 体 心 工 晶 体 点 阵 的 倒 易 点 阵 中 , 指数 为 
100,010,001 和 111 的 基本 倒 易 阵 点 根本 不 存在 ,由 此 可 以 推 知 整个 倒 易 点 阵 中 
其 他 许多 倒 易 阵 点 也 将 有 规律 地 系统 地 消失 。 在 图 3-3-5(b) 中 ,根据 上 述 7 个 基 
本 的 单位 倒 易 矢量 在 以 a ,b" 和 <* 所 构建 的 三 维 格子 中 的 取向 位 置 ,也 同样 可 以 
直接 地 确定 它们 所 给 定 的 倒 易 阵 点 应 有 的 指数 ,并 且 从 中 推 知 倒 易 点 阵 中 一 些 阵 
点 消失 的 规律 。 

从 图 3-3-5(b) 以 及 有 关 讨 论 中 可 以 获知 ,与 晶体 体 心 工 单位 格子 相对 应 的 由 
4a ,b" 和 5 所 给 出 的 倒 易 单位 格子 是 一 个 只 有 4 个 倒 易 阵 点 组 成 的 残缺 不 全 的 
平行 六 面体 。 它 并 不 是 倒 易 点 阵 的 基本 单元 。 由 这 样 一 个 残缺 不 全 的 倒 易 单位 格 
子 沿 三 维 方向 周期 地 平移 不 能 构建 成 一 个 完整 的 相应 的 倒 易 点 阵 。 只 有 8 个 不 同 
取向 的 残缺 不 全 的 倒 易 单位 格子 拼 在 一 起 ,才能 构成 一 个 如 图 3-3-5(b) 所 示 的 以 
2a ,20 和 2c" 为 边 长 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”, 它 是 一 个 面 心 下 格子 。 由 这 样 一 个 面 
心 王 格子 的 倒 易 点 阵 单元 " 沿 三 维 方向 平移 才能 构建 成 完整 的 相应 的 倒 易 点 阵 ， 
它 自然 也 是 一 个 面 心 下 点 阵 。 纯 粹 从 点 阵 的 性 质 来 看 ,晶体 的 体 心 了 点 阵 ,其 倒 
易 点 阵 是 一 个 面 心 下 点 阵 。 


3.3.5 兢 体 的 面 心 下 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 


同样 道理 ,仍然 以 初 基 了 晶体 点 阵 参 数 ,a,5,c,a,B,Y 相同 的 参数 建立 晶体 的 
面 心志 点 阵 , 那 么 其 倒 易 点 阵 的 参数 a ,6b” ,c* ,a* ,8* ,y" 也 必然 与 初 基 傅 况 
相同 。 

图 3-3-6(4a) 给 出 了 代表 整个 面 心 下 晶体 点 阵 的 一 个 单位 格子 。 在 这 一 平行 
六 面体 中 ,除了 8 个 顶 角 上 具有 阵 点 之 外 ,在 a6 平 面 bc 平面 和 ac 平面 的 面 中 心 
都 有 附加 的 非 初 基 阵 点 ,它们 的 非 初 基 平 移 分 别 为 (十 4)/2, (bg 十 tk)/2 和 (ts 十 
t.)/2。 这 一 平行 六 面体 自然 也 是 一 个 面 心 下 的 单位 格子 。 由 于 增添 了 3 个 非 初 
基 附 加 阵 点 , 面 心 下 点 阵 中 7 个 基本 面 族 的 面 间距 离 4 与 点 阵 的 6 个 基本 特征 参 
数 a,6,c,a,B,Y( 其 中 a 二 BY 二 90") 将 有 如 下 关系 : 

diw = a/2, do = 6/2, d®i = c/2 
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co = op/2(a2 + 0) 2, dh = ac/2Ca? 十 ce 
dh = /2 + ec) 
dh = be/ (a ae +e) (3. 3. 16) 


(a) (b) 


图 3-3-6 《a 晶体 的 面 心 下 点 阵 中 的 单位 格子 ;(b) 相 应 的 倒 易 点 阵 中 由 8 个 残缺 不 全 的 倒 易 
单位 格子 所 构成 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”“ 倒 易 点 阵 单元 ”及 其 所 构建 的 倒 易 点 阵 都 是 体 心 了 的 


由 式 (3. 3. 16)7 个 基本 面 族 的 面 间距 离 & 的 相对 比值 及 面 族 的 面 法 线 方向 
可 以 确定 相应 的 7 个 基本 单位 倒 易 矢量 H' ,以 及 它们 给 出 的 7 个 基本 倒 易 阵 点 ， 
如 图 3-3-6(b) 所 示 。 基 本 倒 易 阵 点 的 指数 可 以 通过 单位 倒 易 矢量 下 的 模 值 与 倒 
易 点 阵 平 移 周期 a” ,6* ,c* 的 关系 来 确定 ,也 可 以 如 第 3.3.3 和 3. 3.4 节 那样 , 通 
过 与 初 基 卫 点 阵 的 比较 ,推导 出 非 初 基 情 况 的 基本 倒 易 阵 点 的 指数 。 
由 于 已 经 指定 非 初 基 面 心 了 的 晶体 点 阵 具 有 与 初 基 忆 的 晶体 点 阵 一 样 的 点 
阵 参数 ,由 式 (3. 3. 6) 可 知 它们 相应 的 倒 易 点 阵 也 应 具有 相同 的 倒 易 点 阵 参 数 a” ， 
b,c" ,a* ,B* 和 7” ,而 且 倒 易 单 位 格子 的 体积 和 参数 也 应 相同 。 比 较 式 (3. 3. 16) 
和 式 (3. 3.8) 可 知 ; 
aioo 和 dioo/2， do Ee doo/2， doo -> doo1 /2， dio 二 diio/2 
dio = dio/2, don = dd /2, di = dD (3. 3. 17) 
从 式 (3. 3. 17) 与 式 43. 3. 7) 可 以 推 知 两 个 倒 易 点 阵 中 基本 的 单位 倒 易 矢量 之 间 的 
关系 : 
Hio = 2Hiw, Ho = 2Hoo，Hou = 2Hou ，Hn。 一 2Hio 
Hio -= 2Hio , Ho 2Ho， » Hn 三 Hn (3. 3. 18) 
由 式 (3. 3. 18) 可 以 得 知 面 心 下 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 中 ,由 基本 的 单位 倒 易 矢量 
Hi 所 给 定 的 倒 易 阵 点 应 有 指数 为 111, 它 与 初 基 的 情况 一 样 。 而 由 单位 倒 易 矢量 
Hio ,Hoo ,Hoo ,Ho,Hto 和 Ho 所 给 定 的 倒 易 阵 点 应 有 指数 分 别 为 200,020,002， 
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220,202 和 022。 可 以 肯定 ,在 面 心 下 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 中 ,指数 为 100,010， 
001,110,101 和 011 的 基本 倒 易 阵 点 根本 不 存在 ,而 且 可 以 推 知 整个 倒 易 点 阵 中 
还 有 许多 倒 易 阵 点 也 将 有 规律 地 系统 地 消失 。 直 接 从 图 3-3-6(b) 所 示 的 基本 倒 
易 单位 矢量 H" 在 以 a” ,b* 和 所 构建 的 三 维 格子 中 的 取向 位 置 ,也 可 以 直观 地 
确定 每 个 Hi 所 给 定 的 倒 易 阵 点 应 具有 的 指数 。 

从 以 上 的 讨论 及 图 3-3-6 可 以 得 知 ,与 晶体 面 心 下 点 阵 中 的 单位 格子 相对 应 
的 由 a* ,b* 和 fc 所 给 出 的 倒 易 单位 格子 ,是 一 个 只 有 两 个 倒 易 阵 点 的 残缺 不 全 的 
平行 六 面体 , 它 并 不 是 倒 易 点 阵 的 基本 单元 。 由 这 样 残缺 不 全 的 倒 易 单位 格子 沿 
三 维 方向 周期 地 平移 并 不 能 构建 一 个 完整 的 相应 的 倒 易 点 阵 。 只 有 由 8 个 不 同 取 
向 的 残缺 不 全 的 倒 易 单位 格子 拼 在 一 起 ,并 构成 一 个 以 2a ,26" 和 2c* 为 边 长 的 
体 心 1 格 子 , 才 是 “ 倒 易 点 阵 单元 ”[ 见 图 3-3-6C(b) ]。 由 这 样 的 “ 倒 易 点 阵 单 元 ” 才 
能 正确 地 构建 成 相应 的 倒 易 点 阵 , 所 构建 的 倒 易 点 阵 是 体 心 工 点 阵 。 所 以 ,纯粹 从 
点 阵 性 质 看 ,晶体 的 面 心 节点 阵 , 其 倒 易 点 阵 是 一 个 体 心 工 点 阵 。 


3.3.6 非 初 基 唱 体 点 阵 的 倒 易 点 阵 中 部 分 
倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 


通过 上 述 各 节 的 讨论 ,我 们 对 晶体 点 阵 与 其 倒 易 点 阵 的 相互 关系 可 以 简单 归 
结 如 下 。 

晶体 点 阵 是 晶体 内 部 结构 三 维 周期 排列 的 客观 反映 ,晶体 点 阵 的 特征 参数 
(a,b,c,a,B 和 7Y) 和 它 所 具有 的 平移 群 特 征 都 有 确定 的 物理 学 定义 和 内 容 。 昌 然 ， 
从 晶体 点 阵 可 以 严格 地 推导 出 它 的 倒 易 点 阵 ,而 从 倒 易 点 阵 也 可 以 严格 地 推导 出 
相应 的 晶体 点 阵 。 但 是 晶体 点 阵 只 能 被 定义 为 晶体 点 阵 , 而 不 能 被 定义 为 倒 易 点 
阵 ; 同样 ,晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 只 能 被 定义 为 倒 易 点 阵 ,而 不 能 认为 是 晶体 点 阵 。 

对 于 晶体 点 阵 ,无论 是 初 基点 阵 还 是 各 种 非 初 基点 阵 ,都 可 以 用 ab 和 “或 者 
以 点 阵 六 参数 a,6,c,a,B 和 7 分 割 为 无 穷 多 个 单位 格子 ,而 且 全 部 单位 格子 都 是 
完全 相同 的 。 每 一 个 单位 格子 都 充分 表达 也 代表 着 整个 晶体 点 阵 的 特征 ,包括 点 
阵 特 征 参 数 和 平移 群 特 征 等 。 因 而 无 论 初 基点 阵 或 非 初 基点 阵 都 可 以 由 一 个 单位 
格子 作 代 表 推 导 相 应 的 倒 易 点 阵 和 相应 的 单位 倒 易 格子 。 

对 于 倒 易 点 阵 来 说 ,情况 就 不 完全 是 这 样 。 只 有 初 基 的 晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 ， 
也 是 初 基 的 点 阵 , 以 3 个 基本 周期 平移 a” ,b” 和 ¢” ,或 者 以 倒 易 点 阵 六 参数 a*， 
六 ca 8 和 7" 所 分 割 的 无 穷 多 个 单位 倒 易 格子 是 相互 等 同 的 ,它们 都 是 8 个 
顶 角 上 具有 倒 易 阵 点 的 初 基 倒 易 单位 格子 。 每 一 个 这 样 的 倒 易 格子 都 代表 了 整个 
初 基 倒 易 点 阵 的 全 部 特征 ,并 可 由 三 维 周期 平移 构建 整个 倒 易 点 阵 。 但 是 , 非 初 基 
晶体 点 阵 的 倒 易 点 阵 就 不 完全 是 这 样 了 ,由 a ,b* 和 ce* 或 倒 易 点 阵 六 参数 所 分 割 
的 (无 穷 多 个 ) 单 位 倒 易 格子 ,它们 在 取向 上 并 不 相同 ,其 主要 因素 是 每 个 单位 倒 易 
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格子 都 是 残缺 不 全 的 ( 即 在 单位 格子 平行 六 面体 的 8 个 顶 角 上 ,只 有 部 分 顶 角 上 存 
在 倒 易 阵 点 ,而 男 一 部 分 项 角 却 是 空 筷 的 )。 单 独 一 个 单位 倒 易 格子 显然 不 能 代表 
整个 倒 易 点 阵 , 也 不 可 能 由 它 的 周期 平移 构建 倒 易 点 阵 , 只 有 以 4 个 或 8 个 不 同 取 
向 的 单位 倒 易 格子 拼 在 一 起 ,组 成 一 个 倒 易 格子 (注意 , 它 不 是 单位 倒 易 格子 ,也 不 
能 称 为 “单位 " 倒 易 格子 ) , 称 之 为 “ 倒 易 点 阵 单 元 ”"。“ 倒 易 点 阵 单元 ”表达 了 整个 倒 
易 点 阵 的 非 初 基 平 移 ( 即 平移 群 ) 特 征 ,但 并 不 表达 倒 易 点 阵 的 周期 平移 特征 ,因为 
它 包 含 着 数 个 单位 倒 易 格子 。 由 “ 倒 易 点 阵 单元 ”可 以 构建 整个 倒 易 点 阵 。 

与 初 基点 阵 不 同 , 非 初 基 的 晶体 点 阵 除 了 如 初 基点 阵 那 样 , 表 达 三 维 周期 的 平 
移 4a,6b 和 * 之 外 ,还 包含 着 特征 的 非 初 基 平 移 , 因 而 在 认识 和 推导 各 种 非 初 基 唱 体 
点 阵 的 倒 易 点 阵 时 ,除了 运用 在 晶体 点 阵 中 反映 三 维 周期 特性 的 (100), (010) 和 
(001)3 个 基本 面 族 ,推导 出 3 个 基本 的 单位 倒 易 矢量 Hio ,Hoo 和 Ho 外 ,还 必须 
运用 与 各 种 非 初 基 平移 附加 阵 点 直接 有 关 的 (110),(101),(011) 和 (111) 等 4 个 基 
本 面 族 ,从 而 推导 出 相应 的 单位 倒 易 矢量 Huo ,Ho ,Hu 和 Hi。 只 有 依据 这 7 个 
(而 不 是 3 个 ) 基 本 的 单位 倒 易 矢量 所 给 定 的 倒 易 阵 点 ,以 及 它们 的 周期 重复 才能 
构建 一 个 正确 并 完整 的 倒 易 点 阵 。 由 此 可 知 ,对 于 各 种 非 初 基 的 晶体 点 阵 ,必须 同 
时 运用 点 阵 的 周期 平移 特征 和 非 初 基 平 移 ( 即 平移 群 ) 特 征 ,才能 正确 认识 和 建立 
其 倒 易 点 阵 。 同 样 道理 ,从 倒 易 点 阵 出 发 ,只 有 同时 运用 倒 易 点 阵 的 周期 平移 特征 
《点 阵 六 参数 ) 和 非 初 基 平移 特征 ( 倒 易 点 阵 中 部 分 倒 易 阵 点 系统 地 消失 的 规律 ) 才 
能 正确 地 推导 出 相应 的 晶体 点 阵 。 

在 倒 易 点 阵 中 ,每 个 单位 倒 易 矢量 所 给 定 的 倒 易 阵 点 , 它 的 指数 是 由 该 单位 
倒 易 矢量 的 模 值 与 倒 易 点 阵 参 数 (a* ,2 co ,B* 和 7" ) 的 比例 关系 来 确定 ， 
而 不 是 直接 等 于 相应 面 族 的 面 指数 (hokolo)。 这 一 原理 对 于 非 初 基 情况 特别 重 
要 。 由 于 非 初 基 品 体 点 阵 中 存在 着 非 初 基 平 移 的 附加 阵 点 ,从 而 使 相应 的 倒 易 
点 阵 中 部 分 倒 易 阵 点 根本 不 可 能 出 现 。 这 种 部 分 倒 易 阵 点 缺损 是 涉及 整个 倒 易 
点 阵 的 三 维 倒 易 空间 , 即 涉及 指数 为 hkl 的 倒 易 阵 点 ,而 且 这 种 缺损 是 一 种 系统 
的 和 有 规律 的 消失 。 显 然 , 倒 易 点 阵 中 指数 为 hkl 的 部 分 倒 易 阵 点 系统 地 消失 
规律 是 直接 地 决定 于 晶体 点 阵 的 平移 群 特征 ,因而 ,对 倒 易 点 阵 中 部 分 hgl 类 型 
阵 点 系统 消失 规律 的 分 析 , 可 以 推导 出 晶体 点 阵 所 存在 的 非 初 基 平移 特性 ,从 而 
确定 其 平移 群 。 从 本 章 上 述 各 节 的 讨论 及 图 示 都 可 以 总 结 出 如 下 的 规律 (如 
表 3-3-1 所 示 )。 

现在 ,从 倒 易 点 阵 出 发 ,通过 部 分 倒 易 阵 点 系统 消失 规律 和 倒 易 点 阵 六 参数 ， 
我 们 可 以 推导 出 相应 的 晶体 点 阵 的 平移 群 特性 和 晶体 点 阵 六 参数 ,从 而 构建 起 正 
确 的 晶体 点 阵 。 这 样 的 推演 过 程 正 是 X 射线 晶体 学 研究 的 重要 任务 之 一 。 具 体 
说 ,由 倒 易 点 阵 六 参数 (a” ,六 ,co ,8* 和 7* ) 推 导出 晶体 点 阵 六 参数 ( 见 3. 2. 2 
节 ) ,而 从 倒 易 点 阵 中 部 分 AL 阵 点 的 系统 消失 规律 ,推导 出 晶体 点 阵 的 非 初 基 平 
移 特 征 。 
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表 3-3-1 各 种 晶体 点 阵 的 非 初 基 平移 与 倒 易 点 阵 中 部 分 阵 点 系统 消失 规律 


晶体 点 阵 相应 倒 易 点 阵 中 部 分 倒 易 阵 点 系统 消失 
初 基点 阵 hk! 类 型 阵 点 不 存在 消失 
侧面 心 4 点 阵 hk! 类 型 阵 点 十 1 二 24 十 1 消失 
侧面 心 B 点 阵 hk! 类 型 阵 点 有 十 /一 24 十 1 消失 
侧面 心 C 点 阵 甩 ! 类 型 阵 点 十 k 一 2n 十 1 消失 
体 心 工 点 阵 hk! 类 型 阵 点 十 十 /二 2w 十 1 消失 
面 心 正点 阵 ARL 类 型 阵 点 上 十 1 二 2n 十 1,h 十 1 二 2n 十 1, 有 十 k 二 2n 十 1 消失 


注 :这 里 的 ,k,l 的 定义 见 3.2.1 节 ,而 为 整数 。 
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第 四 章 X 射 线 在 晶体 中 的 衍射 
3.4.1 劳 埃 (Laue) 方 程 


根据 经 典 电 动力 学 的 观点 ,对 于 X 射线 通过 物质 时 所 发 生 的 相干 散射 可 以 作 
这 样 描述 :X 射线 为 一 电磁 波 , 当 它 通过 物质 时 ,物质 内 原子 中 的 电子 在 其 电磁 场 
的 作用 下 被 迫 发 生 振 动 ,振动 的 频率 等 于 投射 波 电磁 场 振动 的 频率 。 这 种 振动 着 
的 电子 此 时 便 成 为 新 的 次 级 电磁 波 的 波源 , 它 所 发 射出 来 的 次 级 电磁 波 的 频率 等 
于 电子 本 身 振动 的 频率 ,也 就 是 等 于 作用 于 电子 的 投射 波 电磁 场 之 振动 频率 , 它 的 
波长 等 于 人 射 的 原始 X 射线 的 波长 ,但 其 方向 是 向 四 面 八方 传播 。 

晶体 对 X 射线 的 衍射 效应 是 由 晶体 中 的 原子 对 X 射线 的 散射 所 引起 的 ,而 原 
子 对 X 射线 的 散射 作用 又 是 原子 中 的 电子 对 X 射线 的 散射 所 导致 的 结果 。 不 过 ， 
在 此 我 们 并 不 考虑 由 于 原子 中 的 电子 之 间 所 引起 的 衍射 效应 ,而 是 把 原子 近似 地 
看 成 为 次 级 X 射线 波 的 点 波源 ,并 且 认 为 从 一 个 原子 所 发 射出 来 的 次 级 X 射线 
波 , 在 各 个 方向 上 均 有 相同 的 振幅 值 ,其 大 小 取决 于 该 原子 中 的 电子 数目 。 


3.4.1.1 一 维 原子 列 的 情况 


首先 我 们 讨论 一 个 重复 周期 为 a 的 无 限 原 子 列 对 X 射线 的 衍射 效应 。 如 图 
3-4-1 所 示 ,A 和 B 是 此 无 限 原子 列 上 的 两 个 相 邻 原子 ,其 间距 等 于 重复 周期 a。 
设 有 一 束 平行 的 X 射线 以 与 该 原子 列 成 ao 的 夹 角 入 射 ,此 时 各 原子 即 发 出 次 级 X 
射线 。 假 定 他 们 相互 干涉 后 的 结果 在 与 原子 列 成 w 夹 角 的 方向 上 产生 衍射 线 , 那 
么 相 邻 两 原子 的 次 级 射线 之 间 的 光 程 差 应 为 波长 4 的 整数 倍 。 只 有 满足 这 一 条 
件 , 相 干涉 才能 得 以 充分 加 强 , 从 而 在 此 方向 上 的 衍射 得 以 产生 。 

从 图 3-4-1 可 知 , 光 程 差 A 应 等 于 : 


A= (EA++AD+DG)— (FC+CB+BH) (3.4.1) 
显然 ,EA 二 FC,DG 王 BH, 所 以 式 (3.4.1) 应 有 
A 一 4D 一 CB (3. 4. 2) 
又 因为 AD=acosa, ,CB= acosago 


代 人 式 (3. 4.2) 可 得 : 

A = 4Qcosahn 一 QCOSao (3. 4. 3) 
根据 上 述 的 衍射 得 以 存在 的 条 件 , 式 (3. 4. 3) 中 的 光 程 差 A 必须 等 于 整数 倍 波长 ， 
由 此 可 推导 出 一 维 原子 列 衍射 得 以 发 生 的 劳 埃 (Laue) 方 程 如 下 ， 

alcosa, 一 cosao ) = HA (3. 4. 4) 
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图 3-4-1 导出 劳 埃 条 件 的 示意 图 


其 中 4 是 X 射线 的 波长 ,而 A 是 整数 。 

如 果 假 设 X 射线 沿 单位 矢量 So 方向 人 射 , 并 且 散 射 波 是 沿 着 单位 矢量 $ 方向 
得 以 充分 加 强 , 如 图 3-4-1 所 标 出 的 那样 ,那么 表达 光 程 差 A 的 式 (3.4. 3) 还 可 以 
表示 为 


A=a.(S—S,) (3. 4. 5) 
同样 ,根据 衍射 线 得 以 加 强 的 条 件 ,必须 满足 : 
av. (S 一 So) 二 从 (3. 4. 6) 


式 (3. 4.4) 和 (3.4.6) 具 有 同样 的 内 容 , 它 们 都 表达 着 周期 为 a 的 原子 列 上 , 相 邻 原 
子 的 人 射 与 散射 光路 程 差 为 整数 (h) 波 长 时 ,在 此 方向 上 散射 光 之 间 的 干涉 得 以 
充分 加 强 , 衍 射 得 以 发 生 。 

显然 ,无 论 式 (3.4.4) 或 式 (3.4.6), 当 有 为 某 一 特定 整数 时 , 即 原 子 列 上 相 邻 
原子 人 射 与 散射 光 的 路 程 差 为 某 一 特定 整数 (4) 波 长 时 ,衍射 条 件 得 以 满足 。 此 
时 ,散射 光 的 衍射 方向 并 非 如 图 3-4-1 所 示 只 有 一 条 直线 方向 ,而 是 由 无 限 多 的 衍 
射 直线 所 构成 的 衍射 圆锥 。 如 图 3-4-2 所 示 。 换 名 话说 ,满足 式 (3.4.4) 或 式 
(3.4. 6), 且 hh 为 某 一 特定 整数 的 衍射 线 方向 应 该 是 一 个 圆锥 。 在 图 3-4-2 中 , 原 
子 列 上 无 限 多 个 原子 应 有 无 限 多 个 衍射 贺 锥 ,但 它们 的 衍射 方向 完全 相同 ,它们 相 
互 全 加 ,在 振幅 上 得 以 加 强 。 因 而 ,如 果 把 由 无 限 多 个 原子 所 构成 的 原子 列 看 作为 
一 个 整体 ,那么 对 于 此 原子 列 ,满足 式 (3. 4. 6) 条 件 , 当 h 为 某 一 特定 整数 时 ,衍射 
方向 S; 上 将 只 是 一 个 圆锥 , 而 不 是 无 穷 多 个 平行 的 圆锥 。 不 难 理解 ,一 维 原子 列 
满足 式 (3. 4. 6) 条 件 的 衍射 方向 应 有 4 个 共 轴 共 原 点 的 圆锥 。 图 3-4-3 表示 人 射 
光 以 ao 角 在 So 方向 上 入射 一 维 原子 列 , 当 满 足 劳 埃 方程 的 条 件 时 ,其 中 疡 分 别 为 
2,1,0,1,2,3 和 4 的 衍射 方向 锥 S; ,Si ,So ,Si ,Ss ,Ss 和 Si。 而 方向 锥 S$o 实际 上 就 是 
入 射 光 对 一 维 原 子 列 的 入射 锥 ,在 这 锥 面 上 人 射 的 人 射 光 都 满足 人 射 角 为 wo 。 
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图 3-4-2 一 维 原子 列 满足 劳 埃 条 件 ,并 且 有 为 某 一 特定 整数 时 ， 
由 无 限 个 同 轴 圆 锥 构成 入 射 方向 S;。 而 S$ 当然 是 在 以 2w 圆锥 
角 上 得 到 满足 


图 3-4-3 一 维 原子 列 满足 劳 埃 条 件 , 当 人 射线 以 人 射 角 的 So 
方向 人 射 时 ,h 为 2,1,0,1,2,3 和 4 的 衍射 方向 锥 S ,Si ,So ,Si， 
Ss ,Ss 和 Si 的 示意 图 


3.4.1.2 二 维 原子 网 的 情况 


以 平移 周期 a 和 平移 周期 6 分 别 沿 坐标 轴 X 和 Y 所 构成 的 原子 网 ,对 特定 方 
向 人 射 XX 射线 发 生 衍 射 加强 的 劳 埃 条 件 是 与 一 维 原子 列 的 情况 十 分 类 似 。 显 然 ， 
对 Y 轴 方 向 而 言 ,以 平移 周期 6 相隔 的 那些 原子 列 中 相 邻 原子 列 之 间 的 散射 干涉 
得 以 充分 加 强 , 亦 必须 满足 光 程 差 为 整数 波长 , 亦 即 必须 满足 下 列 劳 埃 条 件 ， 


* 271 。 


(cospB — cosB) = 内 (3. 4.7) 
其 中 民 及 Bi 分 别 表示 入 射线 和 次 级 衍射 线 与 Y 轴 之 间 的 角度 ,而 4 为 整数 。 
如 果 S。 和 S 分 别 表示 X 射线 在 人 射 方向 上 和 衍射 方向 上 的 单位 矢量 ,那么 式 
(3.4.7) 所 表示 的 劳 埃 条 件 也 可 以 表示 为 : 
b。(S 一 So) 一 及 (3. 4. 8) 
其 中 b 是 沿 工 轴 方 向 的 基本 周期 平移 失 量 。 
因而 ,对 于 二 维 原 子 网 的 情况 ,必须 同时 使 式 (3. 4. 4) 和 式 (3. 4.7) 得 以 满足 : 
al(cosa, 一 cosao ) 一 内 
blcosB — cos®) = 从 (3. 4. 9) 
式 (3.4.9) 也 可 以 用 入 射 与 衍射 方向 的 单位 矢量 表示 为 : 
a"(S 一 S ) 一 内 
b。(S 一 S ) 王 有 从 (3. 4. 10) 
很 显然 , 式 (3. 4. 9) 或 式 (3. 4. 10) 的 二 维 劳 埃 条 件 得 以 满足 时 ,散射 干涉 得 以 充分 
加 强 , 衍 射 可 以 发 生 。 而 衍射 方向 将 如 图 3-4-4 所 示 , 发 生 在 以 X 轴 和 YY 轴 为 轴 
线 的 两 族 衍射 锥 的 相交 线 上 。 图 3-4-4 仅 以 各 自 的 一 个 衍射 锥 分 别 表 示 以 二 维 原 


点 的 衍射 锥 族 。 两 族 衍射 锥 当然 也 是 共 原 点 于 二 维 原子 网 上 , 即 图 3-4-4 所 示 的 
O 〇 点 上 。 从 图 3-4-4 不 难看 出 , 当 X 射线 以 So 为 人 射 方向 ,只 有 衍射 锥 的 相交 线 
上 的 方向 才能 满足 式 (3. 4. 9) 或 式 (3. 4. 10)。 换 名 话说 ,只 有 这 些 衍射 锥 的 相交 线 
的 方向 ,衍射 才 可 以 发 生 。 由 此 可 知 ,对 于 二 维 原子 网 的 情况 ,衍射 将 不 是 连续 的 
衍射 锥 或 一 族 共 原点 共 轴 的 连续 的 衍射 锥 ,而 是 一 些 不 连续 的 衍射 线 ,这 些 入射 线 
就 是 两 族 共 原点 衍射 锥 之 间 的 相交 线 。 


| 


BA 


图 3-4-4 二 维 原子 网 散射 干涉 锥 ,满足 劳 埃 条 件 的 示意 图 
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3.4.1.3 三 维 原 子 阵 的 情况 


如 果 仍 然 以 上 述 由 基本 单位 周期 a 和 总 构成 的 二 维 原 子 网 为 基础 ,三 维 原 子 
阵 就 是 这 些 原 子 网 沿 坐 标 轴 2 以 基本 单位 周期 c 的 平移 重复 。 

显然 ,对 Z 轴 方向 而 言 ,以 平移 周期 c 相隔 的 二 维 原子 网 族 中 , 相 邻 原子 网 之 
间 的 散射 干涉 得 以 充分 加 强 , 亦 必须 满足 光 程 差 为 整数 波长 , 亦 即 必须 满足 下 列 劳 
埃 条 件 : 

clcosy/— cosyo) 一 从 (3.4.11) 
其 中 yo 及 % 分 别 表示 人 射线 和 衍射 线 与 2 轴 之 间 的 角度 ,而 / 是 整数 。 

同样 ,如 果 以 Se 和 8 分 别 表 示 X 射线 入 射 方向 和 衍射 方向 上 的 单位 矢量 , 那 

么 式 (3. 4. 11) 所 表示 的 劳 埃 条 件 也 可 以 表示 为 
c。(sS 一 S$) 一 人 (3. 4. 12) 
其 中 c 是 沿 Z 轴 方 向 的 基本 周期 平移 矢量 。 
对 于 三 维 原子 阵 的 情况 , 当 散 射 干 涉 得 以 充分 加 强 , 衍 射 得 以 发 生 ,必须 使 式 
(3. 4. 4) , 式 (3. 4.7) 和 式 (3. 4. 11) 同 时 得 以 满足 , 即 : 
a(lcosas 一 cosgo) = 从 
blcosB — cosB) = 内 
cl(cosy,— cosyo) 一 从 (3. 4. 13) 
式 (3.4.13) 也 可 以 用 入 射 与 衍射 方向 的 单位 矢量 表示 , 当 式 (3. 4.6), 式 (3. 4. 8) 和 
式 (3.4. 12) 同 时 得 到 满足 时 ,衍射 得 以 发 生 : 
a。(S$ 一 Su) 一 从 
b.($ 一 So ) 一 从 
c，(S 一 SS ) 一人 (3. 4. 14) 
式 (3. 4. 13) 和 式 (3. 4. 14) 都 称 为 劳 埃 方程 组 。 

要 从 三 维 原子 阵 得 到 衍射 必须 满足 劳 埃 方程 组 。 而 劳 埃 方程 组 中 3 个 条 件 同 
时 得 到 满足 将 意味 着 以 X 轴 、Y 轴 和 Z 轴 为 轴线 的 衍射 锥 同时 相交 于 一 直线 ,如 
图 3-4-5 所 示 。 当 和 X 射线 对 三 维 原 子 阵 以 特定 方向 S 人 射 ,3 个 不 同 轴 向 的 衍射 
锥 同时 相交 的 直线 就 是 三 维 原子 阵 得 以 衍射 的 方向 S。 从 图 3-4-5 可 以 理解 ,三 维 
原子 阵 位 于 坐标 原点 O 上 , 它 应 有 分 别 以 X,Y,2Z 轴 为 轴线 的 共 轴 线 并 共 原 点 的 
三 族 衍射 锥 ,而 且 三 族 衍射 锥 又 共 原点 于 O 上。 显然 ,3 个 不 同 轴 向 的 衍射 锥 同时 
相交 的 直线 ,其 数目 虽然 是 有 限 的 ,但 却 是 十 分 可 观 的 , 它 完 全 决定 于 X 射线 的 波 
长 4 的 大 小 ,3 个 基本 周期 平移 4a,6b 和 < 的 大 小 ,以 及 X 射线 的 人 射 方向 S 及 其 变 
动 等 。 

式 (3.4.13) 和 式 (3.4.14) 中 ,h,& 和 1/ 都 是 整数 , 称 为 衍射 指数 (也 称 为 衍射 
指标 ) ,3 个 指数 一 起 表征 了 一 个 衍射 方向 。 在 以 后 的 章节 中 读者 将 知道 , 倒 易 阵 
上 指 数 是 与 衍射 指数 相 一 致 的 。 对 于 特定 波长 4 的 射线 的 特定 人 射 方向 Su , 晶 
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图 3-4-5 三 维 原 子 阵 的 散射 干涉 锥 ,满足 三 维 劳 埃 条 件 的 示意 图 


体 倒 易 点 阵 中 某 一 倒 易 阵 点 将 表达 着 晶体 在 某 特定 方向 上 可 能 发 生 的 衍射 ,这 衍 
射 方向 将 以 此 倒 易 阵 点 的 指数 hkl 表示 。 
像 光 学 中 的 情形 一 样 ,我 们 也 可 以 用 单位 波 矢量 
Wo= (2x/X4) S$, wo = (2x/X) So 
去 代替 S 及 So ,代入 式 (3.4. 14) , 劳 埃 方程 组 就 可 改写 为 : 
a. (WO— Wo) = 2rh 
b。(w 一 wo) = 2xk 
c。，(w 一 Wo) 一 2/ (3. 4. 15) 
式 (3.4. 15) 就 是 用 单位 波 矢量 表达 的 劳 埃 方程 组 。 
可 以 用 一 个 方程 式 来 表达 和 人 射 方向 Se 和 衍射 方向 $, 劳 埃 方程 组 式 (3. 4. 14) 
将 改写 成 为 : 
(一 So) 一 和 CARa ”十 Rb” 十 ie” ) (3. 4. 16) 
式 (3.4.16) 就 称 为 劳 埃 方程 。 其 中 a" ,b” 和 <* 是 晶体 倒 易 点 阵 的 3 个 基本 单位 
倒 易 矢量 。 显 然 ,只 要 以 晶体 点 阵 的 3 个 基本 单位 矢量 a,b 和 < 分别“ 点 乘 ” 劳 埃 
方程 式 (3. 4. 16) 即 可 回 到 式 (3. 4. 14) 所 表达 的 劳 埃 方程 组 (请 参阅 式 (3. 2. 9))。 
式 (3.4.16) 所 表达 的 劳 埃 方程 式 中 ,ha* 十 Ab 十 le* 就 是 在 第 二 章 中 已 阐述 
过 的 倒 易 阵 点 的 倒 易 矢量 ( 见 式 (3. 2. 1) 和 式 (3. 2. 2))。 它 实际 上 就 是 在 倒 易 点 阵 
中 ,从 坐标 原点 到 指数 为 ARL 的 倒 易 阵 点 的 矢量 ,我 们 仍然 以 Hw 或 简单 地 以 H 
表示 : 
Hw = Pa” 十 Rb 十 lc (3. 2. 1) 
在 第 二 章 有 关 “ 晶 体 的 点 阵 及 其 倒 易 点 阵 ? 的 讨论 中 已 经 指出 , 倒 易 矢量 Hw 可 以 
用 同一 倒 易 阵 点 列 的 单位 倒 易 矢量 Hi,s,, 和 整数 n 来 表达 : 
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Hy ee nH (或 表示 为 HH 一 nH) (3. 2. 12) 


此 外 ， 
hh=nho,k = nko,l = nlo (3. 2. 3) 
Hx 一 n(hoa” 十 Rob* 二 :oe ) (372; 11) 
Ho = hoa”™ 二 kob” 二 Loc” (C3, 大 13) 


就 如 3. 2. 3 节 中 曾 指出 的 那样 ,Hw 与 H 的 定义 一 样 ,Hi 与 HL 的 定义 相同 。 在 
以 后 的 章节 中 没有 必要 强调 指数 hkl 之 间 的 关系 时 ,我 们 就 将 Huw 和 Hisi 简写 为 
H 和 Ht ,请 读者 注意 。 
由 此 , 式 (3.4. 16) 所 表达 的 劳 埃 方程 可 以 写成 : 
S 一 So 一 AH (3. 4. 17) 
或 者 写成 
S—S = inHo (3. 4. 18) 
式 (3. 4. 17) 所 表达 的 劳 埃 方程 已 经 将 X 射线 的 人 射 单位 矢量 、 衍 射 单位 矢量 和 
晶体 倒 易 点 阵 中 阵 点 的 倒 易 矢量 联结 在 一 起 ,这 是 一 个 十 分 重要 的 劳 埃 方程 表达 式 。 
式 (3.4.18) 所 表达 的 劳 埃 方程 确切 地 表达 了 从 一 级 衍射 到 级 衍射 之 间 的 关系 。 


3.4.2 劳 埃 (Laue) 方 程 在 反射 球 上 的 表达 


虽然 上 节 推 导 劳 埃 方程 的 时 候 是 以 三 维 原子 阵 作为 模型 , 即 结构 基 元 只 是 一 
个 原子 。 对 于 结构 基 元 是 一 个 包含 有 许多 不 同 种 类 原子 的 复杂 体系 ,其 原理 仍然 
是 一 样 的 。 结 构 基 元 中 每 一 个 原子 (或 离子 .分 子 等 ) 在 晶体 内 部 都 构成 同一 个 三 
维 点 阵 。 显 然 , 结 构 基 元 中 各 个 原子 的 三 维 点 阵 之 间 的 差别 只 是 一 个 原子 之 间 的 
平移 矢量 ,而 它们 的 三 维 点 阵 却 是 完全 相同 的 。 结 构 基 元 中 每 一 原子 的 点 阵 将 满 
足 同样 的 劳 埃 方程 的 某 一 特定 衍射 条 件 , 而 各 个 原子 点 阵 之 间 的 平移 矢量 将 只 是 
给 它们 衍射 线 之 间 带 人 相位 差 , 但 它们 的 衍射 方向 却 是 一 致 的 。 计 及 这 种 相位 差 
的 衍射 波 全 加 后 ,其 结果 将 仍然 是 一 个 满足 劳 埃 方程 的 晶体 衍射 ,而 这 种 表达 着 结 
构 基 元 内 各 原子 间 平 移 的 相位 差 , 正 是 晶体 结构 分 析 研究 所 需要 获得 的 结果 之 一 。 
因而 3. 4. 1 市 所 讨论 的 劳 埃 方程 将 可 充分 表述 晶体 内 部 结构 的 衍射 特征 和 衡 射 发 
生 所 必须 的 条 件 。 
式 (3. 4. 17) 的 劳 埃 方程 指出 了 构成 三 维 点 阵 的 晶体 内 部 原子 (离子 、 分 子 等 ) 
之 间 散 射 干涉 得 以 充分 加 强 , 唱 体 衍射 得 以 发 生 的 条 件 。 式 (3. 4. 17) 可 以 改写 成 
(S—S,)/A4=H (3. 4. 19) 
式 (3.4.19) 有 如 下 的 几何 意义 :三 个 矢量 S/4,So/4 和 HH 构成 一 个 矢量 等 腰 三 
角形 ,如 图 3-4-6 所 示 。 
将 矢量 So/4 的 终点 引 到 倒 易 点 阵 的 坐标 系 原点 O。 为 了 满足 衍射 条 件 , 我 们 
应 该 由 坐标 系 原点 O 起 ,从 无 数 的 倒 易 矢量 中 引出 某 一 个 特定 的 再 来 ,而 这 一 个 
。 275 。 


H 矢量 的 终点 , 即 倒 易 点 阵 中 的 一 个 阵 点 ， 
它 与 矢量 So/ 的 起 点 之 间 以 矢量 S/A 相连 
( 见 图 3-4-6)。 由 于 So 与 $ 是 人 射 光 与 衍 
H “射线 的 单位 矢量 , 若 以 单位 1 作为 它们 的 标 
量 , 即 |$oj 王 1$| 王 1， 此 时 |SoAAI 三 |1SAA| 二 
1/ ,那么 劳 埃 方程 将 可 以 用 简单 的 作 图 法 
给 以 表达 。 
以 矢量 S 的 起 点 为 中 心 画 一 个 半径 为 
图 3-4-6 ， 劳 埃 方程 中 3 个 矢量 构成 的 ”1/4 的 球面 ,我 们 称 此 球面 为 反射 球 。 矢 量 
等 腰 矢 量 三 角形 So /4 的 终点 位 于 倒 易 点 阵 的 坐标 系 原 点 O 
上 , 即 在 矢量 HH 起 点 上 。 假 如 在 球面 上 此 
时 存在 着 倒 易 点 阵 的 某 一 倒 易 阵 点 ,其 指数 为 ARL, 那 么 它 对 应 的 矢量 H 将 满足 衍 
射 条 件 。 只 要 将 S60/X 矢量 的 起 点 与 HH 矢量 的 终点 相连 接 ,这 就 是 表达 hkl 衍射 方 
向 的 $ 矢量 。 也 可 以 简单 地 说 ,从 球 中 心 到 落 在 球面 上 的 倒 易 阵 点 AL 的 方向 ,就 
是 它 的 衍射 方向 S, 此 衍射 的 指数 也 是 hkl。 若 同一 时 间 内 ,同时 有 m 个 倒 易 阵 点 
落 在 球面 上 ,那么 此 刻 将 同时 有 m 个 衍射 发 生 。 图 3-4-7 给 出 了 一 个 通过 坐标 系 
原点 OQ 的 倒 易 点 阵 平 面 ,同时 也 给 出 了 此 倒 易 点 阵 平 面 在 反射 球 上 通过 球 中 心 与 
球面 相 割 的 大 圆 。 在 这 里 我 们 就 暂时 借用 这 种 二 维 的 平面 示意 图 表达 反射 球 与 倒 
易 点 阵 之 间 的 三 维 的 相互 关系 ,并 从 而 表达 劳 埃 方程 所 表述 的 衍射 条 件 。 
图 3-4-7 中 点 C 是 反射 球 的 中 心 ,而 点 O 是 倒 易 点 阵 的 坐标 系 原点 。 
与 倒 易 点 阵 一 样 ,反射 球 本 身 并 没有 实在 的 物理 意义 ,而 仅仅 是 一 种 数学 形 
象 , 它 是 描述 衍射 现象 的 一 种 工具 ,但 它 也 是 诠释 X 射线 对 晶体 衍射 的 基本 方法 。 
值得 指出 的 是 ,在 反射 球 与 倒 易 点 阵 的 相互 关系 中 ,如 图 3-4-7 所 示 , 反 射 球 
土 的 OO 点 是 永远 与 倒 易 点 阵 坐 标 系 原点 重合 在 一 起 的 ,无 论 任 何 相 对 运动 ,它们 
都 不 可 分 离 , 换 名 话说 ,反射 球 与 倒 易 点 阵 可 以 而 且 也 只 能 以 此 重合 点 为 中 心 作 任 
意 的 相对 旋转 运动 ,二 者 不 可 能 作 相 对 的 平移 运动 。 此 外 ,入 射 的 和 射线 , 亦 即 S 
矢量 永远 是 通过 反射 球 的 球 中 心 C 并 到 达 球 面 上 的 O 点 ( 即 与 倒 易 点 阵 坐 标 系 原 
点 永远 重合 在 一 起 的 原点 )。 所 以 ,So 矢量 与 反射 球 的 关系 是 永远 保持 不 变 的 。 
十 分 明显 , 当 和 射线 到 晶体 上 的 角度 改变 时 ,这 相当 于 倒 易 点 阵 相 对 于 反射 
球 以 重合 点 0 为 中 心 的 转动 (或 相当 于 反射 球 相对 于 倒 易 点 阵 的 反方 向 转动 )。 
在 这 相对 运动 过 程 中 ,凡是 与 球面 相交 的 倒 易 阵 点 都 一 定 在 相交 的 时 间 内 , 沿 S 方 
向 发 生 衍射 。 此 外 ,从 图 3-4-7 可 以 推 知 , 当 人 射 的 X 射线 波长 发 生 改 变 时 ,这 就 
相当 于 反射 球 的 半径 发 生 改 变 ( 如 果 让 反射 球 半径 固定 不 变 , 那 么 就 相当 于 倒 易 点 
阵 周 期 参数 的 相对 值 发 生 改 变 ,其 后 果 是 一 样 的 ) ,衍射 的 特征 将 随 之 产生 变化 。 
波长 越 长 ,反射 球 就 越 小 。 当 波长 1 等 于 或 大 于 晶体 的 某 一 面 族 面 间距 & 的 两 倍 
时 ,该 面 族 的 任何 衍射 都 不 会 发 生 。 
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图 3-47 S/4,$,/4 和 Hw3 矢量 构成 的 矢量 三 角形 在 反射 球 
与 倒 易 点 阵 相互 作用 (衍射 发 生 ) 中 的 表达 


3.4.3 布拉格 (Bragg) 方 程 


从 前 面 3. 4. 2 节 的 讨论 中 我 们 知道 ,如 果 X 射线 入 射 方向 So 不 动 , 即 反射 球 
固定 不 动 ,那么 每 一 个 衍射 方向 均 决 定 于 倒 易 阵 点 的 倒 易 矢量 Huw 。 而 式 (3. 2. 3) 
已 指出 : 

h=nmo,k=nRo,l = no (3.2.3) 
这 里 hokolo 在 第 一 篇 有 关 几 何 贞 体 学 原理 中 已 作 过 阅 述 , 它 是 晶体 的 晶 面 指数 
Chokolo), 也 可 以 说 它 是 晶体 点 阵 中 某 一 点 阵 平面 族 的 符号 (hokolo)。 在 ho ,ko 和 
4o 之 间 不 存在 公约 数 。 

如 果 在 图 3-4-6 或 图 3-4-7 中 ,在 3 个 矢量 SA,So/ 和 Hw 所 构成 的 等 腰 三 
角形 中 作 一 垂直 于 yw 且 通过 C 点 的 平面 AB ,那么 它 必然 等 分 S/4 与 So/4 的 夹 
角 。 从 第 二 章 有 关 晶 体 点 阵 与 倒 易 点 阵 的 论述 可 以 推 知 ,与 倒 易 和 撩 量 Hw 垂直 的 
这 一 平面 显然 就 是 平行 于 晶体 点 阵 中 的 (hokolo) 平 面 族 。 现 在 ,对 于 图 3-4-8 中 
的 等 腰 三 角形 ,我 们 只 是 用 三 矢量 的 模 量 1/4,1/4 和 Hiw ,而 不 是 矢量 。 而 且 我 们 
将 两 等 边 ( 即 1/4 与 LA) 的 夹 角 定 义 为 29, 那 么 它 被 (hokolo) 面 族 ( 妈 AB 平面 ) 等 
分 的 角 将 分 别 为 9。 

这 里 值得 提醒 的 是 ,我 们 在 图 3-4-8 中 除了 利用 倒 易 矢量 的 模 值 Hw 之 外 , 根 
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本 没有 涉及 倒 易 点 阵 ,而 且 当 我 们 从 图 3-4-8 去 考察 X 射线 对 晶体 内 部 (hokolo) 
面 族 的 反射 ,此 时 图 中 并 不 存在 倒 易 点 阵 , 而 品 体 或 晶体 点 阵 被 认为 是 在 反射 球 中 
心 C。 射线 在 反射 球 中 仍然 沿 S 方向 人 射 并 沿 S 方向 衍射 。 


衍射 方向 S 
PA 


图 3-4-8 X 射线 对 晶体 的 衍射 在 反射 球 上 的 描述 


从 图 3-4-8 中 的 等 腰 三 角形 (1/4,1/4 和 五 几 ) 直 接 可 以 找 出 如 下 关系 ， 


2sinbw /A = Hin (3. 4. 20) 
这 里 于 mw 是 倒 易 矢量 Hw 的 模 值 ,从 式 (3. 2. 12) 和 式 (3. 2. 6) 可 以 得 知 : 
Hi a n/di nn (3. 4. 21) 


其 中 di 是 蝇 体 点 阵 中 面 族 指数 为 (hokolo) 的 面 间距 离 , 而 ”为 整数 。 

由 此 , 式 (3. 4. 20) 可 以 写成 : 

2Zdi a SinOir = nA (3, 4. 22) 

这 就 是 著名 的 布拉格 (Bragg) 方 程 , 它 是 X 射线 晶体 学 中 最 基本 的 公式 。 在 
上 述 推 演 过 程 中 ,可 以 悉 知 , 它 与 劳 埃 方程 在 实质 上 是 完全 统一 的 ,布拉格 反射 方 
程式 可 以 由 劳 埃 散射 方程 式 推 导出 来 。 

这 里 有 必要 再 次 指出 ,正如 倒 易 点 阵 那样 ,反射 球 只 是 一 种 数学 的 表达 ,而 不 
是 一 种 物理 的 实在 。 反 射 球 的 概念 就 只 是 与 晶体 的 倒 易 点 阵 一 样 ,用 于 衍射 过 程 
的 一 种 数学 手段 。 但 是 ,晶体 的 倒 易 点 阵 与 反射 球 的 相互 关系 又 确实 非常 完善 地 
运用 倒 易 空间 的 概念 描述 了 X 射线 在 晶体 中 的 衍射 。 在 前 面 一 节 中 所 运用 的 反 
射 球 概念 表达 了 X 射线 的 人 射 方向 ( 它 永 远 通过 球 中 心 和 与 倒 易 点 阵 原点 相 重 合 
的 〇 点 )、 衍 射 方向 ( 它 永 远 从 球 中 心 出 发 ) 以 及 波长 4 的 大 小 。 在 下 一 节 中 我 们 
将 介绍 ,反射 球 大 小 尺度 是 相对 于 倒 易 点 阵 大 小 尺度 的 。 如 果 反 射 球 半 径 以 1/4 
表达 , 倒 易 点 阵 的 尺寸 将 应 是 Ha。 如 果 倒 易 点 阵 的 尺寸 以 XHiw 表达 ,那么 反射 
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球 半径 将 用 无 单位 1 表达 。 

值得 注意 的 是 , 当 我 们 讨论 反射 球 与 倒 易 点 阵 相 互 关系 的 时 候 , 唱 体 或 晶体 点 
阵 并 不 存在 。 同 一 道理 , 当 我 们 讨论 晶体 或 晶体 点 阵 与 X 射线 的 入 射 与 衍射 的 时 
候 , 虽 然 仍然 可 以 用 反射 球 来 描述 入 射 方向 与 衍射 方向 ,但 是 此 时 晶体 的 倒 易 点 阵 
并 不 存在 ,而 且 唱 体 及 其 点 阵 是 处 于 球 中 心 。 显 然 , 图 3-4-7 和 图 3-4-8 是 分 别 独 
立地 运用 两 个 不 同 的 概念 去 描述 衍射 的 发 生 。 图 3-4-8 是 通过 劳 埃 方程 在 反射 球 
上 的 表达 ,利用 劳 埃 方程 的 矢量 三 角形 的 模 量 和 式 (3. 4. 21) 的 变换 ,从 而 导出 布 拉 
格 反射 方程 。 图 3-4-7 中 并 不 存在 晶体 或 唱 体 点 阵 , 而 图 3-4-8 中 并 不 存在 晶体 的 
倒 易 点 阵 。 图 3-4-7 与 图 3-4-8 是 不 可 合并 的 ,否则 将 会 导致 晶体 点 阵 的 坐标 系 原 
点 与 晶体 倒 易 点 阵 的 坐标 系 原 点 相互 不 重合 等 不 可 解释 的 疑问 。 

著名 的 布拉格 方程 式 (3. 4. 22) 可 以 从 图 3-4-9 的 示意 直观 地 推导 出 来 。 图 中 
给 出 晶体 点 阵 中 (Pop ) 面 族 在 纸 面 上 的 投影 ,而 直线 mm 是 面 族 的 面 法 线 。X 
射线 沿 S 方向 以 2 角 对 面 族 人 射 , 并 以 同样 的 0 角 从 面 族 各 平面 沿 $ 方向 反射 。 
显然 ,只 有 当 X 射线 从 面 族 中 两 个 相 邻 平面 人 射 和 反射 的 光 程 差 为 整数 波长 时 ,X 
射线 在 这 面 族 相 邻 平面 之 间 的 干涉 得 以 加 强 ,衍射 才能 发 生 。X 射线 在 图 3-4-9 
所 示 的 (hoko4o) 面 族 中 相 邻 两 平面 的 入 射 和 反射 的 光 程 差 应 为 


A 一 4B 十 BC (3. 4. 23) 
从 图 3-4-9 很 容易 推 知 AB 王 BC, 并 且 从 直角 三 角形 ABD 可 得 
人 二 2Q sm, sin (3. 4. 24) 


其 中 di 是 Ukolo) 面 族 的 面 间距 离 。 既 然 确 定 衍 射 的 条 件 必须 是 光 程 差 A 为 
整数 波长 (m4) ,那么 式 (3. 4. 24) 可 以 导出 布拉格 方程 : 
2di tu Singw = MM (8,4 22) 
这 里 ,bw 是 X 射线 在 (hokolo) 面 族 上 以 光 程 差 为 n 售 波 长 4 时 所 发 生 衍射 的 衍射 
角 ( 也 是 人 射 角 ) 。 
在 布拉格 方程 中 整数 n 是 表示 衍射 的 级 数 。 对 于 某 一 特定 的 具有 面 间距 
dnoh 的 Chokolo) 面 族 , 满 足 式 (3. 4. 22) 的 衍射 条 件 时 , 光 程 差 为 n 售 波长 4 时 的 衍 


(hkl,) 面 族 


图 3-4-9 布拉格 反射 方程 的 表达 
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射 称 为 (hokolo) 面 族 的 第 级 衍射 ,而 Ow 就 是 (hokolo) 面 族 第 7 级 衍射 的 衍射 角 。 

布拉格 方程 是 基于 X 射线 对 面 族 中 的 平面 (确切 地 说 是 由 原子 或 离子 等 构成 
的 平面 网 ) 的 反射 。 但 必须 注意 到 ,就 本 质 而 言 , 它 并 不 是 真正 的 反射 ,而 仍然 是 衍 
射 。 就 布拉格 方程 的 条 件 来 看 , 光 程 差 为 nM 的 条 件 是 相 邻 平面 的 “反射 " 光 之 间 的 
干涉 得 以 充分 加 强 , 这 就 是 衍射 的 条 件 。 


3.4.4 非 单质 结构 的 衍射 


凸 面 各 节 的 讨论 还 只 是 限于 简单 的 三 维 空间 结构 , 即 只 有 单一 的 同 种 原子 ,而 
且 是 按 点 阵 中 的 阵 点 位 置 而 分 布 着 的 结构 。 这 样 的 结构 其 结构 基 元 就 只 是 一 个 原 
子 。 实 际 上 除了 极 少数 单质 的 晶体 (如 某 些 纯 金 属 的 晶体 ) 之 外 ,在 绝 大 多 数 的 卓 
体 中 ,它们 的 结构 远 不 是 如 此 简单 。 图 3-4-10 给 出 了 一 个 非 单质 结构 的 最 简单 的 
例子 , 它 是 一 个 二 维 的 示意 图 。 在 这 里 , 按 点 阵 中 的 阵 点 位 置 排 布 的 结构 基 元 不 再 
是 单个 的 原子 ,而 是 一 个 原子 (或 离子 ) 集 团 。 然 而 ,任何 一 个 复杂 结构 在 形式 上 总 
是 可 以 被 分 解 为 若干 个 彼此 平行 并 穿插 在 一 起 的 简单 结构 。 分 解 出 来 的 每 一 个 这 
样 的 简单 结构 ,都 是 具有 相同 的 单位 平行 六 面体 参数 的 单一 原子 的 点 阵 式 结构 , 亦 
即 在 每 一 结构 中 均 只 含有 一 个 原子 或 离子 (对 于 化 学 性 质 相 同 ,而 在 点 阵 意义 上 其 
几何 位 置 并 不 相同 的 同 种 原子 或 离子 则 将 分 属于 几 个 结构 ), 各 自 构成 了 一 个 简单 
的 三 维 原子 空间 结构 。 在 图 3-4-10 给 出 的 二 维 结构 示意 图 中 ,每 一 个 结构 基 元 包 
含 两 个 不 同 种 类 的 原子 ,分 别 以 小 圆圈 和 黑 圆 点 表示 。 图 中 两 种 不 同 原子 分 别 构 
成 自身 的 简单 的 二 维 原 子 结构 ,它们 所 构成 的 原子 点 阵 完全 相同 ,而 两 原子 点 阵 之 
间 平 行 地 相 错 一 个 平移 量 。 


图 3-4-10 二 维 的 非 单质 结构 示意 图 


由 于 这 些 简 单 结构 相互 间 既 是 平行 的 ,又 同时 具有 完全 相同 的 点 阵 参数 (a,6， 
Cra,B,7), 因 此 ,每 一 个 简单 结构 产生 衍射 (或 “反射 ”) 的 条 件 也 必定 都 是 完全 一 致 
的 ,从 而 也 必 将 与 由 这 些 简单 结构 的 总 和 所 组 成 的 复 | 
一 致 。 央 此 ,结构 的 复杂 性 并 不 导致 出 现 新 的 衍射 方向 。 换 句 话说 ,每 个 简单 结 
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就 如 整体 结构 一 样 ,对 于 特定 面 族 的 同一 级 (7) 衍 射 ,其 方向 完全 一 致 ,相互 平行 
重合 在 一 起 。 然 而 所 有 简单 结构 在 特定 方向 平行 重 全 在 一 起 的 衍射 线 之 间 必 然 产 
生 干 涉 , 它 们 干涉 结果 所 产生 的 整体 衍射 强度 (确切 地 说 还 应 该 包括 衍射 线 之 间 的 
相位 差 , 但 我 们 把 相位 问题 留 在 以 后 有 关 晶 体 结构 分 析 的 章节 中 进行 讨论 ) 将 决定 
整体 结构 的 复杂 性 。 这 种 干涉 是 很 容易 理解 的 ,这 是 因为 由 整体 复杂 结构 所 分 解 
出 来 的 各 个 简单 结构 相互 间 是 平行 的 ,但 却 有 一 个 平移 量 。 它 们 同一 (hokolo) 面 
族 中 相应 的 面 网 虽然 是 平行 的 ,但 并 非 重 合 在 一 起 ,它们 相互 间 存 在 着 一 定 的 距离 
(平移 量 )。 这 样 ,各 简单 结构 相应 面 网 所 “反射 "出 来 的 “反射 线 ” 之 间 将 存在 着 一 
定 的 光 程 差 。 这 个 光 程 差 是 决定 于 结构 基 元 (或 原子 、 离 子 集团 ) 中 各 个 原子 之 间 
的 平移 量 , 它 们 当然 不 会 是 恰好 等 于 整数 倍 波长 。 所 以 它们 之 间 的 相互 干涉 ,其 结 
果 肯 定 不 会 是 衍射 强度 (衍射 波 的 振幅 ) 的 简单 数学 加 和 ,也 不 会 恰好 相互 全 部 抵 
消 为 零 ,而 是 有 着 不 同 的 变化 值 。 对 于 特定 (okolo) 面 族 的 特定 第 级 的 衍射 , 复 
杂 结 构 的 整体 衍射 强度 ( 波 的 振幅 ) 将 取决 于 各 简单 结构 相应 “反射 线 ” 振 幅 的 大 
小 ,以 及 它们 之 间 的 光 程 差 , 亦 即 取决 于 组 成 各 单位 结构 相应 面 网 的 原子 的 性 质 及 
各 相应 面 网 之 间 的 平移 量 。 

综 上 所 述 , 对 于 实际 晶体 的 复杂 结构 而 言 , 虽 然 其 结构 基 元 可 能 是 包含 着 数 千 
甚至 数 万 个 原子 的 生物 大 分 子 结构 , 它 所 产生 的 衍射 方向 与 分 解 的 多 个 简单 结构 
所 给 出 的 衍射 方向 相同 ,都 服从 于 劳 埃 方程 或 布拉格 方程 的 同一 特定 条 件 , 但 衍射 
强度 却 取 决 于 结构 基 元 中 各 个 原子 的 性 质 及 其 在 结构 基 元 中 的 排 布 方式 。 正 因 如 
此 ,晶体 对 XX 射线 所 产生 的 衍射 ,其 衍射 方向 及 其 强度 (振幅 ) 的 测定 和 分 析 , 可 以 
确定 结构 基 元 内 部 各 物质 点 的 空间 排 布 (结构 基 元 的 三 维 结构 ) 及 结构 基 元 在 三 维 
空间 的 堆积 排 布 (晶体 结构 )。 
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第 五 章 ”衍射 球 与 衍射 空间 
3.5.1 倒 易 点 阵 与 反射 球 


3.5.1.1 反射 球 的 半径 和 倒 易 点 阵 参数 


在 上 面 的 章节 里 ,我 们 对 劳 埃 方程 和 布拉格 方程 在 反射 球 上 的 表达 进行 了 讨 
论 , 现 在 让 我 们 回 过 头 来 再 稍微 详细 地 讨论 一 下 反射 球 与 倒 易 点 阵 的 关系 。 

反射 球 的 概念 并 没有 单独 的 含义 ,只 有 在 它 与 倒 易 点 阵 相互 作用 , 亦 即 只 有 当 
倒 易 阵 点 hkl 与 反射 球 壳 相交 的 时 候 ( 见 图 3-4-7) ,或 者 如 图 3-4-8 那样 ,利用 反 
射 球 的 概念 直接 地 描述 X 射线 与 晶体 作用 的 时 候 , 反 射 球 表 达 XX 射线 的 人 射 方向 
及 相应 的 衍射 方向 ,而 反射 球 的 大 小 只 是 一 个 相对 的 值 。 

在 3. 4. 2 节 中 讨论 了 劳 埃 方程 [ 见 式 (3.4. 19)] 中 3 个 矢量 S/4,So/4 及 Hw 所 
构成 的 矢量 三 角形 在 反射 球 上 的 表达 ,如 图 3-4-7 所 示 。 在 图 中 倒 易 阵 点 hkl 的 
矢量 是 Hw , 它 的 模 量 是 Hi 三 n/diwi,。 在 这 种 情况 下 ,反射 球 将 是 以 1/4 为 半 
径 的 球 壳 。 但 是 劳 埃 方程 也 可 改写 为 : 

S—S, 一 AH 《3.:5.1) 
那么 ,矢量 三 角 将 是 由 矢量 $,S 及 4Hw 所 构成 的 等 腰 三 角形 。 此 时 就 如 图 3-5-1 
所 示 , 反 射 球 将 是 以 无 标量 的 单位 1 为 半径 的 球 过 ,而 倒 易 阵 点 hgi 的 矢量 将 
是 和 Hu 。 

从 这 一 讨论 可 以 看 到 倒 易 点 阵 与 反射 球 之 间 的 关系 。 如 果 反 射 球 半 径 为 1/4， 
那么 倒 易 点 阵 的 参数 是 2 ,b* ,c* ,a* ,8" 和 7*。 如果 以 无 标量 的 单位 1 作为 半径 
建立 反射 球 , 那么 与 之 相互 作用 的 倒 易 点 阵 应 以 Xa” ,X60" ,Ac* ,a* ,B*" 和 7* 作为 

显然 , 倒 易 点 阵 只 是 解释 衍射 现象 的 一 种 数学 形象 ,而 没有 实在 的 物理 意义 。 
同样 ,反射 球 也 仅 是 一 种 数学 上 的 表达 ,而 不 是 一 种 物理 学 的 实在 ,而 倒 易 点 阵 与 
反射 球 的 相互 作用 却 又 十 分 清晰 地 描述 了 X 射线 对 品 体 的 衍射 现象 , 它 准 确 地 描 
述 了 衍射 的 发 生 , 衍 射 的 方向 和 整个 衍射 的 过 程 。 如 果 和 忽视 各 个 衍射 的 时 间 次 序 ， 
那么 ,反射 球 与 倒 易 点 阵 相 互 作用 的 全 过 程 将 给 予 我 们 一 个 完整 的 衍射 空间 。 这 
一 衍射 空间 的 最 大 极限 就 是 下 面 3. 5. 2 节 将 讨论 的 衍射 球 和 衍射 球 的 极限 。 


3.5.1.2 衍射 级 数 与 倒 易 阵 点 列 


为 了 表达 的 方便 ,在 图 3-5-2 中 我 们 只 给 出 一 个 通过 坐标 系 原点 000 的 一 个 
主要 倒 易 阵 点 平面 hk0, 它 通过 反射 球 的 球 中 心 与 反射 球 相交 ,反射 球 与 此 倒 易 阵 
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图 3-5-2 反射 球 与 倒 易 阵 点 列 hh0 


点 平面 上 的 相交 将 是 一 个 大 圆 的 圆周 ,显然 图 3-5-2 是 一 个 二 维 平面 的 示意 图 。 
我 们 知道 ,X 射线 的 人 射线 单位 矢量 Se 永远 通过 球 中 心 到 达 球 过 的 O 点 ,而 O 点 
又 永远 与 倒 易 点 阵 的 坐标 系 原 点 000 相互 重合 在 一 起 。 品 体 与 X 射线 人 射线 方 
向 的 相对 方位 发 生 改 变 将 意味 着 反射 球 与 倒 易 点 阵 的 相对 位 置 发 生 相 应 改变 。 在 
我 们 的 二 维 示意 图 中 ,相对 位 置 的 改变 仍然 保持 在 二 维 的 纸 面 上 。 

在 本 篇 第 二 章 有 关 唱 体 倒 吻 点 阵 的 阐述 中 我 们 已 经 清楚 ,在 倒 易 点 阵 中 ,通过 
坐标 系 原点 000 的 每 一 直线 的 个 易 阵 点 列 , 都 与 晶体 点 阵 中 同一 阵 点 平面 族 
Chokolo) 相 关 。 图 3-5-2 所 给 出 AR0 倒 易 阵 点 平面 中 包含 倒 易 阵 点 110,220,330， 
440 等 的 hh0 倒 易 阵 点 列 , 它 们 都 与 晶体 点 阵 中 的 (110) 平 面 族 相关 ,此 面 族 的 面 
间距 必 为 de。 图 中 从 坐标 原点 出 发 ,Ap0 倒 易 阵 点 列 上 的 第 一 个 倒 易 阵 点 110 
的 矢量 应 为 Hiwo, 它 是 晶体 点 阵 中 (110) 面 族 的 基本 倒 易 矢量 , 它 的 模 量 就 是 晶体 
点 阵 (110) 面 族 面 间距 的 倒数 , 即 Hiio 二 1/dwo。。 图 中 这 一 倒 易 阵 点 列 的 第 二 个 倒 
易 阵 点 220 表示 着 晶体 同一 个 (110) 面 族 的 第 二 个 倒 易 矢量 Hzzo 的 方向 和 矢量 的 
长 度 ( 即 模 量 )。 显 然 倒 易 矢 量 Hzzo 是 与 基本 倒 易 矢量 Ho 具有 相同 的 方向 ,而 在 
模 量 上 则 为 


Hz 一 2 
即 
互 220 王 2/adino 
同样 道理 ,对 于 此 倒 易 阵 点 列 上 第 n 个 倒 易 阵 点 hh0, 其 倒 易 矢量 也 肯定 是 与 基本 
倒 易 矢量 Hito 的 方向 一 致 。 从 式 (3. 2. 3) 及 式 (3. 4. 21) 可 以 推 知 
h = nho, Hio = nHno, Hi = n/di1o 

如 图 3-5-2 所 示 , 当 hh0 倒 易 阵 点 列 的 第 一 个 阵 点 110 与 反射 球 壳 相交 时 ， 
(110) 面 族 对 X 射线 的 第 一 级 衍射 就 发 生 , 其 方向 是 S/4。 如 果 以 布拉格 方程 来 描 
述 ,就 是 

sintno = A/2d110 (3 9352) 
其 中 bo 是 面 间距 为 do 的 (110) 面 族 第 一 级 衍射 的 衍射 角 。 从 第 四 章 有 关 布 拉 格 
方程 推导 中 ,已 经 知道 X 射线 面 族 的 人 射 角 与 反射 角 是 相等 的 。 

当 反 射 球 与 倒 易 点 阵 以 重合 的 坐标 原点 000 作 相对 运动 , 即 X 射线 入 射 束 与 
晶体 的 取向 作 相对 的 改变 ,直至 这 一 倒 易 阵 点 列 的 第 二 个 阵 点 220 与 反射 球 壳 相 
交 之 时 ,就 如 图 3-5-2 所 示 ,(110) 面 族 对 X 射线 第 二 级 衍射 的 方向 (SA 矢量 方向 ) 
已 经 改变 。 表 达 这 一 衍射 的 布拉格 方程 将 是 : 

sinG220 一 A/dito (3. 5. 3) 
其 中 8w 是 面 间距 为 io 的 (110) 面 族 的 第 二 级 衍射 角 。 显 然 同 一 面 族 (110) 的 第 
一 级 衍射 的 衍射 角 0 和 第 二 级 衍射 的 衍射 角 bx 是 不 相同 的 。 

同 理 , 当 这 一 倒 易 阵 点 列 的 第 n 个 阵 点 40 与 反射 球 过 相交 时 ,就 发 生 (110) 

面 族 对 X 射线 的 第 级 入 射 。 当 然 ; 第 n 个 倒 易 阵 点 hh0 在 反射 球 过 上 的 相交 位 
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置 肯定 与 110,220,… 等 其 他 倒 易 阵 点 的 相交 位 置 并 不 相同 , 它 的 衍射 方向 S/4 不 
相同 ,衍射 角 9m。 也 不 相同 。 描 述 (110) 面 族 第 2 级 衍射 的 布拉格 方程 为 : 
singoo 一 mM /2d1o (3. 5. 4) 

其 中 bo 是 面 间距 为 diw 的 (110) 面 族 第 级 衍射 的 衍射 角 。 

由 此 可 见 , 在 倒 易 点 阵 中 通过 坐标 原点 的 每 一 条 倒 易 阵 点 列 hkl, 它 的 方向 和 
阵 点 闻 的 距离 Hw ,表达 着 晶体 点 阵 中 相应 的 (hokolo) 面 族 的 方向 和 面 间距 离 
duao ?而 阵 点 列 上 个 倒 易 阵 点 将 表达 着 晶体 点 阵 中 (hokolo) 面 族 第 1 级 到 第 
级 的 衍射 ,它们 的 衍射 方向 决定 于 每 个 倒 易 阵 点 在 反射 球 壳 上 相交 的 位 置 。 


3.5.2 衍射 的 上 限 
3.5.2.1 布拉格 方程 中 衍射 级 数 的 上 限 


从 图 3-4-8 可 以 知道 ,晶体 点 阵 中 任何 一 面 族 , 对 X 射线 的 最 大 衍射 角 只 能 是 
90°, 即 ; 
On = 90 ， Sinbmax 一 1 
这 样 ,将 此 最 大 衍射 角 代 入 布拉格 方程 , 式 (3. 4. 22) 将 得 到 下 式 : 
2di mi, = nmaxA (3. 5.5) 
式 (3. 5.5) 表 达 了 吕 体 点 阵 中 特定 的 (okols) 面 族 的 面 间 距离 ww ,X 射线 波长 4 
和 此 面 族 的 最 高 衍射 级 数 ax 三 者 之 间 的 关系 。 
对 于 具有 特定 面 间距 wunw 的 面 族 , 从 式 (3. 5. 5) 可 以 推 知 ,波长 越 短 ( 即 》 越 
小 ), 这 面 族 可 以 发 生 的 衍射 级 数 越 高 。 在 此 条 件 下 , (hokolo) 面 族 的 最 高 衍射 级 
数 nmx 将 是 
Nmax = 2dipi /A (3.5.6) 
对 于 特定 的 波长 4, 面 间距 dni 越 小 的 面 族 , 它 可 以 发 生 的 衍射 级 数 就 越 低 。 
从 式 (3. 5.6) 可 知 ,当面 间距 di 小 于 波长 的 一 半 , 即 4/2, 此 时 zw 就 少 于 1, 具 
有 这 样 面 距 的 面 族 是 根本 不 可 能 发 生 衍 射 的 。 所 以 ,根本 不 能 发 生 任何 衍射 的 
(hokolo) 面 族 所 具有 的 条 件 表示 为 : 
dai A/2 〈3. 5.7) 
式 (3. 5.7) 指 出 ,虽然 晶体 点 阵 中 存在 着 无 穷 多 阵 点 面 族 , 但 并 非 所 有 的 面 族 都 可 
以 发 生 衍 射 , 只 有 那些 面 间 距 大 于 波长 一 半 的 面 族 才 可 能 给 出 衍射 。 
从 式 (3. 5.7) 可 以 推 知 ,对 于 唱 格 有 序 程度 高 的 晶体 ,为 了 得 到 更 多 更 丰富 的 
衍射 花纹 (衍射 数据 ) ,可 以 选用 诸如 钼 (Moka) 的 特征 波长 等 比较 短 的 X 射线 。 


3.5.2.2 衍射 球 及 其 最 大 极限 


晶体 的 倒 易 点 阵 是 一 个 无 限 的 三 维 点 阵 , 而 能 够 与 反射 球 相交 发 生 衍 射 的 倒 
易 阵 点 是 有 限 的 ,衍射 空间 是 一 个 有 限 的 空间 。 在 某 一 特定 条 件 下 ,可 以 与 反射 球 
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相交 ,并 因此 出 现 衍射 的 倒 易 阵 点 总 是 位 于 以 倒 易 点 阵 坐 标 原 点 为 中 心 , 以 某 一 限 
度 条 件 为 半径 的 倒 易 阵 点 球体 之 中 。 图 3-5-3 示意 了 以 里 长 度 的 OP 直线 为 半径 
的 衍射 球 ,这 里 妃 就 是 衍射 球 的 限制 条 件 。 显 然 , 如 图 3-5-3 所 示 这 一 个 以 瓦 长 
度 为 半径 的 衍射 球 内 的 所 有 倒 易 阵 点 都 可 以 与 反射 球 壳 相交 并 出 现 入 射 。 换 句 话 
说 , 倒 易 点 阵 中 几 是 倒 易 矢量 Huw 的 模 量 小 于 或 等 于 互 限度 的 倒 易 阵 点 都 被 包括 
在 此 衍射 球 内 ,而 大 于 五 限度 的 倒 易 阵 点 并 不 被 包括 在 此 衍射 球 内 ,在 此 衍射 空 
间 中 自然 不 可 能 出 现 衍射 。 

图 3-5-3 所 示 衍 射 球 的 限度 瑞 可 以 表达 为 : 

H= 1/dp (3. 5. 8) 

这 里 衍射 球 的 限度 五 如 图 3-5-3 所 示 , 是 一 个 倒 易 矢量 H 的 模 量 ,而 dn 应 
该 是 晶体 点 阵 中 与 面 族 面 间距 性 质 相同 的 直线 长 度 ,其 单位 当然 应 以 入 表示。 如 
果 以 1/dr 代替 互 作为 入 射 球 的 限度 表达 ,那么 量度 dn 就 将 是 与 此 衍射 球 所 相 
对 应 的 晶体 结构 可 能 的 分 辨 能 力 。 唱 体 结构 分 析 工 作者 ,特别 是 蛋白 质 晶体 学 家 
称 dn 为 被 测定 的 结构 所 具有 的 分 辩 率 。 
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图 3-5-3 以 五 为 限度 的 衍射 球 


显然 ,衍射 球 的 限度 也 可 以 用 衍射 角 gu 表达 为 : 
On = sin (A/2dn) (3. 5. 9) 
这 里 如 是 图 3-5-3 所 示 衍 射 球 的 限度 衍射 角 。 不 言 而 喻 ,衍射 球 内 所 有 的 倒 易 阵 
点 , 当 它 们 与 反射 球 壳 相交 而 发 生 衍射 时 ,其 衍射 角 6 肯定 小 于 或 等 于 限度 衍射 
角 905, 而 衍射 角 0 大 于 限度 衍射 角 0n 的 衍射 ,当然 不 可 能 出 现在 此 衍射 空间 中 。 


产生 衍射 球 限度 的 因素 很 多 ,其 中 一 种 是 人 为 因素 ,由 于 某 种 特定 原因 ,研究 
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人 员 只 需要 某 一 特定 限度 范围 内 的 衍射 空间 而 给 出 衍射 球 的 限度 ; 另 一 种 是 仪器 
因素 。 例 如 四 圆 衔 射 仪 的 设计 及 实际 使 用 中 所 给 出 的 最 大 衍射 角 2 并非 90 极限 ， 
而 是 在 78 ,结果 最 终 的 衍射 球 将 是 94 二 78 的 限度 。 除 此 之 外 ,还 有 一 种 是 客观 
的 晶体 质量 因素 ,特别 是 生物 大 分 子 的 单 晶 。 由 于 生物 大 分 子 晶 体内 部 结构 的 固 
有 特性 ,生物 大 分 子 单 晶体 对 X 射线 的 衍射 能 力 随 着 衍射 角 9 的 增 大 而 急剧 下 降 ， 
一 般 的 情况 下 衍射 角 mw 在 25 左右 的 衍射 强度 已 下 降 到 极其 微弱 的 程度 。 在 此 情 
况 下 ,衍射 空间 就 只 限于 在 限度 衍射 角 Or 三 25 左右 的 衍射 球 内 ,如 此 等 等 。 

图 3-5-4 表示 当 波 长 为 * 时 ,由 倒 易 点 阵 中 可 能 与 反射 球 相交 的 全 部 倒 易 阵 
点 组 成 了 以 倒 易 点 阵 坐 标 原点 为 中 心 , 以 2/4 为 半径 的 衍射 球体 。 这 是 一 个 最 大 
极限 的 衍射 球体 ,衍射 球 内 所 有 倒 易 阵 点 的 倒 易 矢量 长 度 ( 模 量 ) 都 必定 小 于 或 等 
于 2/X。 而 衍射 球 外 的 倒 易 阵 点 的 矢量 长 度 都 大 于 2/4, 根 本 不 可 能 与 反射 球 相 
交 , 衍 射 不 可 能 发 生 。 


图 3-5-4 衍射 球 (衍射 空间 ) 的 最 大 极限 


者 以 1/4 为 反射 球 的 半径 ,以 a ,b* 和 为 倒 易 点 阵 的 单位 矢量 ,那么 最 大 
极限 衍射 球 的 半径 将 是 2 ,如 图 3-5-4 所 示 。 若 以 无 单位 1 为 反射 球 半径 ,以 
44 0 ,Ac" ,a” 0 和 7Y* 6 个 参数 建立 倒 易 点 阵 ,那么 最 大 极限 衍射 球 的 半径 将 
是 无 单位 2。 

晶体 的 倒 易 点 阵 就 如 晶体 点 阵 一 样 被 看 作 是 一 个 无 限 空间 的 三 维 点 阵 , 而 无 
论 是 以 玉 为 限度 的 衍射 球 , 还 是 以 2/24 为 半径 的 最 大 极限 衍射 球 都 是 一 个 有 限 的 
三 维 空间 ,是 由 有 限 的 倒 易 阵 点 组 成 的 衍射 球 。 

衍射 球 内 所 包含 的 倒 易 阵 点 都 是 可 能 发 生 衍射 的 阵 点 。 因 而 对 于 特定 条 件 下 
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的 衍射 球 ,全 部 可 能 出 现 的 衍射 数目 将 是 此 衍射 球 内 全 部 倒 易 阵 点 数目 m。 在 没 
有 系统 消光 的 情况 下 , 即 没 有 系统 的 倒 易 阵 点 空缺 的 情况 下 ,衍射 球 内 倒 易 阵 点 数 
目 m 可 由 下 式 (3. 5. 10) 求 得 : 


m 


(3, 5. 10) 


二 -衍射 球 的 体积 
倒 易 单位 格子 的 体积 


3. 5.3 衍射 空间 的 对 称 性 
3. 5. 3, 1 ”衍射 球 与 衍射 空间 的 概念 


晶体 对 和 射线 的 衍射 是 一 种 十 分 严 说、 准确 的 物理 实在 (物理 现象 ) ,而 衍射 
空间 却 并 非 是 一 种 客观 存在 的 空间 , 它 仅 仅 是 用 于 描述 晶体 衍射 过 程 及 其 最 终结 
果 的 一 种 数学 模型 。 显 然 唱 体 对 X 射线 的 全 部 可 能 衍射 是 绝 不 可 能 同时 发 生 ,更 
不 可 能 将 全 部 衍射 集中 (限制 ) 于 某 一 特定 的 空间 。 上 面 3. 5. 1 节 和 3. 5. 2 节 中 所 
阐述 的 衍射 球 的 概念 仍然 是 在 倒 易 点 阵 和 反射 球 的 范畴 内 对 于 在 某 一 条 件 ( 特 定 
的 波长 和 晶体 点 阵 参 数 ) 下 可 能 发 生 衍射 的 描述 。 倒 易 点 阵 和 反射 球 都 不 是 客观 
的 物理 实在 ,衍射 球 当 然 也 不 会 是 一 种 物理 的 实在 。 然 而 ,就 从 3.5.1 节 和 3.5.2 
节 所 阐述 的 问题 来 看 ,引入 “衍射 球 ” 的 概念 ,对 我 们 深入 了 解 衍射 现象 ,特别 是 对 
了 解 在 特定 的 波长 和 点 阵 参 数 条 件 下 可 能 发 生 的 衍射 及 其 几何 分 布 ( 从 倒 易 矢量 
H 上 或 从 衍射 角 06 上) 将 是 很 有 帮助 的 。 衍 射 球 给 我 们 提供 了 一 个 可 能 发 生 入 射 
的 倒 易 阵 点 在 空间 分 布 的 几何 图 案 。 而 且 在 实践 上 ,我 们 从 实验 中 收集 的 全 部 衍 
射 数据 可 以 建立 起 这 一 几何 图 案 。 事 实 上 ,许多 作为 记录 衍射 谱 的 摄 谱 仪 ( 亦 称 为 
衍射 照相 机 ) ,在 设计 上 是 运用 倒 易 点 阵 与 反射 球 相 互 作用 的 模型 ,将 衍射 球 中 倒 
易 阵 点 的 空间 分 布 以 一 个 层面 ( 倒 易 阵 点 平面 ) 一 个 层面 地 分 别 记 录 在 底片 上 , 诸 
如 倒 易 格子 摄 谱 仪 和 徘 循 摄 谱 仪 等 。 

衍射 球 是 有 限 的 许多 倒 易 阵 点 在 三 维 球体 内 规律 地 分 布 的 一 个 有 限 体 积 的 倒 
易 点 阵 。 倒 易 点 阵 的 坐标 原点 与 球 心 重合 ,衍射 球 内 的 每 一 倒 易 阵 点 都 是 在 已 知 
条 件 下 ,能 够 与 反射 球 相交 从 而 标记 着 可 以 发 生 的 衍射 ,每 一 倒 易 阵 点 在 衍射 球 中 
的 几何 位 置 ( 倒 易 阵 点 指数 hk 人 ) 当 然 是 标记 着 在 真实 的 衍射 过 程 中 这 一 衍射 的 方 
向 , 它 用 衍射 角 6 或 倒 易 矢量 的 模 量 电 表述。 这 一 特定 的 衍射 方向 也 以 指数 hkl 
标记 ,此 时 倒 易 阵 点 指数 hkl 就 在 衍射 过 程 中 被 称 为 衍射 指数 。 由 此 可 见 , 衍 射 球 
所 提供 的 倒 易 阵 点 排 布 的 几何 图 案 也 间接 地 描述 着 在 已 知 条 件 下 所 有 可 能 发 生 衍 
射 的 衍射 方向 。 

然而 ,就 像 第 四 章 各 节 及 3. 5. 1 节 和 3. 5. 2 节 所 阐述 的 那样 , 倒 易 点 阵 与 反射 
球 的 相互 作用 模型 只 是 指出 衍射 的 发 生 及 其 衍射 方向 ,衍射 球 也 同样 仅仅 给 我 们 
指出 全 部 可 能 发 生 的 衍射 及 其 方向 。 衍 射 球 内 全 部 倒 易 阵 点 都 是 一 些 既 没 内 容 也 
没有 体积 的 几何 点 。 
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显然 ,真实 的 衍射 除了 具有 确定 的 衍射 方向 之 外 ,还 具有 反映 晶体 内 部 结构 ， 
特别 是 结构 基 元 之 间 及 其 自身 结构 特征 的 入 射 强度 (或 以 衍射 振幅 表示 ), 因 而 描 
述 某 一 特定 晶体 衍射 特征 的 衍射 空间 ,必须 同时 表明 全 部 可 能 衍射 的 衍射 方向 和 
衍射 强度 (或 振幅 )。 我 们 这 里 引入 “衍射 空间 ”的 概念 是 为 了 帮助 我 们 更 全 面 和 更 
完整 地 描述 晶体 衍射 的 特征 和 衍射 的 对 称 性 。 

衍射 球 所 描述 的 是 已 知 条 件 下 全 部 可 能 发 生 的 衍射 ,并 指出 它们 的 衍射 方向 。 
作为 描述 特定 晶体 的 衍射 特征 和 衍射 结果 的 衍射 空间 , 它 是 在 衍射 球 的 基础 上 再 
加 上 每 一 个 可 能 入 射 的 衍射 强度 (或 振幅 )。 显 然 ,衍射 空间 具有 与 衍射 球 内 倒 易 
阵 点 空间 排 布 相同 的 图 案 , 衍 射 空间 与 衍射 球 都 是 体积 大 小 完全 相同 的 有 限 空间 
球体 。 它 们 的 差别 是 ,在 衍射 空间 球体 内 每 一 个 结 点 都 具有 表明 其 可 能 衍射 的 衍 
射 强度 (或 振幅 ) 的 内 容 , 而 且 每 一 结 点 的 指数 AL 将 被 作为 其 可 能 衍射 的 衍射 方 
向 标记 , 即 衍射 指数 。 

很 显然 ,衍射 空间 仍然 是 一 个 倒 易 空间 , 它 当 然 也 不 是 一 个 客观 存在 的 物理 实 
在 ,而 只 是 用 于 描述 晶体 衍射 的 发 生 及 其 结果 的 一 种 数学 表达 。 然 而 ,用 实验 记录 
下 来 的 特定 吊 体 全 部 衍射 的 结果 ,不 但 衍射 的 方向 ,而 且 包 括 它们 的 衍射 强度 ,我 
们 将 可 以 建立 起 它 的 衍射 空间 。 在 实践 中 , 以 倒 易 点 阵 照 相机 或 贝尔 格 尔 
(CM. J Buerger) 设 计 的 徘 循 照 相机 所 摄 记 的 晶体 衍射 图 谱 , 它 们 (衍射 底片 ) 对 加 
在 一 起 ,将 构成 一 个 十 分 完美 的 衍射 空间 图 案 , 不 但 在 几何 图 形 上 ,而 且 在 所 记录 
的 入 射 强度 上 都 充分 表达 了 某 一 特定 晶体 的 衍射 空间 的 特征 ,包括 它 的 对 称 性 
特征 。 


3.5.3.2 衍射 空间 的 中 心 对 称 性 


晶体 结构 中 任何 一 个 面 族 对 X 射线 衍射 时 ,X 射线 从 这 一 面 族 的 正面 人 射 所 
发 生 的 衍射 hkl, 和 从 它 的 反面 方向 以 同样 的 9 角 入 射 所 发 生 的 衍射 是 一 样 的 。 
图 3-95-9 给 出 了 (hokolo) 面 族 的 hkl 衍射 和 hk&L 衍 射 示意 图 ,其 中 5S。 是 X 射线 的 入 
射 方 向 ,9 是 人 射 角 和 衍射 角 。 为 了 表达 的 方便 ,图 中 (hokolo) 面 族 静 止 不 动 ,而 X 
射线 对 面 族 的 人 射 方向 Se 以 面 族 为 中 心 转动 180", 这 样 的 表达 与 XX 射线 人 射 方 向 
So 静止 不 动 ,而 面 族 自身 转动 180 是 一 样 的 。 依 据 布拉格 反射 方程 从 示意 图 可 以 
知道 ,Chokolo) 面 族 的 hkl 衔 射 与 we/ 衍射 应 有 相同 的 效应 。 首 先 ,如 果 不 考 虑 反常 
散射 效应 ,那么 二 者 的 衍射 振幅 的 绝对 值 | 下 | (或 衍射 强度 刀 是 相等 的 。 其 次 , 它 
们 的 相位 差 Ag 在 绝对 值 上 也 是 相等 的 ,只 是 符号 相反 , 即 Ag 一 一 Agrz。 对 于 


上 ,但 方向 相反 ,这 两 个 方向 是 以 坐标 系 原点 作为 反 伸 点 相互 等 效 联系 。 在 宏观 几 
何 晶 体 学 角度 看 ,任意 一 个 阵 点 平面 面 族 的 正 、 反 两 个 方向 的 可 能 的 唱 面 都 是 以 对 
称 中 心 联系 的 对 称 等 效 晶 面 。 在 倒 易 点 阵 中 , 倒 易 阵 点 AL 和 hk1 是 位 于 通过 坐标 
系 原点 的 一 条 倒 易 点 阵列 上 ,并 以 坐标 系 原点 为 对 称 中 心 相 互联 系 。 既 然 在 衍射 
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空间 中 h&l 衍射 和 A 访 衍射 不 但 在 空间 位 置 上 是 中 心 对 称 等 效 的 ,而 且 两 个 衔 射 的 
衍射 振幅 绝对 值 | 下 | 和 相位 差 绝对 值 | A$| 都 是 相等 的 ,那么 它们 必然 是 以 对 称 中 
心 联系 的 两 个 对 称 等 效 衍射 。 所 以 ,不论 晶体 本 身 是 否 具 有 对 称 中 心 ,在 忽略 衍射 
中 的 反常 散射 效应 (相对 来 说 ,其 值 通常 都 很 小 ) 的 情况 下 ,晶体 在 衍射 过 程 中 总 是 
增添 了 对 称 中心 。 换 名 话说 ,衍射 球 总 是 中 心 对 称 的 ,衍射 空间 也 总 是 中 心 对 称 
的 。 以 坐标 原点 为 中 心 的 衍射 空间 中 ,所 有 的 衍射 斑点 (连同 它们 的 几何 位 置 及 衍 
射 强度 ) 之 间 都 具有 中 心 对 称 等 效 关 系 , 对 称 中 心 就 位 于 衍射 空间 的 球 中 心 。 


图 3-5-5 (kolo) 面 族 的 雁 ! 衍射 和 hk 衍射 示意 图 


3.5.3.3 衍射 空间 的 对 称 元 素 不 具有 平移 操作 性 质 


衍射 空间 的 对 称 性 与 唱 体 内 部 结构 的 空间 群 的 对 称 性 并 不 一 致 。 因 为 衍射 是 
发 生 在 由 无 穷 多 个 相互 平行 的 平面 所 构成 的 面 族 上 , 内 部 结构 的 周期 平移 特性 已 
作为 衍射 得 以 发 生 的 首要 因素 ,周期 平移 在 衍射 中 已 失去 独立 的 含义 。 此 外 ,衍射 
是 由 面 族 的 每 一 平面 ,而 且 是 平面 上 所 有 无 穷 多 个 物质 点 (原点 、 离 子 等 ,它们 规律 
地 分 布 在 此 无 限 延伸 的 平面 上 ) 衍 射 (或 说 是 散射 干涉 ) 秋 加 的 结果 ,任何 对 称 元 素 
中 的 平移 操作 性 质 在 此 邦 加 过 程 中 已 失去 其 独立 的 意义 。 内 部 结构 中 对 称 元 素 的 
平移 操作 性 质 已 经 不 可 能 在 衍射 空间 的 对 称 性 (对 称 元 素 ) 上 得 到 反映 ,而 只 是 表 
现 为 在 衍射 空间 中 某 一 些 特定 衍射 ( 即 衍 射 球 中 某 一 些 特定 阵 点 ) 的 系统 消失 。 因 
而 在 衍射 空间 中 只 可 能 出 现 没 有 平移 操作 性 质 的 对 称 元 素 , 换 句 话说 只 可 能 出 现 
那些 在 宏观 空间 可 以 存在 的 对 称 元 素 。 这 样 , 某 一 空间 对 称 群 的 晶体 ,其 衍射 空间 
所 具有 的 对 称 性 将 是 该 空间 对 称 群 所 属 的 点 群 对 称 ,并 给 以 附加 的 对 称 中 心 ,而 且 
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在 衍射 空间 中 全 部 对 称 元 素 都 将 相交 于 坐标 系 原点 一 一 对 称 中 心 。 
3.5.3.4 衍射 空间 的 对 称 群 一 一 劳 埃 群 


晶体 在 衍射 过 程 中 某 一 特定 阵 点 面 族 所 给 出 的 衍射 是 此 面 族 所 有 的 阵 点 平面 
及 每 个 平面 所 有 物质 点 对 衍射 贡献 的 全 加 总 和 。 由 晶体 中 某 一 对 称 元 素 使 之 对 称 
等 效 的 那些 阵 点 面 族 所 给 出 的 入 射 将 是 相互 等 效 的。 首先 是 它们 的 衍射 角 9 相 
同 ,因而 几何 位 置 (衍射 花纹 ) 将 具有 与 此 对 称 元 素 相关 的 对 称 等 效 ;其 次 是 它们 所 
衍射 的 振幅 | 到 | (或 衍射 强度 站 相同 ;最 后 是 它们 衍射 波 相 位 差 的 模 值 | A$| 也 相 
同 。 所 以 ,晶体 中 由 一 对 称 元 素 相 关 的 对 称 等 效 的 阵 点 面 族 之 间 的 衍射 ,在 衍射 空 
间 中 也 是 对 称 等 效 的 。 从 晶体 点 阵 角 度 看 ,使 阵 点 面 族 之 间 相 互 等 效 的 只 可 能 是 
那些 不 具有 平移 操作 性 质 的 对 称 元 素 。 由 此 可 推 知 ,衍射 空间 的 对 称 性 将 只 可 能 
是 那些 不 具 平 移 操作 性 质 的 对 称 元 素 组 合 ,而 晶体 内 部 结构 中 的 对 称 操作 平移 和 
非 初 基 平 移 的 特性 只 反映 在 某 一 些 特定 的 衍射 的 系统 消失 ( 即 “ 系 统 消光 ”) 。 这 种 
衍射 的 系统 消失 在 衍射 空间 的 分 布 ,也 同样 满足 衍射 空间 的 对 称 性 。 有 关 衍 射 的 
系统 消失 ,在 3. 5. 4 节 将 给 予 讨论 。 


表 3-5-1 11 种 劳 埃 群 


劳 埃 群 属于 它 的 点 群 


1 1,1 

2/m 2,m,2/m 

mmm 222, mm, mmm 

3 3,3 

3m 32,3m,3m 

4/m 4,4,4/m 

4/mmm 422, 4mm, 42m,4/mmm 
6/m 6,6,6/m 

6/mmm 622, 6mm, 62m, 6/mmm 
m3 23,m3 

m3m 43,43m,m3m 


不 具有 对 称 平移 操作 性 质 的 对 称 元素 只 有 10 种 , 即 1,1,m,2,3,3,4,4,6,6， 


它们 的 组 合 肯 定 就 是 几何 对 称 原理 中 已 经 推导 出 来 的 32 种 宏观 对 称 组 合 类 型 , 即 
32 个 点 群 。 由 于 衍射 空间 总 是 增添 对 称 中 心 ,那么 32 个 点 群 分 别 与 对 称 中 心 组 
合 将 可 推导 出 11 个 衍射 空间 的 对 称 群 ,显然 ,它们 必然 是 32 个 点 群 中 具有 对 称 中 
心 的 那 11 个 点 群 。 
衍射 空间 中 的 11 个 对 称 群 也 就 是 我 们 在 实际 工作 中 经 常 遇 到 的 11 个 劳 埃 
群 。 表 3-5-1 列 出 了 11 个 劳 埃 群 中 每 个 劳 埃 群 的 国际 符号 和 它 所 包括 的 点 群 。 
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每 个 劳 埃 群 所 包括 的 点 群 在 衍射 中 都 给 出 同一 的 劳 埃 群 对 称 性 , 即 在 衍射 空间 中 
具有 同一 的 对 称 群 。 


3. 5.4 平移 特性 引起 衍射 的 系统 消失 


在 本 书 第 二 篇 微观 空间 对 称 原理 中 ,已 将 晶体 内 部 结构 所 具有 的 平移 特性 作 
为 晶体 结构 固有 的 特征 进行 了 详细 的 讨论 ( 见 第 二 篇 第 一 章 “ 微 观 空间 的 平移 ”)。 
正 是 由 于 这 些微 观 空 间 的 平移 特性 赋予 晶体 内 部 结构 及 其 所 具有 的 对 称 以 丰富 多 
彩 的 内 容 。 微 观 空 间 的 平移 可 以 概括 地 分 为 三 类 :周期 平移 、 对 称 操作 平移 和 非 初 
基 平 移 。 

从 对 晶体 衍射 效应 来 考查 微观 空间 的 平移 ,周期 平移 是 晶体 内 部 结构 作为 精 
确 的 光栅 对 X 射线 产生 衍射 的 决定 性 条 件 。 如 果 没 有 内 部 结构 严格 的 周期 平移 
特性 ,晶体 对 XX 射线 根本 不 可 能 发 生 如 此 的 衍射 效应 。 此 外 , 某 一 面 族 的 级 衍 
射 是 周期 平移 的 一 种 表达 。 

晶体 内 部 结构 的 非 初 基 平移 对 于 晶体 衍射 效应 的 影响 ,在 本 篇 第 三 章 “ 唱 体 的 
非 初 基点 阵 与 它们 的 倒 易 点 阵 ” 中 已 经 从 晶体 点 阵 与 倒 易 点 阵 之 间 的 关系 进行 了 
十 分 详细 的 讨论 。 由 于 非 初 基 平移 的 出 现 导致 相应 的 倒 易 点 阵 中 hkl 类 型 的 某 一 
些 特定 指数 的 倒 易 阵 点 系统 地 消失 。 表 3. 3. 1 给 出 了 每 一 类 非 初 基 平移 所 引起 的 
倒 易 阵 点 系统 消失 规律 。 我 们 已 经 知道 ,衍射 球 中 所 有 的 倒 易 阵 点 都 是 晶体 的 倒 
易 点 阵 中 能 够 与 反射 球 过 相交 ,并 可 由 此 发 生 衍射 的 。 衍 射 球 中 每 一 个 倒 易 阵 点 
hkl 都 表达 着 一 个 可 能 发 生 的 晶体 衍射 ,衍射 的 指数 就 是 此 倒 易 阵 点 的 指数 。 显 
然 , 非 初 基 平移 所 引起 的 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 在 衍射 球 中 应 该 得 到 充分 地 表 
达 。 衍 射 球 中 某 一 部 分 特定 指数 的 倒 易 阵 点 系统 地 消失 意味 着 晶体 衍射 中 某 一 部 
分 特定 指数 的 衍射 根本 不 可 能 发 生 。 正 因 如 此 ,在 实际 工作 中 ,通过 对 晶体 衍射 的 
全 面 收 集 ( 并 从 而 建立 起 相应 的 衍射 空间 ) 和 分 析 , 从 一 般 类 型 衍射 即 hk! 类 型 中 
某 一 种 特定 衍射 的 系统 消失 规律 ,我 们 可 以 正确 无 误 地 确定 晶体 内 部 结构 所 具有 
的 非 初 基 平移 类 型 。 

晶体 内 部 结构 的 对 称 操作 平移 对 晶体 衍射 效应 的 影响 也 是 导致 某 种 入 射 类 型 
中 某 些 特 定 指数 的 倒 易 阵 点 在 衍射 球 中 系统 地 消失 , 即 某 种 衍射 类 型 中 某 些 特定 
指数 的 衍射 根本 不 可 能 发 生 。 同 样 道理 ,通过 对 晶体 衍射 的 全 面 收 集 和 分 析 , 从 衍 
射 ( 倒 易 阵 点 ) 的 系统 消失 规律 可 以 确定 晶体 内 部 结构 中 每 一 种 对 称 操作 平移 的 性 
质 和 它 的 取向 。 

从 微观 空间 对 称 原理 的 阐述 中 已 经 明白 ,具有 平移 操作 性 质 的 微观 空间 对 称 
元 素 只 有 两 类 , 即 滑 移 对 称 面 和 螺旋 对 称 轴 。 下 面 分 别 讨论 这 两 类 对 称 元 素 的 存 
在 与 某 一 些 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 。 
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3.5.4.1 滑 移 对 称 面 


图 3-5-6 给 出 了 具有 垂直 于 < 轴 反 映 对 称 面 mx(xy0) 的 晶体 点 阵 单 位 格子 (图 
a) 和 具有 垂直 于 c 轴 滑 移 面 4Czy0) 的 晶体 点 阵 单位 格子 (图 b) ,并 且 假 定 它们 都 
是 属 初 基 卫 的 布 拉 维 格子 ,具有 完全 相同 的 正 交 蝇 系 的 点 阵 参数 :a 隆 5 了 Cc,a 一 8 一 
7 王 90 ,因而 其 单位 格子 的 大 小 完全 相同 。 


图 3-5-6 具有 垂直 于 轴 反 映 面 产 (zy0) 的 初 基点 阵 单位 格子 (a) 及 其 相应 的 倒 易 点 阵 (c) 。 
具有 垂直 于 < 轴 滑 移 面 2(zy0) 的 初 基点 阵 单位 格子 (b) 及 其 对 应 的 倒 易 点 阵 (d) , 它 的 倒 易 
点 阵 中 零 层 hk0 类 型 的 阵 点 以 《二 2n 十 1 的 规律 系统 消失 


参照 3. 3. 2 节 蝇 体 的 初 基点 阵 与 其 倒 易 点 阵 所 阐述 的 原理 ,从 7 个 基本 阵 点 
面 族 的 面 间 距 所 推导 出 来 的 7 个 基本 的 单位 倒 易 矢量 将 可 建立 起 一 个 完整 的 相应 
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的 倒 易 点 阵 。 很 显然 ,图 3-5-6(a) 的 晶体 点 阵 单位 格子 中 ,虽然 存在 着 反映 对 称 面 
m(xy0) ,而 其 阵 点 排 布 的 特征 仍然 与 初 基 己 格子 的 特征 完全 一 样 ,从 图 (a) 中 不 
难看 出 这 一 个 具有 反映 对 称 面 m(zy0) 的 格子 中 ,7 个 基本 阵 点 面 族 的 面 间距 
do dl yd dgoy dd 和 cd 将 与 式 (3. 3.8) 所 示 的 初 基点 阵 的 面 间距 完全 
一 样 ,这 里 列 于 式 (3.5. 11) 中 。 

dyio 一 0， dlio =b, dj 一 人 

Cg = ab/ a’ + ,dh = ac/(@ to), 

dW = te/ +e )', 

C1M = abc/(aB 十 a2c2 bc)? (3. 5. 11) 
从 式 (3.5.11) 可 以 推导 出 相应 的 ?个 基本 的 单位 倒 易 矢量 Hf , H8i,, Hb , HYio， 
Hz? , H5 和 Hfi1。 它 们 的 模 量 实际 上 与 3. 3. 2 节 中 初 基点 阵 的 倒 易 点 阵 的 7 个 基 
本 单位 矢量 的 模 量 [ 见 式 (3. 3. 7) 完全 一 样 。 由 它们 所 建立 起 来 的 倒 易 点 阵 示 于 
图 3. 5. 6(c) , 它 与 图 3. 3. 3 所 示 的 单位 倒 易 格子 是 完全 一 致 的 。 很 显然 ,图 3-5-6 
(co) 是 一 个 完整 的 初 基 倒 易 点 阵 。 换 句 话 说 ,在 晶体 点 阵 中 出 现 普 通 反 映 对 称 面 
mm, 并 没有 使 其 倒 易 点 阵 中 某 些 阵 点 有 规律 地 消失 。 

图 3-5-6(b) 中 的 晶体 点 阵 的 单位 格子 虽然 具有 与 图 Ca) 所 示 的 单位 格子 完全 
相同 的 点 阵 参 数 ,但 由 于 点 阵 中 存在 着 滑 移 面 5& (zy0) 而 不 是 反映 面 m, 因 而 点 阵 
中 阵 点 的 排 布 显 然 与 图 (a) 不 同 ,尽管 都 属于 初 基 P 点 阵 。 由 于 滑 移 面 58《xy0) 的 
出 现 , 阵 点 的 排 布 显然 不 同 于 图 (a) ,读者 不 难 从 图 (b) 中 看 出 ,此 点 阵 的 7 个 基本 
面 族 的 面 间距 dioo ,dh1o ,dpo ,dto ,dfn cb 和 Gd 与 式 (3. 5. 11) 所 列 的 d” 并 不 完 
全 相同 ,它们 之 间 有 如 下 的 关系 : 

diw = dfo, dbo = d8io/2, do = dos, dhio = do/2, 

do = df, dh = di, din = dh (C3: 0..12) 
从 式 43. 5. 12) 可 以 推 知 ,两 个 倒 易 点 阵 中 7 个 基本 的 单位 倒 易 矢量 之 间 的 关系 为 : 

了 oo 一 Hi ， Héio = 2H8io ， 了 to = Hi ， Hi = 2HYo ， 

Hu = Hi, Hin 一 Hi ， Hn = HM (3. 5. 13) 
由 ?个 基本 的 单位 倒 易 矢量 H? 所 建立 的 倒 易 点 阵 如 图 3. 5. 6(d) 所 示 。 图 (d) 的 
倒 易 点 阵 是 相应 于 具有 垂直 于 c 轴 滑 移 面 2Czy0) 的 初 基 唱 体 点 阵 。 很 容易 从 图 
《d) 发 现 这 一 倒 易 点 阵 与 图 (c) 所 示 的 倒 易 点 阵 极 其 相似 , 倒 易 点 阵 参 数 相 同 , 都 同 
属于 初 基 了 的 倒 易 点 阵 ,而 且 作 为 反映 整个 倒 易 点 阵 阵 点 排 布 特性 的 , 即 一 般 类 
型 hkl 的 倒 易 阵 点 都 是 完整 的 (hk&l 类 型 中 的 倒 易 阵 点 并 没有 出 现 系统 消失 )。 然 
而 ,读者 从 图 (d) 中 不 难 发 现 , 这 一 倒 易 点 阵 的 特殊 类 型 一 一 hk0 类 型 的 倒 易 阵 点 
平面 中 某 一 些 倒 易 阵 点 存在 着 规律 的 系统 消失 , 即 当 二 2n 十 1 时 hk0 类 型 的 倒 易 
阵 点 并 不 存在 。hk0 类 型 倒 易 阵 点 是 与 a* 和 6 重合 通过 坐标 原点 的 倒 易 阵 点 平 
面 , 通 常 称 之 为 零 层 倒 易 阵 点 平面 。 显 然 , 这 种 零 层 倒 易 阵 点 平面 上 部 分 倒 易 阵 点 
系统 消失 的 原因 ,完全 是 由 于 晶体 点 阵 中 存在 着 某 一 相应 的 滑 移 面 。 而 且 部 分 倒 
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易 阵 点 系统 消失 的 规律 决定 于 晶体 点 阵 中 滑 移 面 的 取向 ,以 及 滑 移 面 所 具有 的 平 
移 操作 性 质 和 平移 方向 。 图 (d) 中 零 层 ie0 类 型 的 倒 易 阵 点 以 8 二 2n 十 1 的 规律 系 
统 消失 是 与 图 (b) 晶 体 点 阵 中 存在 着 与 “ 轴 垂 直 的 滑 移 面 2(zy0)? 相 关 。 可 以 推 
知 , 如 果 晶 体 点 阵 中 与 轴 垂 直 的 滑 移 面 为 (zy0) ,那么 , 零 层 hk0 类 型 倒 易 阵 点 
的 系统 消失 将 遵循 A 二 2n 十 1 的 规律 。 也 可 以 推 知 ,如 果 滑 移 面 a(x0z) 是 垂直 于 6 
轴 , 那 么 倒 易 点 阵 的 另 一 个 零 层 , 即 h0l 类 型 的 倒 易 阵 点 将 以 A 二 2n 十 1 的 规律 系 
统 消失 ,如 此 等 等 。 为 了 帮助 读者 的 理解 , 表 3. 5.2 列 出 了 在 正 交 晶 系 中 ,各 种 性 
质 的 滑 移 面 在 不 同 取 向 上 引起 相应 的 零 层 倒 易 阵 点 系统 消失 规律 ,这 些 规律 当然 
也 适用 于 四 方 晶 系 和 立方 晶 系 的 情况 。 只 是 ,在 四 方 唱 系 和 立方 晶 系 中 的 对 称 面 
还 可 以 是 以 [110j 取 向 。 各 种 性 质 的 滑 移 面 以 [110] 取 向 时 所 引起 倒 易 阵 点 系统 消 
失 的 规律 列 于 表 3. 5. 3。 在 第 二 篇 有 关 微 观 空间 对 称 原理 的 阐述 中 已 经 证 明 ,在 
四 方 和 立方 品系 的 初 基 书 格子 中 ,以 L110] 取 向 的 对 称 面 是 反映 对 称 面 m 与 滑 移 
面 a(0) 互 为 派生 共存 , 滑 移 面 “ 与 滑 移 面 n 互 为 派生 共存 ,因而 以 [110] 取 向 的 滑 
移 面 ,只 有 c 和 < 两 种 滑 移 面 对 于 hhi 类 型 倒 易 阵 点 所 引起 的 系统 消失 规律 才 具 
有 代表 性 。 


表 3.5.2 正 交 晶 系 中 各 种 性 质 滑 移 面 在 不 同 取向 上 引起 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 


滑 移 面 性 质 倒 易 阵 点 类 型 阵 点 系统 消失 规律 
6 ORL k 一 2n 十 1 
[100] 取 向 c Ok! /二 2n 十 1 
n Okl 十 1 二 2n 十 1 
过 Og! 除 & 十 /一 42 外 ,全 部 消失 
a AOL h=2n 二 1 
L010j 取 向 c ho0l l= 二 2n 十 1 
n hol hh 十 1 二 2n 十 1 
| AOL 除 h 十 /二 4n 外 ,全 部 消失 
a hk0 h=2n 十 1 
[oo1] 取 向 b hkO k=2n 十 1 
n hkO hk 一 2n 十 1 
除 A 十 & 一 42 外 ,全 部 消失 


表 3.5.3 以 [110] 取 向 的 滑 移 面 引起 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 


滑 移 面 性 质 倒 易 阵 点 类 型 阵 点 系统 消失 规律 
C hhl /i 二 2n 十 1 
d hhl 除 24 十 /二 4n 外 ,全 部 消失 
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3.5.4.2 螺旋 对 称 轴 


图 3-5-7 给 出 了 平行 于 c 轴 , 即 以 [001] 取 向 的 二 次 旋转 轴 [ 图 Ca) 、(Cb)j 和 二 次 
螺旋 轴 [ 图 (c) 0d)] ,以 及 它们 在 晶体 点 阵 中 的 对 称 等 效 阵 点 。 从 图 (a) 的 二 次 旋 
转轴 情况 不 难看 出 ,与 轴 垂 直 的 阵 点 平面 族 (001) 的 面 间距 4 如 是 与 沿 轴 的 阵 点 平 
移 周期 上 等 同 的 ,而 具有 相同 的 沿 轴 平 移 周期 t. 的 二 次 螺旋 轴 [ 见 图 (c)] 的 情况 
却 不 一 样 。 与 二 次 螺旋 轴 垂 直 的 阵 点 平面 族 (001) ,其 面 间距 di 只 是 沿 轴 平 移 
周期 的 一 半 , 即 等 于 六 /2。 显 然 d 等 于 di /2。 由 此 推导 出 它们 的 基本 单位 倒 
易 矢 量 将 是 ; 

H2 = 2H (3. 5. 14) 


001 O01 


(d) 


(b) 


与 
交 
的 


辟 


的 
面 


图 3-5-7 与 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 垂 直 相 交 及 和 斜 交 的 阵 点 平面 面 间 距 d 与 
点 阵 周期 t. 的 关系 


由 于 二 者 的 倒 易 点 阵 参数 完全 相同 ,从 式 (3. 5. 14) 不 难 推 知 ,由 于 晶体 点 阵 中 存在 
着 以 L001] 取 向 的 二 次 螺旋 轴 2, ,因而 引起 其 倒 易 点 阵 中 ,通过 坐标 原点 的 倒 易 阵 
点 列 00L 上 出 现 倒 易 阵 点 系统 消失 ,其 系统 消失 的 规律 是 /二 2n 十 1。 对 于 二 次 旋 
转轴 ,由 于 与 轴 垂 直 的 阵 点 面 族 的 面 间距 dow 与 沿 轴 平 移 周 期 等 同 ,其 倒 易 矢量 
Hi 必然 与 倒 易 点 阵 平移 周期 * 等 同 ,因而 并 不 引起 004 类 型 的 倒 易 阵 点 的 系统 

图 3-3-7(b) 及 (d) 表 明 , 无 论 是 二 次 旋转 轴 或 二 次 螺旋 轴 的 情况 ,与 对 称 轴 任 
意 斜 交 的 阵 点 面 族 , 即 (hokolo ) 类 型 的 面 族 ,当然 也 包括 Choko0)，, (ho0ls),(0kolo) 
等 类 型 的 面 族 , 都 不 可 能 有 特殊 的 规律 。 在 它们 的 倒 易 点 阵 中 ,除了 上 述 007 类 型 
的 倒 易 阵 点 列 之 外 ,对 于 其 他 类 型 的 倒 易 阵 点 ,不 可 能 再 出 现 部 分 倒 易 阵 点 系统 
消失 。 
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从 上 述 讨论 不 难 推 知 ,以 [100] 取 向 和 以 L010j] 取 向 的 二 次 螺旋 轴 也 会 引起 
h00 类 型 和 0&0 类 型 的 倒 易 阵 点 列 上 的 阵 点 分 别 以 4 二 2n 十 1 和 二 2n 十 1 系统 消 
失 的 规律 ,它们 归纳 于 表 3-5-4。 


表 3-5-4 二 次 螺旋 轴 引 起 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 


二 次 螺旋 轴 取 向 [100] 取 向 [010] 取 向 [L001] 取向 
倒 易 阵 点 类 型 A00 OkO 007 
阵 点 系统 消失 规律 h=2n 十 1 k 二 2n 十 1 {=2n 十 1 


同 理 , 可 以 推导 出 在 晶体 点 阵 中 以 [001j] 取 向 的 各 种 高 次 螺旋 轴 所 引起 倒 易 阵 
点 系统 消失 的 规律 ,它们 分 别 列 于 表 3-5-5。 


表 3-5-5 [001] 取 向 的 各 种 高 次 螺旋 轴 引 起 00! 类 型 的 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 


三 次 螺旋 轴 四 次 螺旋 轴 六 次 螺旋 轴 
31 /二 3n 以 外 41 1 二 4n 以 外 61 [二 6n 以 外 
32 [二 3n 以 外 42 [二 2n 以 外 62 /一 372 以 外 

43 [二 4n 以 外 63 7 二 2n 以 外 
64 /二 3n 以 外 
65 [二 6n 以 外 


注 ; 表 中 “以 外 ”表示 表 中 指出 的 之 外 ,其 余 的 倒 易 阵 点 全 部 消失 。 


通过 这 一 节 的 讨论 ,可 以 了 解 到 具有 平移 操作 特性 的 那些 微观 空间 对 称 元 素 ， 
由 于 它们 的 各 种 取向 和 它们 所 具有 的 平移 特性 ,将 会 引起 倒 易 点 阵 中 某 些 类 型 的 
部 分 倒 易 阵 点 系统 消失 。 具 体 说 ,晶体 点 阵 中 的 滑 移 面 将 使 倒 易 点 阵 中 相应 的 零 
层 ( 通 过 坐标 原点 的 ) 倒 易 阵 点 面 上 某 些 倒 易 阵 点 系统 消失 ,而 螺旋 轴 却 只 引起 相 
应 的 通过 坐标 原点 的 倒 易 阵 点 列 上 某 些 阵 点 系统 消失 。 衍 射 球 上 某 些 倒 易 阵 点 的 
系统 消失 必然 导致 与 这 些 倒 易 阵 点 相关 的 衍射 根本 不 能 发 生 , 那 么 在 入 射 空间 中 
也 根本 不 存在 这 些 结 点 的 衍射 ,准确 地 说 ,在 这 些 结 点 上 没有 任何 衍射 强度 (或 振 
幅 )。 因 此 ,通常 也 将 这 种 现象 叫做 衍射 的 “系统 消光 ”。 


3. 5. 5 120 个 衍射 群 


在 本 篇 第 三 章 “ 晶体 的 非 初 基点 阵 与 它们 的 倒 易 点 阵 ” 的 有 关 讨 论 中 ,已 经 清 
楚 地 阑 明 蝇 体 点 阵 的 非 初 基 平移 特性 (平移 群 ) 必 定 引起 倒 易 点 阵 的 一 般 类 型 一 一 
hkl 类 型 的 倒 易 阵 点 发 生 某 一 些 规律 性 消失 。 在 3. 5. 4 节 中 又 进一步 详细 讨论 了 
其 有 平移 操作 性 质 的 微观 空间 对 称 元 素 存在 于 晶体 结构 中 ,将 引起 一 些 特殊 类 型 
的 倒 易 阵 点 (通过 衍射 球 中 心 , 即 坐 标 原点 的 相应 阵 点 平面 或 阵 点 列 上 的 倒 易 阵 
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点 ) 发 生 某 种 规律 性 的 系统 消失 。 衍 射 球 中 倒 易 阵 点 的 消失 意味 着 与 它们 相关 的 
衍射 根本 不 可 能 发 生 , 衍 射 空间 中 根本 不 存在 这 些 结 点 的 衍射 (衍射 强度 或 振幅 )， 
这 就 是 我 们 称 为 衍射 的 消光 或 消失 规律 。 

我 们 不 但 已 经 知道 特定 晶体 所 属 的 晶 系 和 劳 埃 对 称 群 (甚至 点 群 ), 现 在 还 掌 
握 了 此 特定 晶体 的 衍射 空间 中 反映 着 各 种 平移 特性 的 衍射 系统 消光 规律 ,我们 已 
经 可 以 去 探讨 它 所 属 的 衍射 对 称 群 (简称 为 衍射 群 )。 显 然 ,衍射 群 并 不 等 于 空间 
群 。 有 一 些 衍 射 群 就 是 直接 等 同 于 空间 群 ,但 是 ,大 多 数 衍射 群 都 包含 着 一 个 以 上 
的 空间 群 。 在 此 情况 下 ,希望 从 衍射 群 进一步 确定 空间 群 ,必须 通过 其 他 晶体 物理 
学 手段 ,诸如 压 电 、 倍 频 等 方法 确定 晶体 内 部 结构 是 否 真正 具有 中 心 对 称 性 。 在 某 
些 情况 下 , 慌 怕 只 能 在 着 手 测定 晶体 内 部 结构 之 后 ,空间 群 才 能 最 终 给 予 肯定 , 例 
如 P61 与 P6; ,1222 与 1212121 等 。 

不 管 如 何 ,利用 系统 消光 规律 确定 晶体 所 属 的 衍射 群 是 十 分 必要 的 ,在 实际 工 
作 中 是 很 有 意义 的 。 下 面 将 分 别 列 出 120 个 衍射 群 与 各 种 类 型 的 系统 消光 规律 的 
相互 关系 。 

我 们 以 晶 系 、 劳 埃 群 ,点 群 、 衍 射 群 和 空间 群 的 层次 将 120 个 衍射 群 分 别 列 于 
表 3-5-6。 在 表 中 我 们 以 “能 够 出 现 的 衍射 ”代替 “系统 消失 的 衍射 ”, 即 以 “衍射 可 
以 出 现 ” 的 条 件 代替 “衍射 系统 消失 ”的 条 件 。 换 句 话说 ,除了 表 中 所 列 的 条 件 之 
外 ,所 有 其 他 同一 类 型 的 衍射 都 全 部 系统 消失 。 此 外 , 表 中 的 衍射 群 符号 是 与 所 包 
括 的 空间 群 相 对 应 的 ,衍射 群 符号 中 不 能 确定 的 对 称 元 素 符号 将 以 一 小 划 表 示 。 
最 后 ,在 表 中 衍射 条 件 栏 内 ,所 列 出 的 衍射 可 以 出 现 的 条 件 , 如 果 没 有 给 予 特别 标 
明 ,那么 它们 都 是 等 于 偶数 , 即 当 它们 等 于 2n 时 衍射 可 以 出 现 。 


表 3-5-6(a) 三 斜 晶 系 : 劳 埃 群 工 所 属 衍射 群 
点 群 


衍射 条 件 衍射 群 : = 
1 
和 Ee Pl 上 pI 


(b) 单 斜 晶 系 : 劳 埃 群 2/m 所 属 衍射 群 
衍射 和 条件 . 点 群 
衍射 群 
hkl Ol | he | hol | pho | oo | ono 2 m 2/m 


(c) 正 交 晶 系 : 劳 埃 群 mmm 所 属 衍射 群 


衍射 条 件 点 群 
下 P——— | p222 |Prmm2| Pmmm 
P 一 一 2 | P222) 
k P212 二 |P221 2 
P212121— |P212121 
h h P 一 一 a Pmma 
有 十 h k P——n Pmmn 
h h P—a— Pma2 
| I 7 | 让 二 Pmc21 
| 万 十 / h { P—n— Prn2il 
六 十 2 h h Z P—na Pmna 
k h h k Pba— Pba? | Pbam 
k h 有 十 h k | B66n Ppan 
k / k L Po | Pbem 
k 1 h 4 Pbca Pbca 
k 1 hk 4 Pben Pben 
h We 呈 汪 二 届 2 Pca— Pea21 
l l EE Ll Pcc 一 Pec2 | Peem 
Z { h | | | : Peca Peca 
Z hi 二 +k 7 Pcecn Peen 
& 十 / / Pn—a Pnma 
k+l h h k 1 Pna— Pna21 
k+l 人 k l Pnc— Pnc2 
k+l A 十 / / | Prn2 | Prnm 
& 十 ! ht+i h h 天 i Pnna 1 Pnna 
k+l | ht+l 十 k 1 Prnn | Pnnn 
htk | k h 及 十 开 h k C——— | C222 [Crmm2| Crmmm 
htk| & 有 十 h k 1 | c——2 | cz22; 
用 十 h hk h k Ca Cmma 
hik | k hs 1 有 十 衣 h | k | / | C—c— Cme21| Cmem 
有 十 上 h; 1 hk h k / C—ea | Cmca 
he | ;1 h; 1 有 十 k 1 Cee— | Cee?2 | Ceem 
hitk | kl hl | hk h k / Ceca Ceca 
ttl | kt1 | 1/ k k / | A 一 一 一 Amm2 
gtl | kt h; 1 k h k 六 二 Ama2 
AT | kl 1 | & k 1 | A5—— | Abm2 
k+l k; 1 hsl k h k 1 Aba— Aba2 
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ee 
射 条 件 | 点 群 


衍 


hkl | Og! hoOl hkO ho0 | 0OR0 007Z 222 | mm2 | mmm 
hk 十 ! k+l 瑚 十 7 天 十 天 h k i I——— | 71222 |Imm2| Immm 
T212121 


(d) 四方 晶 系 : 劳 埃 群 4/m 所 属 衍射 群 


衍 射 条 件 | 点 群 


hkl hkO Ok! hhl O07l OkO hh0 4 4 4/m 

mh me 
[ss Nh WE i RE hd 
| 


了 了 4? 一 一 P4; P42/m 


党 
尘 
办 


OO 十 一 一 十 

hk nl k | P42 /nO—— P42/n 
k++ htk | 十 / L k J l 14 加 I4/m 
htktl| AHA | Ar | 1 2 Mi | 马 
A 十 ATi 


{e) 四方 晶 系 : 劳 埃 群 4/mmm 所 属 衍射 群 
入 射 条 件 


hkl ARO | Ok! hhl 002 | Og0 | AAO 422 4mm 4/mmm 


P4/mmm 


。 300 。 


入 射 条 件 点 群 
hkl hkO ORZ hhl 002 | 0&0 | hh0 人 422 4mm | 4/mmm 
| P4a22 | 
ZL 一 472| kk P4121—| P41212 
| P43212 
中 l L | 1 P= P42smc p42c P42 /mmc 
| 下 | 富 3 | PIT2ic 
Be = 六 | Pabm | Pao2 |P4/mbm 
上 4 下 k P—be P42bc P42 /mbc 
| ] Z | | pe | P4zcm 上 P4c2 [pa /mem 
| l [ l 1 | 卫 一 cc | | P4cc | 了 4/zacc 
| k++/! Z | k | | P—n— | P42nm Pidn2 J P42 /mnm 
k 十 ! Z 2 | k | 下 Pdnc P4/mnec 
| 十 | | | Pn—— | 是 P4/nmm 
a | | { | * Pn—e es 和 P42 /nme 
"tj | | | Pop 一 上 P4/nbm 
ht | & | l | 1 上 Pnbe P42 /nbc 
ht+k| 1 | 上 || Pnc— 上 | ee 
htk| 1 l l k Pnce P4d/nce 
el 全 中 A P42 /nam 
| ht 寻 中 l Po 本 | - P4/nnc 
ee i i nb 
hk | hk | 十 ! l Ll k 芭 1422 Tdmm IT42m IT4/mmm 
TT 
二 二 几 = jE m2 | 
htktl | hk | k+l i |l=4n| kk 14122 
Ar 二 AL AAA x j=4n| k lmd | 124 
htk+l | hk k,l l | Z | 上 | Tl4cm 了 T4c2 | I4/mcm 
htkti|hta| kt| | 全 | & | yaa | 
141/amd 
k 十 | Hi/acd 


* 衍射 条 件 为 2 十 /二 4n; 1。 


(f) 


三 方 晶 系 : 劳 埃 群 3 所 属 衍射 群 


衍射 条 件 ( 瑟 取向 ) S 点 群 
衍射 群 
hkl hp'l hhl o0l 3 3 
| PP——- P3 Pp3 
{=3n | 本 P31; P3» 
一 六 十 十 /一 37 六 十 /一 37 {=3n {=3n R(obv)—— R3 R3 
太一 & 十 L 一 37 hh 二 l=3n l=3n R(rev)—— R3 R3 


{g) 


三 方 晶 系 : 劳 埃 群 3m 所 属 衍射 群 


衡 射 条 件 ( 互 取向 ) 

hkl hh'l hhl 007 32 3m 3m 
下 sr P312 P31lm P31m 
| | P321 | P3ml Pp3ml 

l=3n 了 31 一 一 P3112 

P3212 

了 3121 

P3221 
l l P——c 了 31c P31c 
l Pe 二 P3cl P3cl 
一 hh 十 k 十 二 3n hl 二 3n l=3n R(obv)—— R32 | R3m R3m 
h 这 训 | 由 十 7 一 37 {=3n R(rev)—— R32 R3m R3m 
—h 二 +k 二 /l==3n| 内 十 上 一 3737 l=3n R(obv)—ce R3c Ra3c 

hh 一 k 十 (二 3n| 一 十! 二 3n;l l=3n R(rev)—e 


(h) 


衍射 条 件 点 群 
hh1l hhl 00/ 6 6 6/m 

I P6 P5 P6/m 
P6; P63/m 

/=3n P62; P64 

l=6n POs P61; P6s 

(i) ”六方 晶 系 : 劳 埃 群 6/mmm 所 属 衍射 群 
衍射 条 件 点 群 
hil hhl 00l 人 622 6mm 62m 6 /mmm 


(j) 


立方 晶 系 : 劳 埃 群 m3 所 属 衍 射 群 


入 射 条 件 点 群 
hkl Ok! hhl 23 m3 
- P23 Pm3 
| P213 
k Pa3 
| k+l Pn3 
hh 二 k+l k+l 1 123 Im3 
I213 
eR 十 ey 
h+k+2 ksl 1 Ia3 
六 十 有 天 十 2 十 7 ksl | hl F23 Fm3 
htkshtl;k+tl | k+l=4n;k;l h+1l Fa3 
(k) 立方 晶 系 : 劳 埃 群 m3m 所 属 衍射 群 
衍射 条 件 点 “和 群 
hkl Ogl hhl Ep CL I3m. | m3m 
P———| P432 Pa3m | Pm3m 
1 |P4s——| P4232 
l=4n |P41——| P4132 
| P4332 
/ P——n Pi3n | pm3n 
& 十 / Pn 一 一 Pn3m 
k++! Pn—n Pn3n 
十 4 十 / k+l 4 I——| 132 | 13am | Im3m 
A 十 & 十 / +7 L l=4n |141——| 14132 
A 十 & 十 / k+l 2h+l=4n; 7 | l=4n |I——d 1134 
| ksl atl=an 1 | 1=4n | Ia-d Ia3d 
及 十 有 htl; k+l k; 1 十 1 |F———| F432 | Fi3m | Fm3m 
及 十 htl; k+l k; 1 ht l=4n |F4i——| F4132 
htk; ht+l; k+l k; 1 hsl L F 一 一 < Fi3c | Fm3ec 
htks htls k+l k+l=dn; ks / ht+l /= 和 |Fd—— Fd3m 
htk; h+l; k+l 十 一 4 k; 1/ h;l l=4n | Fd—e Fd3e 


在 晶体 结构 分 析 中 ,我 们 是 进行 上 述 现象 讨论 的 道 过 程 。X 射线 对 未 知 结构 
的 晶体 衍射 提供 了 全 部 的 衍射 结果 ,给 出 了 晶体 结构 的 整个 衍射 空间 。 在 实践 中 ， 
通过 对 衍射 空间 的 研究 分 析 , 不 但 从 衍射 的 空间 几何 图 案 ( 衍 射 结 点 一 一 倒 易 阵 点 
的 空间 排 布 及 其 衍射 强度 的 对 称 等 效 关系 等 ), 可 以 准确 无 误 地 推导 出 晶体 点 阵 的 
周期 平移 特性 及 其 衍射 空间 的 对 称 性 ,从 而 获得 晶体 点 阵 6 个 参数 .晶体 的 晶 系 对 
称 及 其 所 属 的 劳 埃 对 称 群 ,而 且 可 以 通过 一 般 类 型 (hkl 类 型 ) 和 各 种 特殊 类 型 衍 
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射 的 系统 消失 , 推 知 晶体 点 阵 的 类 型 和 晶体 结构 中 存在 的 各 种 微观 空间 对 称 元 素 
的 平移 特性 。 在 实际 工作 中 我 们 正 是 运用 系统 消光 规律 , 推 知 晶体 内 部 结构 所 属 
的 可 能 的 空间 群 一 一 点 阵 的 类 型 (平移 群 ) 和 各 种 取向 的 对 称 元 素 组 合 。 

由 于 衍射 空间 总 是 增添 对 称 中 心 ,无 论 晶体 内 部 结构 中 是 否 具 有 对 称 中 心 (人 参 
阅 3. 5. 3. 2 节 有 关 衍射 空间 的 中 心 对 称 性 )。 此 外 ,诸如 四 次 螺旋 轴 4 与 4 等 所 
引起 的 系统 消光 规律 是 没有 差异 的 ( 见 表 3-5-5), 如 此 等 等 。 在 实践 中 ,通过 衍射 
的 系统 消光 规律 ,并 不 可 能 将 全 部 230 个 空间 群 逐一 区 分 开 。 在 劳 埃 对 称 群 的 基 
础 上 ,从 一 般 类 型 和 各 种 特殊 类 型 衍射 所 出 现 的 各 类 系统 消光 规律 ,只 给 我 们 提供 
120 个 点 阵 类 型 与 微观 对 称 元 素 组 合 的 对 称 类 型 , 称 为 120 个 衍射 类 型 ,或 称 之 为 
120 个 衍射 群 。 


3. 5.6 ”衍射 空间 中 衍射 的 对 称 等 效 


在 3.5.3 节 的 讨论 中 已 经 指出 衍射 空间 的 概念 :在 球体 内 具有 与 衍射 球 内 倒 
易 阵 点 排 布 图 案 一 样 的 衍射 结 点 排 布 方式 ,每 一 个 衍射 结 点 具有 与 衍射 球 内 相应 
倒 易 阵 点 指数 相同 的 衍射 指数 ,衍射 指数 表示 着 在 已 知 条 件 下 (晶体 点 阵 参 数 与 X 
射线 波长 ) 衍 射 发 生 的 方向 。 衍 射 空间 与 衍射 球 的 重要 差别 在 于 衍射 空间 的 球 内 
每 一 个 衍射 结 点 都 具有 该 衍射 的 强度 或 振幅 (绝对 的 或 相对 的 ) ,而 衍射 球 内 所 包 
含 的 却 只 是 倒 易 阵 点 。 显 然 衍射 空间 并 不 是 一 个 物理 实在 ,而 只 是 描述 衍射 可 能 
发 生 及 其 最 终结 果 的 数学 模型 。 

此 外 ,在 3.5.3 节 有 关 衍 射 空间 的 对 称 性 的 讨论 中 已 经 指出 ,在 不 考虑 反常 散 
射 的 情况 下 衍射 空间 具有 中 心 对 称 性 ,衍射 空间 的 对 称 元 素 不 具有 平移 操作 特性 ， 
衍射 空间 的 可 能 对 称 组 合 类 型 就 只 有 11 种 , 即 11 个 劳 埃 对 称 群 。 显 然 , 衍 射 空间 
中 的 对 称 就 是 指 各 衍射 之 间 的 对 称 等 效 关系 , 它 既 包括 衍射 结 点 在 衍射 空间 中 在 
几何 位 置 上 的 对 称 等 效 关系 ,也 包括 它们 在 衍射 强度 或 振幅 上 相互 之 间 的 等 效 关 
系 。 此 外 ,衍射 空间 的 对 称 性 对 于 球体 内 所 有 的 衍射 结 点 都 应 得 到 满足 , 即 所 有 的 
衍射 结 点 连同 几何 位 置 及 衍射 强度 对 于 衍射 空间 的 特定 对 称 组 合 ( 劳 埃 群 ) 的 对 称 
操作 都 必须 得 以 满足 。 

由 于 读者 在 第 一 篇 有 关 宏 观 对 称 原理 的 讨论 中 对 宏观 对 称 性 已 有 充分 了 解 ， 
这 里 对 衍射 空间 的 对 称 性 、 对 称 等 效 及 对 称 变换 等 就 不 必 再 重复 ,也 不 必 对 11 个 
劳 埃 群 逐一 讨论 。11 个 劳 埃 群 中 3 个 对 称 群 6/mmm,m3 和 m3m 很 具有 代表 性 ， 
其 他 的 劳 埃 群 都 可 通过 它们 在 消除 部 分 对 称 元 素 后 获得 答案 。 此 外 ,这 三 个 劳 埃 
群 的 对 称 性 特别 高 而 且 比 较 复 杂 , 对 它们 的 详细 分 析 将 有 助 于 读者 在 实践 中 运用 。 

有 别 于 晶体 的 宏观 对 称 性 和 微观 对 称 性 ,作为 晶体 内 部 结构 的 一 种 储 里 叶 变 
换 的 数学 模型 ,晶体 的 衍射 空间 内 的 对 称 性 表达 着 全 部 衍射 结 点 之 间 的 对 称 等 效 
关系 。 对 于 整个 衍射 空间 来 说 ,“ 对 称 等 效 ” 的 问题 ,在 实践 中 更 重要 的 是 了 解 对 称 
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独立 衍射 区 (或 对 称 独立 衍射 结 点 ) 的 分 割 及 其 衍射 指数 hgl 之 间 的 变换 关系 。 衍 
射 空间 内 对 称 独立 区 域 总 是 与 对 称 元 素 直接 相关 的 ,每 一 个 对 称 独立 区 域 都 必然 
由 一 些 对 称 元素 所 限定 ,就 如 点 群 中 的 一 般 位 置 点 系 一 样 。 显 然 , 劳 埃 群 的 对 称 性 
越 高 ,衍射 对 称 独 立 区 的 数目 就 越 多 。11 个 劳 埃 群 中 对 称 群 6/mmm,m3 和 m3m 
的 对 称 性 最 高 ,衍射 空间 中 对 称 独 立 区 的 数目 最 多 ,其 分 割 也 比较 复杂 。 下 面 我 们 
将 分 别 讨论 具有 这 3 个 劳 埃 对 称 群 的 衍射 空间 。 

下 面 讨论 中 所 涉及 的 概念 ,符号 都 与 前 面 沿用 的 相 一 致 。 由 于 衍射 空间 的 球 
体 是 一 个 倒 易 空间 ,坐标 轴 当 然 是 倒 易 点 阵 的 基本 单位 矢量 a ,b" ,ce* 。 与 衍射 
结 点 平面 重合 的 对 称 面 的 坐标 位 置 以 hkl 指数 加 圆 括 弧 表 示 。 与 衍射 结 点 列 重合 
的 对 称 轴 以 衍射 指数 hl 加 方 括 弧 表示 ,它们 当然 也 表示 着 衍射 空间 中 各 类 旋转 
轴 的 方向 。 


3.5.6.1 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 衍射 独立 区 的 衍射 指数 


从 对 称 原理 上 , 劳 埃 群 6/mmm 的 对 称 性 与 晶体 点 群 6/mmm 的 对 称 性 并 无 什 
么 差别 ,只 要 参阅 图 1. 5. 3, 对 于 这 一 对 称 群 的 全 部 对 称 元 素 的 排 布 将 会 有 一 个 非 
常 清晰 的 印象 ,在 图 3-5-8 中 我 们 没有 画 出 对 称 面 、 对 称 轴 和 它们 的 符号 ,而 只 给 
出 对 称 面 和 对 称 轴 所 重合 的 衍射 结 点 平面 和 结 点 列 的 衍射 指数 。 图 3-5-8 是 沿 六 
次 轴 亦 即 沿 c* 轴 的 极 射 赤 平 投影 示意 。 

这 里 ,我 们 再 次 指出 ,衍射 空间 是 一 个 倒 易 空间 , 它 的 坐标 系 遵照 倒 易 点 阵 的 
坐标 轴 a" ,和 ,c" 取向。 对 于 六 方 晶 系 点 阵 或 三 方 晶 系 点 阵 的 日 取向 的 倒 易 单位 
格子 ,就 如 图 3-5-8 所 示 ,y*( 即 a* 与 2 的 夹 角 ) 是 60" ,而 不 是 120"。 

当 坐 标 轴 a* ,b* 和 <” 的 取向 一 旦 确定 之 后 ,图 3-5-8 的 衍射 空间 被 7 个 与 对 
称 面 重 合 的 衍射 结 点 平面 分 割 为 等 同体 积 的 24 个 区 域 ,每 个 区 域 都 标 出 了 该 区 域 
内 衍射 指数 hgl 的 限制 条 件 。 例 如 在 被 平面 (A00), (hhL) 和 (hk0) 所 限定 的 区 域 
内 ,所 有 的 衍射 指数 PR/ 都 必定 满足 h 宇 &,k 宇 0,/ 宇 0 的 条 件 。 又 例如 ,以 平面 
(hl) ,Ch2hl) 和 (hk0) 所 分 割 的 入 射 空间 区 域 ,所 包含 的 衍射 应 具有 指数 hkl 为 
hk,2| 有 | 之 k 和 71 宇 0 为 限定 条 件 。 

显然 ,具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 ,如 果 不 考虑 反常 散射 效应 ,应 有 
24 个 对 称 独立 的 区 域 ,它们 之 间 是 互 为 对 称 等 效 的。 图 3-5-8 也 可 活用 于 其 他 劳 
埃 群 如 6/m,3 和 3m 等 ,此 时 应 将 图 中 的 部 分 对 称 元 素 消除 ， 而 且 每 一 个 对 称 独立 
区 域 将 包含 图 中 一 个 以 上 的 区 域 。 

值得 提醒 的 是 ,图 中 的 结 点 平面 是 两 个 相 邻 区 间 所 共有 的 , 结 点 列 则 为 4 个 或 
12 个 区 域 所 共有 ,而 每 个 区 域 所 给 的 衍射 指数 限定 条 件 中 都 包括 了 结 点 平面 和 结 
点 列 。 因 此 ,每 一 个 区 域 只 能 占有 结 点 平面 上 每 个 结 点 的 一 半 , 结 点 列 上 每 个 结 点 
的 1/4 或 1/12 等 ,这 就 是 在 结构 分 析 中 的 多 重 性 因子 m。 当 我 们 取 独 立 衍射 时 ， 
对 于 那些 在 衍射 空间 中 处 于 特殊 位 置 的 衍射 ,其 强度 应 进行 “ 除 以 2”“ 除 以 4”、 
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图 3-5-8 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 沿 c* 方向 的 极 射 赤 平 投影 示意 图 
以 7 个 与 对 称 面 重合 的 衍射 结 点 平面 相交 分 割 为 24 个 独立 区 域 ,每 一 区 域内 衍射 指数 限定 条 件 均 给 
以 标 出 。 纸 面 下 的 下 半球 ,其 衍射 指数 限定 条 件 相 同 ,差别 就 只 在 于 将 ! 改 为 ? 


“ 除 以 m2.” 等 多 重 性 因子 的 处 理 。 显 然 每 一 个 衍射 的 多 重 性 因子 m 是 由 它 所 处 的 
位 置 所 决定 ,确切 地 说 ,在 特定 的 劳 埃 群 中 它 是 由 m 个 对 称 独立 区 所 共有 的 衍射 
结 点 ,对 于 一 个 对 称 独 立 区 来 说 只 能 占有 它 的 1/m。 


3.5.6.2 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 衍射 独立 区 的 衍射 指数 


图 3-5-9 给 出 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 球体 的 极 射 赤 平 投影 示意 图 。 
在 宏观 对 称 原理 中 读者 已 经 十 分 熟悉 点 群 m3m 的 极 射 赤 平 投影 (请 参阅 图 
1. 5. 6) ,在 此 对 称 群 内 共有 9 个 对 称 面 ,3 个 四 次 轴 、4 个 三 次 轴 、6 个 二 次 轴 和 对 
称 中 心 。 图 3-5-9 不 再 给 出 这 些 对 称 元 素 , 而 只 标 出 与 9 个 对 称 面 重 合 的 入 射 结 
点 平面 以 及 它们 在 衍射 空间 中 的 坐标 位 置 (以 圆 括号 表示 ) ,这 9 个 平面 的 每 一 个 
平面 在 坐标 系 中 都 被 分 割 为 4 个 部 分 ,分 别 具 有 不 同 的 坐标 位 置 。 图 中 所 给 出 的 
只 是 上 半球 ( 即 c* 为 正方 向 轴 ) 的 值 ,而 下 半球 (c* 为 负 方 向 轴 ) 的 数值 读者 很 容易 
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由 h&l 的 第 三 坐标 值 从 ! 改 为 |/| 而 获得 。 

图 3-5-9 以 9 个 与 对 称 面 重合 的 入 射 结 点 平面 相交 ,将 整个 入 射 空间 分 割 为 
48 个 等 同体 积 的 区 域 。 显 然 在 劳 埃 群 m3m 对 称 中 这 48 个 区 域 之 间 是 完全 对 称 
等 效 的 , 即 每 一 个 区 域 所 包含 的 衍射 结 点 ,无 论 在 几何 位 置 上 还 是 衍射 强度 上 都 与 
其 他 区 域 相应 的 衍射 结 点 相互 为 对 称 等 效 。 换 名 话 说 48 个 区 域 中 任 一 区 域 的 衍 
射 足以 代表 衍射 空间 , 即 所 谓 “( 对 称 ) 独 立 的 衍射 "从 48 个 区 域 中 任 一 区 域 , 通 
过 m3m 对 称 群 的 对 称 操作 ,可 以 推导 出 整个 衍射 空间 。 

图 3-5-9 给 出 了 上 半球 24 区 域 中 每 个 区 域内 全 部 衍射 的 入 射 指数 限定 ,而 下 
半球 的 24 个 区 域 的 衍射 指数 限定 条 件 与 上 半球 相似 ,只 是 需要 将 |7| 代 替 i， 并 以 
| 之 0 代替 /和 0 即 可 。 对 于 具有 m3m 劳 埃 群 对 称 性 的 衍射 空间 ,48 个 区 域 中 每 
一 个 区 域 都 是 对 称 独立 的 衍射 区 域 。 每 一 个 区 域 中 所 给 定 的 衍射 限定 条 件 中 已 经 


图 3-5-9 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 的 极 射 赤 平 投影 示意 图 
以 9 个 与 对 称 面 重合 的 结 点 平面 相交 而 分 割 为 48 个 区 域 。 以 圆 括号 表示 结 点 平面 指数 。 
图 中 给 出 上 半球 24 个 区 域 中 衍射 指数 限定 条 件 。 下 半球 的 差别 只 是 将 7 改 为 |7| 
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包括 了 应 该 为 相 邻 区 域 所 共有 的 衍射 结 点 平面 和 结 点 列 , 每 一 对 称 独立 衍射 区 域 
对 这 些 为 相 邻 所 共有 的 衍射 结 点 只 能 占有 它们 衍射 强度 的 1/m, 这 里 m 被 称 为 多 
重 性 因子 。 对 于 具有 m3m 对 称 群 的 衍射 空间 ,多 重 性 因子 m 与 衍射 指数 ARL 有 
如 下 关系 : 

(1) 3 个 衍射 指数 中 两 个 指数 相等 或 1 个 指数 为 零 值 者 ,m 王 2; 

(2) 3 个 衍射 指数 中 1 个 指数 为 零 值 ,而 另外 2 个 指数 相等 者 ,mm 一 4; 

(3) 3 个 衍射 指数 都 相等 者 ,m 二 6; 

(4) 3 个 衍射 指数 中 2 个 指数 为 零 值 者 ,mm 一 8。 

图 3-5-9 当然 也 适用 于 四 方 晶 系 具有 劳 埃 群 4/m 或 4/mmm, 以 及 正 交 晶 系 
具有 劳 埃 群 mmm 对 称 的 衍射 空间 。 此 时 应 将 一 些 相应 多 余 的 对 称 元 素 去 掉 。 显 
然 在 此 情况 下 ,每 一 个 对 称 独立 的 衍射 区 域 将 包括 着 数 个 图 3-5-9 中 所 示 的 独立 
区 域 ,多 重 性 因子 m 也 相应 改变 。 


3.5. 6.3 具有 劳 埃 群 m3 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 衍射 独立 区 的 衍射 指数 


对 称 群 m3 应 具有 3 个 对 称 面 .4 个 三 次 轴 、3 个 二 次 轴 和 对 称 中 心 , 它 们 之 间 
的 组 合 排 布 在 宏观 对 称 原理 中 已 作 过 详细 讨论 (参阅 图 1-5-7), 图 3-5-10 和 


网 3-5-10 具有 劳 埃 群 m3 对 称 的 入 射 空间 中 第 一 种 划分 24 个 对 称 独立 
衍射 区 的 示意 图 。 图 中 只 给 出 上 半球 12 个 区 域 的 衍射 指数 限定 条 件 
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图 3-5-11 给 出 了 对 称 面 、 三 次 轴 和 二 次 轴 在 极 射 赤 平 投影 中 的 示意 图 。 


图 3-5-11 具有 劳 埃 群 m3 对 称 的 衍射 空间 中 第 二 种 划分 24 个 对 称 独立 
衍射 区 的 示意 图 。 图 中 只 给 出 上 半球 12 个 区 域 的 衍射 指数 限定 条 件 


具有 劳 埃 群 m3 对 称 的 衍射 空间 应 有 24 个 对 称 独立 的 衍射 区 域 ,它们 之 间 是 
对 称 等 效 的 ,然而 这 24 个 对 称 独立 衍射 区 域 的 划分 方式 可 以 有 两 种 ,如 图 3-5-10 
和 图 3-5-11 所 示 。 这 两 种 划分 方式 都 是 正确 的 ,按照 这 两 种 不 同 的 分 割 方式 ,分 
别 对 24 个 对 称 独立 的 衍射 区 域 给 出 了 衍射 指数 限定 条 件 。 图 3-5-10 和 图 3-5- 
11 只 给 出 上 半球 的 12 个 区 域 ,而 下 半球 12 个 区 域 的 衍射 指数 限定 条 件 十 分 相 
似 , 只 需 以 | 代替/ 即 可 。 

无 论 第 一 种 分 割 对 称 独立 区 的 方式 ( 见 图 3-5-10) 或 第 二 种 分 割 方式 ( 见 图 3- 
5-11) ,每 一 个 对 称 独立 区 域 中 对 称 独立 衍射 的 多 重 性 因子 mx 都 遵循 如 下 规律 

(1) 3 个 衍射 指数 中 2 个 指数 相等 或 者 其 中 1 个 指数 为 零 值 者 ,mmz 一 2; 

(2) 3 个 衍射 指数 中 1 个 指数 为 零 值 ,而 其 余 2 个 指数 相等 者 ,mm 二 4; 

(3) 3 个 衍射 指数 中 2 个 指数 都 为 零 值 者 ,m 一 4; 

(4) 3 个 衍射 指数 中 3 个 指数 都 相互 等 同 者 ,m 二 3。 
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3.5.7 衍射 空间 中 对 称 等 效 的 衍射 指数 之 间 的 变换 


3.5.7.1 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 对 称 等 效 衍射 指数 的 变换 


图 3-5-12 给 出 了 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 与 对 称 面 重合 的 衍 
射 结 点 平面 (以 圆 括 号 表示 ) ,及 与 对 称 轴 重 合 的 衍射 结 点 列 ( 以 方 括号 表示 ) 在 倒 
易 点 阵 坐 标 系 a” ,b" 和 c* 中 的 取向 位 置 及 其 指数 (括号 中 的 衍射 指数 ) 。 


[ol [pp0] 


[2hh0] (a [Ap0] 


图 3-5-12 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 与 对 称 面 m 重合 的 入 射 结 点 
平面 (以 圆 括号 表示 ) 和 与 对 称 轴 重 合 的 衍射 结 点 列 ( 以 方 括号 表示 ) 在 倒 易 点 
阵 坐 标 系 a”,b” 和 ce* 中 的 取向 位 置 及 其 指数 


在 坐标 系 中 ,通过 坐标 系 原点 的 结 点 平面 都 将 被 分 割 为 四 部 分 ,它们 的 衍射 指 
数 的 正 负 符号 不 相同 。 例 如 ,与 坐标 轴 c* 垂直 的 衍射 结 点 平面 是 由 (hk0), (hk0)， 
(hk0) 和 (hk0) 所 构成 。 显 然 ,与 此 四 部 分 结 点 平面 重合 的 对 称 面 m (hk0),m 
(hk0),m(hkg0) 和 m(hk0) 在 对 称 原理 上 是 完全 等 同 的 一 个 对 称 面 。 同 理 ,通过 坐 
标 系 原点 的 衍射 结 点 列 都 被 坐标 系 分 割 为 两 段 , 它 们 的 衍射 指数 的 正 负 符 号 并 不 
相同 。 例 如 与 坐标 轴 c* 重合 的 结 点 列 将 由 于 坐标 轴 c* 和 一 c* 的 原因 而 分 割 为 
L000] 和 f00 中 两 段 衍射 结 点 列 。 当 然 , 与 此 两 段 结 点 列 重合 的 六 次 轴 6[00L] 和 
6[00/] 在 对 称 原理 上 是 完全 等 同 的 。 
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由 于 图 3-5-12 是 沿 c* 投影 的 极 射 赤 平 投影 示意 图 ,因而 只 标 出 上 半球 的 结 
点 平面 和 结 点 列 的 符号 。 而 下 半球 相应 的 结 点 平面 和 结 点 列 的 符号 ,只 要 以 一 / 
代替 上 半球 的 ! 指数 即 可 获得 。 

在 3. 5. 6 节 中 指出 ,在 不 考虑 反常 散射 效应 的 情况 下 ,具有 劳 埃 群 6/mmmm 对 
称 的 衍射 空间 被 对 称 元 素 分 割 为 24 个 对 称 等 效 的 衍射 区 域 ,每 一 个 区 域 里 都 包括 
了 足以 代表 整个 衍射 空间 的 全 部 独立 的 衍射 。 在 3. 5.6 节 已 给 出 了 每 一 个 对 称 独 
立 入 射 区 域 在 特定 的 坐标 系 中 所 具有 的 衍射 指数 限定 条 件 ( 见 图 3-5-8)。 显 然 各 
个 对 称 独立 衍射 区 域 之 间 , 在 已 给 定 的 坐标 系 里 ,各 个 等 效 衍射 的 衍射 指数 将 可 以 
通过 各 种 对 称 元 素 的 对 称 操作 给 以 变换 ,或 者 从 一 个 对 称 独立 衍射 区 的 衍射 ,通过 
对 称 元素 的 对 称 操作 推导 出 其 他 任意 一 个 对 称 独立 衍 射 区 或 整个 衍射 空间 全 部 衍 
射 的 指数 。 表 3-5-7 给 出 了 与 图 3-5-12 中 各 个 结 点 平面 或 结 点 列 重合 的 对 称 面 
或 对 称 轴 所 具有 的 对 称 等 效 衍射 指数 。 由 这 些 衍射 的 对 称 等 效 关系 ,读者 不 难 从 一 
个 独立 衍射 区 域 的 衍射 指数 导出 另 一 独立 衍射 区 域 或 整个 衍射 空间 的 衍射 指数 。 

表 3-5-7(d) 是 为 了 帮助 读者 推导 三 方 晶 系 的 等 效 入 射 而 附加 的 ,它们 也 可 以 
从 表 3-5-7(c) 中 获得 。 


表 3-5-7(a) 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 对 称 面 的 等 效 衍射 


对 称 面 等 效 衍射 
m(hk0) ;m(hk0) ;mlhk0) ;mREO) hkl;hkl 
mhOl) ;mhOLD ;mhol) ;mhOL) hkl;h+ kkl 
m(hhl) mhhl) ;mhhl) ;mhhl) hkls khl 
m(OkL) ;ml ORL) ;ml ORL) ;ml ORL) hkl;hhtkl 
m(h2hl) ;mCh2hl) ;mh2hi) ;mh2 hl) hkl;h+kkl 
mhhl) smChhl) sm(hhl) ;mhhl) hkls khl 
mRhl) ;ml 2hhl) ;ml 2hhi) ;ml 2hhi) hkl;hhtkl 


(b) 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 二 次 轴 的 等 效 衍射 


二 次 轴 等 效 衍 射 
2[400];2[A00] hklsh+kkl 
2[hhO];2LAROJ hkls khl 
2[O&0];2[0&0] hkl;hhtkl 
2[R2h0];2[h2h0] hkl;h+kkl 
2[hhO]; 2LhRO] hkl;hkl 
2[2Ah0 1;2[ 2hhO] hkl;hh +kl 


(e) 具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 六 次 轴 的 等 效 衍射 


六 次 轴 等 效 衍射 


6[007] hplskh-t klsh+Ehl; hk ;khtkl;ht khl 


(d) ”具有 劳 埃 群 3 对 称 的 衍射 空间 中 三 次 轴 的 等 效 衍射 


三 次 轴 等 效 衍射 
3[000] hkl;h+khl; kh tkl 


3.5.7.2 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 对 称 等 效 衍射 指数 的 变换 


图 3-5-13 给 出 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 与 对 称 面 重合 的 衍射 结 点 
平面 (以 圆 括号 表示 ) 和 与 对 称 轴 重 合 的 衍射 结 点 列 (以 方 插 号 表示 ) 在 倒 易 点 阵 坐 
标 系 a” ,b" 和 <* 中 的 取向 位 置 及 其 指数 (括号 中 的 衍射 指数 )。 


网 3-5-13 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 ,与 对 称 面 重 合 的 衍射 结 点 平面 
(以 圆 括号 表示 和 与 对 称 轴 重合 的 衍射 结 点 列 (以 方 括号 表示 ) 在 坐标 系 a* ,b* ， 
c 中 的 取向 位 置 及 其 指数 
-SEs 


在 前 面 对 具 有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 所 进行 的 一 些 讨 论 , 也 适用 于 


这 里 的 情况 ,所 以 不 再 重复 。 


在 3. 5.6 节 中 已 经 指出 在 不 考虑 反常 散射 效应 的 情况 下 ,具有 劳 埃 群 m3m 对 
称 的 衍射 空间 被 对 称 元素 分 割 为 48 个 对 称 等 效 的 衍射 区 域 里 ,每 一 区 域 都 包括 了 
足以 代表 整个 衍射 空间 的 独立 衍射 。 所 以 ,每 一 区 域 的 衍射 都 是 衍射 空间 中 对 称 
独立 的 衍射 。 在 已 确定 的 坐标 系 a” ,b" ,c* 中 ,与 对 称 面 重合 的 衍射 结 点 平面 (以 
圆 括号 表示 ) 和 与 对 称 轴 重合 的 衍射 结 点 列 ( 以 方 括号 表示 ) 的 取向 位 置 及 其 衍射 
指数 均 示意 于 图 3-5-13。 图 中 下 半球 的 情况 与 此 类 似 ,只 需 将 衍射 指数 的 第 三 个 


指数 改 为 负 值 即 可 。 


显然 ,48 个 对 称 独 立 区 域内 的 衍射 指数 ,相互 之 间 可 以 通过 各 种 对 称 元 素 的 
对 称 操作 给 以 对 称 等 效 变 化 。 从 一 个 对 称 独立 衍射 区 域 的 衍射 ,通过 对 称 元 素 的 
对 称 操作 可 以 推导 出 其 他 区 域 或 整个 衍射 空间 全 部 衍射 的 指数 。 表 3-5-8 给 出 了 
m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 对 称 元 素 所 具有 的 对 称 等 效 衍射 ( 指 数 )。 


表 3-5-8(a) ”具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 对 称 面 的 等 效 衍射 


对 称 面 等 效 衍射 
m(hOlD) ;mhOD ;mhOL7) ;mhOL) hkl;hkl 
m(OkL) ;ml OkL) ;ml OkL) ;mlO RL) hklshkl 
m(hk0) ;m(hEe0) ;mhkE0);m(hEO) hklshkl 
mhhl) ;mhR) ;mhhl) ;mlhhi) hkl; khl 
m(hhl) ;mChhl) ;mhhl) ;mh hl) hkls Ehl 
m(hkk) ;sm(hkk) ;sm(h kkE);m(hkk) hklshik 
m(hkk);m(hkk);m(hkk);m(hkk) hklsh lk 
m(hkh) ;m(hkh) ;mC(hkh) ;mhkh) hkl; LA 
m(hkeh) ;mlhkh ) ;mlhkh) ;mh Eh) hkl; Lkh 


(b) ”具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 二 次 轴 的 等 效 衍射 


二 次 轴 等 效 衍射 
2[ hh0];2[LARO] hkl; khil 
2[hh0];2Lhh0) hklskhil 
2[LhOh |]; 2LhOR] hkl; lkh 
2[h0h ];2LA0h] hkls kh 
2[0kk];2[0 kk] hklshlk 


2[Okk ];2[LOkk] hkl;hik 
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(ec) 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 三 次 轴 的 等 效 衍射 


三 次 轴 等 效 衍射 
3[hhn |; 3Lhhh] hkl; klh; lhk 
3[hhh |]; 3[Lh hn] hklsklh ;lhk 
3[hhh ]; 3Lhhn ] hkl; kih;ihk 
3[hhh]; 3Lhhh] hkl;kih;lhk 


(d) 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 四 次 轴 的 等 效 衍射 


四 次 轴 
4[h00];4[A00] 


等 效 衍 射 
hkl;hik;h kl;hik 


4[0k0]; 4E0k0] hkls kh shkl; LEh 


4[007];4[007] 


hkl;Rhls hk ;khl 


3. 5.8 ”真实 晶体 的 衍射 


上 述 各 章节 有 关 蝇 体 衍射 的 讨论 都 是 以 理想 晶体 及 绝对 单一 波长 为 前 提 的 。 
换 名 话说 ,我 们 是 假定 晶体 内 部 结构 具有 极 高 的 有 序 性 , 即 晶体 点 阵 是 一 个 三 维 的 
理想 点 阵 ,其 各 阵 点 平面 都 是 不 具有 任何 厚度 的 几何 平面 ,各 阵 点 列 都 是 几何 直 
线 。 然 而 ,实际 情况 并 非 如 此 ,在 我 们 实际 工作 中 所 碰 到 的 是 实际 晶体 和 具有 一 定 
波长 宽度 的 单 色 光 。 


3.5.8.1 真实 晶体 


真实 晶体 内 部 结构 的 有 序 度 是 有 限度 的 ,物质 颗粒 或 结构 基 元 在 真实 晶体 内 
部 排列 堆积 并 不 可 能 绝对 地 有 序 。 有 序 度 的 下 降 意味 着 晶体 点 阵 并 不 是 理想 点 
阵 , 点 阵 中 的 阵 点 平面 并 不 是 一 个 严格 的 几何 平面 。 阵 点 是 在 这 一 几何 平面 上 以 
及 偏离 它 而 随机 地 分 布 ,这 种 分 布 一 般 都 符合 高 斯 分 布 规律 , 即 阵 点 落 在 几何 平面 
上 的 几率 密度 最 大 , 随 着 偏离 的 增 大 而 几率 密度 下 降 , 如 图 3-5-14 所 示 。 这 一 分 
布 表 达 着 真实 晶体 内 部 点 阵 有 序 程度 。 从 这 一 分 布 也 可 以 理解 为 ,晶体 点 阵 中 的 
阵 点 平面 并 非 是 几何 平面 ,而 是 具有 一 定 厚度 的 平面 。 
由 具有 一 定 厚 度 的 阵 点 平面 所 组 成 的 面 族 ,其 面 间 距离 不 再 是 4, 而 是 4 十 
Ad ,其 中 Ad 是 点 阵 中 阵 点 平面 的 厚度 。 这 样 ,布拉格 方程 将 有 如 下 的 表达 ， 
sing 一 以 /2(d 十 Ad) (3. 5. 15) 
由 式 (3. 5. 15) 可 见 , 这 面 族 第 n 级 衍射 的 衍射 角 也 将 不 可 能 是 精确 的 9, 而 是 9 一 0 
土 A9。 换 句 话 说 ,在 这 种 情况 下 ,衍射 线 不 再 是 严格 的 几何 直线 ,而 是 带 有 发 散 度 
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为 2Ab 的 衍射 束 。 

显然 相应 于 真实 晶体 这 样 的 点 阵 , 晶体 倒 
易 点 阵 中 倒 易 阵 点 将 不 再 是 几何 点 ,而 是 具有 
一 定 体积 的 结 点 。 这 样 的 倒 易 阵 点 与 反射 球 
相互 作用 时 ,具有 一 定 体积 的 倒 易 阵 点 与 反射 
球 壳 的 相交 ,将 要 经 历 一 个 相交 的 历程 (相交 
运动 ) 之 后 才能 完结 ,而 衍射 方向 S$ 也 将 具有 
近似 于 2A9 的 发 散 角 。 因 而 ,衍射 空间 中 的 衍 
射 结 点 将 不 是 几何 点 ,而 是 具有 一 定 体积 的 结 
点 ,其 入 射 强度 应 是 体积 衍射 强度 的 积分 。 


3.5.8.2 X 射线 波长 -二 -一 一 0 一 一 ~ 十 


偏离 几何 平面 的 距离 
在 实际 工作 中 我 们 不 可 能 获得 绝对 单 色 人 
的 射线 ,而 只 能 是 具有 一 定 波长 宽度 (十 “mp 
Ah) 的 光 东 。 同 步 辐射 光源 给 出 单 色 性 极 高 
的 XX 射线 ,但 仍然 不 可 能 绝对 音色。 晶体 对 于 具有 一定 波长 宽度 的 X 射线 衍射 
在 布拉格 方程 上 将 有 如 下 表达 ， 
sing = nat AA)/2d (3. 5. 16) 

式 中 0 是 具有 发 散 角 土 A9 的 衍射 角 , 而 Ab 依赖 于 AA 值 的 大 小 。 

从 倒 易 点 阵 与 反射 球 相互 作用 的 数学 模型 分 析 , 若 以 通常 习惯 用 的 a* ,b” 和 
e* 3 个 倒 易 矢 量 建立 倒 易 点 阵 ,以 1/4 为 半径 建立 反射 球 。 那么 1/(4 十 A) 为 半 
径 的 反射 球 将 是 球 壳 厚度 为 2/ 人 2 的 球 。 这 样 的 球 沉 与 理想 的 倒 易 阵 点 (几何 点 ) 
相交 时 ,将 要 经 历 一 个 相交 (相对 运动 ) 的 历程 后 才能 完结 , 它 的 衍射 方向 S 应 具有 
一 定 的 发 散 角 。 若 以 ha” ,Xb” 和 Xe" 建立 倒 易 点 阵 ,以 无 单位 1 为 半径 建立 反射 
球 ,其 结果 仍然 相同 。 波 长 为 4 士 AA 的 倒 易 点 阵 ,其 阵 点 将 是 半径 为 AN 的 结 点 ， 
它 与 反射 球 相交 的 结果 也 必然 导出 具有 发 散 角 为 土 A 的 衍射 $。 


3.5.8.3 入 射 光束 的 发 散 度 


在 实际 工作 中 ,入 射 的 X 射线 不 可 能 是 绝对 平行 的 光束 ,而 是 一 束 具 有 一 定 
发 散 度 的 X 射 线 。 

从 布拉格 方程 可 知 ,具有 发 散 角 为 Aw 的 人 射 光束 ,必然 导致 人 射 角 和 反射 角 
9 具有 土 Aw 的 偏离 , 即 实际 的 衍射 角 将 是 0 一 0 士 Aw。 

在 倒 易 点 阵 与 反射 球 相互 关系 的 数学 模型 中 ,入 射 方 向 5。 具 有 土 Aw 的 偏离 ， 
必然 导致 衍射 方向 S 也 具有 相同 的 土 Aw 偏离 。 


源 强 其 二 
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3.5.8.4 生物 大 分 子 晶体 衍射 的 特殊 性 


(1) 由 于 生物 大 分 子 晶 体 是 由 分 子 量 很 大 、 体 积 也 很 大 的 “颗粒 ”在 三 维 周期 
的 密 堆 积 , 晶 体内 部 点 阵 周期 oo,p 及 co 为 100A 量 级 大 小 。 这 样 大 的 晶体 点 阵 
参数 ,其 倒 易 点 阵 参数 a* ,6" 及 c* 必然 很 小 , 倒 易 点 阵 内 , 阵 点 之 间 的 距离 很 小 ， 
阵 点 极其 密集 。 还 由 于 各 种 原因 所 引起 的 倒 易 阵 点 体积 扩大 ,因而 在 衍射 空间 中 ， 
每 一 入 射 结 点 都 很 发 散 。 在 实际 工作 中 衍射 点 之 闻 十 分 靠近 ,容易 相互 粘连 ,甚至 
部 分 重 倒 难以 分 离 。 

(2) 由 于 晶体 点 阵 的 周期 ,ao ,bo 及 co 很 大 ,晶体 点 阵 中 许多 具有 很 高 晶 面 指 
数 (hokolo) 的 面 族 都 可 以 产生 衍射 ,而 且 各 个 面 族 可 以 产生 衍射 的 级 数 (n) 很 高 。 

(3) 由 于 生物 大 分 子 的 均一 性 差 ,而且 分 子 的 构象 具有 很 大 的 柔性 ,致使 晶体 
中 分 子 之 间 各 相应 的 原子 集团 或 局 部 结构 在 周期 排列 上 不 会 十 分 严格 ,晶体 点 阵 
中 晶 格 的 有 序 度 下 降 , 这 意味 着 点 阵 中 阵 点 平面 的 “厚度 ” 增 大 。 从 布拉格 方程 可 
以 推 知 ,X 射线 的 衍射 将 因此 而 具有 较 大 的 发 散 角 ( 士 Ag) ,衍射 斑点 比较 弥散 。 
此 外 ,衍射 的 强度 随 着 衍射 角 9 的 增 大 而 迅速 下 降 ,一 般 来 说 ,生物 大 分 子 晶体 的 
衍射 角 0 到 达 25" 一 30" 以 后 ,衍射 就 难以 辨认 。 

生物 大 分 子 晶 体 的 衍射 还 有 许多 特殊 性 ,诸如 对 X 射线 的 吸收 及 辐射 损伤 
等 ,由 于 与 衍射 原理 的 讨论 没有 很 大 关系 ,在 此 暂 不 一 一 介绍 。 
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第 六 章 单 晶 衍 射 方 法 及 其 基本 原理 


前 面 的 章节 已 经 讨论 了 晶体 内 部 结构 ( 正 空间 ) 与 晶体 入 射 空间 ( 倒 易 空间 ) 之 
间 的 关系 ,运用 倒 易 点 阵 与 反射 球 的 概念 阐述 了 晶体 对 X 射线 衍射 的 基本 原理 。 
本 章 主 要 讨论 如 何在 实践 上 将 晶体 对 X 射线 的 衍射 谱 ( 衍 射 的 几何 图 案 及 衍射 的 
强度 ) 记 录 下 来 ,简单 介绍 几 种 主要 的 记录 衍射 谱 方法 的 原理 及 实施 时 所 用 的 仪 
器 。 几 乎 所 有 记录 衍射 谱 的 方法 及 相应 的 仪器 ,无 论 在 方法 原理 或 设计 原理 ,都 运 
用 了 倒 易 点 阵 与 反射 球 相 互 作用 的 原理 。 很 自然 ,所 记录 下 来 的 衍射 谱 也 可 以 运 
用 倒 易 点 阵 与 反射 球 相互 关系 给 予 准确 的 诠释 。 

所 谓 簿 射 谱 的 诠释 就 是 对 所 记录 下 来 的 衍射 谱 中 每 一 个 衍射 正确 地 给 予 相 应 
的 衍射 指数 。 所 以 ,人 们 通常 将 衍射 谱 的 诠释 过 程 称 为 衍射 的 “指数 化 ”( 俗 称 “ 指 
标 化 ”)。 显然, 入 射 的 指数 化 是 与 晶体 点 阵 参 数 密切 相关 的 ,因为 衍射 谱 中 所 有 衍 
射 指数 的 确定 是 与 倒 易 点 阵 、 衍 射 球 和 衍射 空间 的 建立 相 一 致 的 ,而 X 射线 的 波 
长 是 早已 确定 的 。 所 以 ,衍射 的 诠释 过 程 既是 衍射 的 指数 化 过 程 ,也 是 确定 晶体 点 
阵 的 周期 平移 及 其 特征 (点 阵 六 参数 及 其 所 属 晶 系 特征 ) ,点 阵 的 非 初 基 平 移 ( 布 拉 
维 点 阵 特征 一 一 -平移 群 ) ,点 阵 中 可 能 存在 的 对 称 元 素 及 其 组 合 ( 劳 埃 对 称 群 ) 以 及 
对 称 元 素 的 平移 操作 特征 ,从 而 确定 晶体 内 部 结构 具有 的 可 能 的 空间 群 (衍射 群 ) 。 
我 们 在 衍射 谱 诠释 中 所 以 能 够 完成 上 述 任务 的 原因 是 :所 记录 下 来 的 晶体 衍射 结 
果 , 不 但 给 出 了 全 部 衍射 在 倒 易 空间 中 的 几何 位 置 ( 邮 衍 射 球 中 的 倒 易 阵 点 及 其 岂 
何 位置 ), 而 且 给 出 了 每 一 衍射 的 相对 衍射 强度 和 各 种 类 型 衍射 中 衍射 系统 消失 的 
特征 , 换 句 话说 ,所 记录 下 来 的 晶体 衍射 结果 给 出 了 在 特定 波长 下 一 个 完整 的 衍射 
空间 。 

在 实践 上 ,记录 晶体 衍射 谱 的 目的 ,除了 通过 上 述 衍射 谱 的 诠释 获得 晶体 的 X 
射线 晶体 学 分 析 结 果 之 外 ,对 全 部 衍射 的 相对 衍射 强度 的 精确 测量 将 为 进一步 的 
串 体 结构 分 析 提 供 重 要 的 实验 数据 。 随 着 X 射线 晶体 学 的 发 展 ,记录 衍射 谱 的 方 
法 和 仪器 不 断 发 展 ,特别 是 精密 仪器 工业 和 电子 计算 机 及 软件 的 迅速 发 展 ,大 大 推 
进 了 晶体 衍射 谱 的 记录 方法 和 手段 。 从 传统 的 劳 埃 方法 、 回 摆 方 法 .周转 方法 、 魏 
森 堡 方法 、 倒 易 点 阵 方法 、 徘 循 方法 等 和 与 之 相应 的 摄 谱 仪 器 (俗称 “照相 机 ”) 逐 步 
发 展 到 由 电脑 控制 的 大 型 自动 化 的 仪器 设备 ,如 线性 衍射 仪 . 四 加 衍射 仪 . 回 摆 摄 
谱 仪 \ 大 型 魏 森 堡 摄 谱 仪 等 等 。 在 记录 衔 射 强度 的 手段 方面 ,从 过 去 的 双 面 省 化 银 
乳 负片 光学 底片 ) 逐 步 发 展 使 用 正比 计数 器 (或 闪烁 计算 器 ) 、 光 学 加 强 片 ,以 及 各 
种 类 型 的 多 丝 正比 室 等 等 。 最 近 国 际 上 还 使 用 一 种 IP 片 (image plate) ,在 软片 上 
涂 有 对 X 射线 敏感 而 对 可 见 光 不 敏感 的 涂料 ,所 记录 衍射 谱 用 激光 束 自动 扫描 读 
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出 。IP 片 经 特别 强 的 可 见 光 “ 清 洗 " 后 ,可 以 多 次 重复 使 用 .。 

在 这 里 我 们 不 可 能 也 不 必要 将 所 有 的 记录 衍射 谱 方 法 作 详 细 介 绍 ,其 中 许多 
方法 都 有 专著 给 以 详细 论述 ,几乎 每 台 仪器 都 有 详细 的 说 明 书 ,何况 各 种 现代 摄 谱 
仪 正 以 惊人 的 速度 在 发 展 。 下 面 所 介绍 的 只 是 几 种 最 基本 的 ,也 是 传统 常用 的 方 
法 和 相应 的 “照相 机 ”, 既 为 读者 在 实践 中 了 解 这 些 方法 和 在 仪器 使 用 上 做 一 些 “ 入 
门 ” 介 绍 ,更 重要 的 是 为 了 帮助 读者 了 解 倒 易 点 阵 和 反射 球 的 概念 如 何 应 用 于 实 
践 。 关 于 多 前 的 衍射 方法 及 其 仪器 已 有 许多 专著 给 予 很 详细 的 阐述 ,这 里 就 不 再 
作 介绍 了 。 


3. 6. 1 劳 埃 (Laue) 方 法 


劳 埃 方法 是 使 用 连续 波长 (白色 )X 射线 作为 光源 ,而 且 单 晶体 对 于 入 射 光束 
是 静止 不 动 的。 如 图 3-6-1 所 示 ,X 射线 经 准 直 器 割 取 一 小 束 平行 的 光束 人 射 晶 
体 。 平面 形 底片 垂直 于 X 射线 并 置 于 晶体 之 后 ,底片 也 可 以 放 在 X 射线 人 射 束 
〈 即 准 直 器 ) 与 晶体 之 间 。 前 者 称 为 正 射 法 ,主要 收集 衍射 角 9 较 低 的 衍射 。 后 者 
称 为 背 射 法 ,记录 高 衍射 角 0 的 衍射 。 


于 江 


图 3-6-1 劳 埃 法 摄 谱 仪 示意 图 


由 于 使 用 连续 波长 的 X 射线 ,如 果 以 倒 易 矢 量 HH 构成 晶体 倒 易 点 阵 ,那么 以 
1/2 为 半径 的 反射 球 将 是 由 连续 的 许多 (可 以 说 无 穷 多 ) 个 反射 球 壳 所 构成 的 球 
体 。 劳 埃 法 的 另 一 特点 是 晶体 静止 不 动 , 亦 即 晶 体 的 倒 易 点 阵 对 反射 球 来 说 静止 
不 动 。 由 于 反射 球 是 一 个 连续 球体 , 倒 易 点 阵 中 许 许多 多 的 阵 点 在 这 连续 的 反射 
球 中 得 到 相交 ,满足 劳 埃 方程 的 衍射 条 件 。 

如 果 考 察 倒 易 点 阵 中 任意 一 列 通过 坐标 系 原点 O 的 倒 易 点 列 OM ,大 家 已 经 
知道 ,这 样 的 一 条 倒 易 阵 点 列 是 由 晶体 点 阵 中 同一 个 面 族 的 各 级 倒 易 矢量 所 构成 ， 
它们 在 与 反射 球 相互 作用 中 表达 着 此 面 族 对 射线 的 各 级 (? 级 ) 衍 射 。 如 果 认 定 


图 3-6-2 所 示意 给 出 的 倒 易 阵 点 平面 为 AR0 ,那么 通过 坐标 原点 的 倒 易 阵 点 列 OM 
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将 是 [210] 列 , 它 由 倒 易 阵 点 210,420,630,840 等 (图 中 分 别 标记 为 1,2,3,4 等 ) 所 
组 成 。 这 些 倒 易 阵 点 都 同时 能 满足 劳 埃 方程 , 即 可 以 在 连续 的 球体 内 与 相应 波长 
的 反射 球 相交 。 然 而 ,值得 注意 的 是 ,它们 的 衍射 方向 S,S 和 8S 等 都 与 210 的 衍射 
方向 S 完全 一 致 。 显 然 ,其 结果 将 是 倒 易 阵 点 列 L[210] 上 所 有 的 衔 射 都 重 释 在 210 入 
射 上 。 底 片 所 记录 的 210 衍射 是 此 倒 易 阵 点 列 的 衍射 强度 的 总 和 , 亦 即 记录 着 晶体 
点 阵 面 族 (210) 的 各 级 级) 衍射 强度 的 总 和 。 

由 此 原理 出 发 ,描述 劳 埃 方法 的 衍射 空间 就 只 有 hokolo 的 衍射 结 点 及 它们 > 
级 衍射 的 衍射 强度 总 和 ,而 衍射 球 当然 就 只 有 由 He 矢量 ( 即 Humu ) 所 构成 的 倒 易 
阵 点 。 可 以 推 知 ,这 样 的 衍射 空间 的 对 称 性 将 仍然 是 11 种 具有 中 心 对 称 的 可 能 对 
称 组 合 一 一 劳 埃 对 称 群 。 

由 于 劳 埃 摄 谱 的 方法 是 晶体 静止 不 动 ,而且 采用 平板 底片 ,晶体 对 和 人 射 束 在 某 
一 特定 取向 下 ,衍射 球 内 只 有 一 部 分 ,的 倒 易 阵 点 满足 衍射 条 件 。 仍 以 图 3-6-2 
为 例 , 如 果 认 定 图 中 的 b’ 轴 与 人 射 束 So 重合 ,那么 ,一 b’ 方向 的 全 部 倒 易 阵 点 都 
不 可 能 与 反射 球 相交 ,自然 不 能 满足 衍射 条 件 。 由 此 可 知 , 劳 埃 法 每 一 次 所 记录 的 
只 是 部 分 有 H。 为 代表 的 衍射 (包含 了 它们 n 级 衍射 强度 之 和 ) ,或 者 说 每 一 张 劳 埃 
平板 底片 只 能 记录 衔 射 空间 中 部 分 街 射 结 点 ,每 一 结 点 包含 着 级 衍射 。 如 果 衍 
射 空 间 中 某 一 (或 一 些 ) 对 称 元 素 与 X 射线 人 射 方向 So 位 于 某 种 特定 的 取向 (重合 
或 垂直 ) , 劳 埃 底片 所 记录 的 衍射 ,它们 在 几何 位 置 及 强度 上 将 反映 出 这 一 (或 一 
些 ) 对 称 性 。 可 以 这 样 直观 地 想像 , 劳 埃 底片 所 记录 下 来 的 对 称 性 (衍射 之 间 在 几 
何 位 置 及 强度 上 的 对 称 等 效 关 系 ) 就 好 像 是 衍射 空间 中 劳 埃 群 的 全 部 对 称 元 素 沿 


MS” 8S Ss’ S 


图 3-6-2 劳 埃 法 中 倒 易 点 阵 与 反射 球 的 关系 
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着 S, 方向 往 劳 埃 底片 上 投影 的 结果 。11 种 劳 埃 群 的 各 种 投影 ,其 结果 将 可 以 出 现 
10 种 不 同 的 对 称 图 形 , 称 为 10 种 劳 埃 对 称 图 。 这 10 种 不 同 的 劳 埃 对 称 图 的 对 称 
性 示意 于 图 3-6-3。 显 然 , 通 过 晶体 不 同 取向 的 劳 埃 底片 , 换 旬 话说 ,通过 对 衍射 空间 
对 称 群 的 不 同方 向 投影 ,我 们 肯定 可 以 准确 无 误 地 确定 晶体 所 具有 的 劳 埃 对 称 群 。 


) 于 > CO 中 


4mm 
由 于 劳 埃 摄 谱 方法 的 特点 ,晶体 点 阵 中 每 一 个 阵 点 面 族 只 给 出 一 个 一 级 (? 一 


图 3-6-3 ”10 种 劳 埃 对 称 图 的 对 称 性 

1) 衍 射 , 而 它 的 衍射 强度 却 是 该 面 族 的 7 级 衍射 的 衍射 强度 总 和 。 这 一 个 第 一 级 
(n 二 1) 衍射 的 指数 hokolo 就 是 该 面 族 的 面 指数 (hokolo)。 

既然 晶体 点 阵 中 每 一 个 阵 点 面 族 只 给 出 一 个 衍射 斑点 ,由 卫 个 面 族 所 组 成 一 
个 晶 带 (请 参阅 几何 晶体 学 中 有 关 晶 带 的 概念 ) 将 给 出 己 个 衔 射 斑点 ,而 且 它 们 将 
与 X 射 线 入 射 束 一 起 构成 一 个 圆锥 ,此 衍射 圆锥 的 顶点 就 在 晶体 中 心 。 与 人 射 原 
束 垂 直 的 平板 底片 所 记录 下 来 的 结果 ,将 是 由 了 个 衍射 斑点 所 组 成 的 并 通过 底片 
中 心 原点 的 椭圆 ,如果 平 板 底片 足够 大 的 话 。 对 于 有 限 面积 的 平板 底片 ,所 记录 的 
可 能 只 由 部 分 衍射 斑点 所 组 成 的 抛物 线 。 换 句 话说 ,属于 同一 晶 带 的 各 个 面 族 , 它 
们 的 衍射 (每 -- 面 族 只 有 一 个 衍射 ) 都 落 在 劳 埃 底片 的 一 个 椭圆 或 抛物 线 上 。 图 
3-6-4 示意 一 个 唱 带 在 劳 埃 底片 上 所 表现 出 来 的 晶 带 曲线 。 由 了 个 包括 O-S-R-T 
等 面 族 所 组 成 的 最 带 具 有 晶 带 轴 为 A-A', 它 与 X 射 线 和 人 射 束 的 夹 角 为 %。 此 蝇 带 
在 劳 埃 底 片上 将 给 出 卫 个 落 在 同一 曲线 (椭圆 ) 的 入 射 斑点 ,如 图 3-6-4 所 示 。 由 
于 晶体 点 阵 中 任何 一 个 唱 带 都 必然 包含 有 一 个 与 人 射 束 平行 的 阵 点 面 族 ,因而 可 
以 理解 , 劳 埃 底 片上 所 有 的 晶 带 曲线 ,包括 是 椭圆 或 抛物 线 ,都 一 定 与 人 射 束 原点 
上 〇 相 切 。 田 外 ,从 图 3-6-4 可 以 理解 ,通过 对 底片 上 唱 带 曲线 OS-R-T 的 测量 , 特 
别 是 对 其 曲率 变化 的 测量 ,可 以 确定 此 晶 带 的 晶 带 轴 A-A “与 底片 的 交点 A ,俗称 
之 为 晶 带 轴 在 底片 上 的 ”出口 ”。 显 然 , 通 过 测 知 底片 的 OA 距离 ,而 且 在 实验 中 又 
已 知 晶 体 与 底片 的 距离 ,不 难 推算 出 此 唱 带 轴 AA' 与 X 射线 入 射 束 的 夹 角 ww。 从 
图 3-6-4 可 以 理解 , 夹 角 w 越 大 , 劳 埃 曲线 的 曲率 越 小 。 在 有 限 面 积 的 平板 底片 与 
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图 3-6-4 一 个 晶 带 的 劳 埃 衍射 示意 图 


上 述 衍 射 锥 相 切 将 呈现 椭圆 或 抛物 线 。 显 然 , 当 夹 角 w 为 零 时 , 即 晶 带 轴 AA 与 
人 射 束 重合 之 时 ,此 而 带 的 所 有 面 族 均 与 人 射 束 平行 ,底片 上 的 唱 带 曲线 将 会 聚 于 
人 射 束 原点 〇 点 ,从 而 消失 。 这 正 是 在 实践 中 调整 晶体 对 XX 射线 入 射 束 的 某 特定 
取向 所 采用 的 技巧 。 

借助 心 射 极 平 投影 方法 ,可 以 将 劳 埃 入 射 曲线 展开 为 阵 点 列 。 有 关 劳 埃 底片 
所 记录 衍射 的 诠释 ,在 A. N. 季 达 依 哥 罗 茨 基 所 著 的 4X 射线 结构 分 析 》 中 已 做 详 
细 曾 述 ,这 里 不 必 重 复 。 

如 果 晶 体 点 阵 中 的 一 个 通过 原点 O 的 主要 阵 点 平面 ( 阵 点 密集 的 平面 ) 与 X 
射线 入 射 束 平行 , 亦 即 垂直 于 底片 ,如 图 3-6-5 所 示 。 阵 点 平面 上 从 原点 O 出 发 
的 许多 阵 点 列 , 诸 如 OP ,OQ,OR,O5S 等 都 应 该 是 晶 带 轴 , 而 每 一 唱 带 轴 都 必 包 含 
有 一 个 晶 带 。 如 此 一 来 ,在 劳 埃 衍射 底片 上 将 出 现 如 图 3-6-5 示意 那样 的 劳 埃 衍 
射 曲线 族 。 各 个 晶 带 轴 在 底片 上 的 引伸 点 P,Q,R,S 等 一 定 处 于 与 此 阵 点 平面 相 
平行 且 通 过 底片 原点 O 的 一 条 直线 上 ,与 之 相应 的 是 以 此 直线 为 公共 轴线 的 一 系 
列 椭圆 及 抛物 线 , 它 们 都 与 人 射 束 原点 O 相 切 。 显 然 ,如 果 这 一 通过 原点 O 的 主 
要 阵 点 平面 是 品 体 的 对 称 面 , 劳 埃 底片 上 将 呈现 对 称 面 的 对 称 性 ,对 称 面 在 底片 的 
投影 就 是 OP-Q-R-S 直线 。 

如 果 唱 体 点 阵 中 一 个 主要 轴 与 X 射线 入 射 束 重合 ,如 图 3-6-6 所 示 , 由 于 点 阵 
主要 轴 必 然 是 一 条 由 许多 主要 阵 点 平面 相交 的 直线 ,每 一 主要 阵 点 平面 将 如 上 述 
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图 3-6-5 ”晶体 点 阵 平面 与 劳 埃 曲线 族 示 意图 


那样 ,在 劳 埃 底片 上 出 现 一 个 晶 带 曲线 族 , 因而 相交 于 主要 轴 的 许多 阵 点 平面 ,其 
劳 埃 衍射 结果 将 是 许多 个 互相 穿插 的 晶 带 曲线 族 , 如 图 3-6-6 所 示 。 如 果 与 人 射 束 
重合 的 点 阵 的 主要 轴 是 晶体 的 某 一 对 称 轴 , 不 言 而 喻 , 劳 埃 底 片上 所 有 衍射 斑点 无 
论 在 几何 位 置 上 ,还 是 在 衍射 强度 的 相互 关系 上 ,都 必然 呈现 出 该 对 称 轴 沿 轴 投 影 
的 对 称 性 。 对 称 轴 的 沿 轴 投 影 点 自然 是 落 在 人 射 束 原点 O 上 。 

由 于 晶体 点 阵 与 人 射 束 的 不 同 取向 ,32 种 点 群 (包含 着 230 个 空间 对 称 类 型 ) 


晶 
体 
点 
阵 


DM 


XX 射线 
图 3-6-6 晶体 点 阵 与 劳 埃 衍射 示意 图 
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的 晶体 结构 在 劳 埃 衍射 底片 上 将 有 10 种 可 能 呈现 的 对 称 图 案 ( 对 称 性 ) ,这 就 是 上 
述 的 10 种 劳 埃 对 称 图 ( 见 图 3-6-3)。 显 然 , 某 一 特定 晶体 对 X 射线 人 射 束 的 各 种 
取向 ,所 摄取 的 劳 埃 衍 射 对 称 图 都 表达 着 此 晶体 对 称 性 的 各 种 投影 ,晶体 学 者 可 以 
调整 晶体 的 取向 ,使 晶体 中 的 对 称 元 素 与 人 射 束 重合 等 。 它 们 的 综合 结果 肯定 可 
以 准确 无 误 地 确定 晶体 所 属 的 劳 埃 群 。 

原则 上 , 劳 埃 摄 谱 方法 并 不 适合 于 收集 衍射 强度 ,因为 在 连续 波长 的 X 射线 
中 ,每 一 个 面 族 的 级 衍射 都 重合 于 同一 个 衍射 斑点 上 。 然 而 近年 来 ,一 些 晶体 学 
家 利用 同步 辐射 X 射线 光源 所 具有 的 波长 单一 性 和 波长 可 调节 等 特殊 优点 ,正在 
研究 并 发 展 以 劳 埃 法 收集 衍射 强度 数据 的 方法 和 摄 谱 仪 。 

至 今 , 劳 埃 方法 仍然 是 研究 单 晶体 的 一 种 常用 的 衍射 方法 。 它 不 但 对 于 判明 
晶体 的 对 称 性 及 章 体 定向 (晶体 学 轴 的 方位 ) 等 是 一 种 十 分 简便 、 实 用 的 有 效 方法 ， 
而 且 通 过 对 劳 埃 衍射 的 精细 结构 分 析 ,在 研究 晶体 缺陷 、. 唱 体 内 部 的 超 结构 以 及 无 
公 度 结构 等 许多 方面 都 得 到 很 广泛 应 用 。 


3.6.2 回 摆 方法 


回 摆 方 法 不 但 只 作为 传统 的 摄 谱 方法 而 广泛 被 应 用 ,而且 近 十 年 来 在 蛋白 质 
晶体 学 蓬勃 发 展 过 程 中 , 附 有 各 种 记录 手段 
的 非常 精密 的 回 摆 摄 谱 仪 ,已 经 取代 传统 的 
四 圆 衍射 仪 ,在 不 断 地 发 展 并 在 广泛 地 得 以 
应 用 。 为 此 ,虽然 许多 教科 书 和 专著 对 回 摆 
方法 都 已 做 详细 论述 ,而 作为 重要 摄 谱 手 段 
之 一 ,这 里 仍 借用 传统 的 回 摆 摄 谱 仪 对 回扣 
方法 作 一 些 必 要 的 介绍 和 讨论 。 


3.6.2.1 回 摆 方法 的 原理 及 其 衍射 谱 的 摄取 


将 品 体 安放 在 测 角 头 上 ,调整 晶体 的 方 
向 ,使 某 一 唱 轴 (或 主要 晶 带 轴 ) 与 仪器 的 转 
轴 重 合 。 这 步 工作 可 以 预先 通过 目测 粗 调 ， 
然后 放 在 回 摆 摄 谱 仪 上 借助 望远镜 进行 精 
调 。 装 有 底片 的 圆 简 形 底片 盒 , 其 中 心 轴线 
与 晶体 的 转轴 重合 。 以 单一 波长 的 X 射线 
人 射 束 对 准 晶体 并 垂直 于 晶体 的 转轴 ,晶体 


在 一 定 角度 范围 内 绕 轴 来 回转 动 ,而 圆 简 底 
片 是 静止 不 动 的 。 回 摆 摄 谱 仪 的 机 械 原理 


示意 于 图 3-6-7。 图 3-6-7 ” 回 摆 摄 谱 仪 示意 几 
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既然 某 一 唱 轴 (或 主要 晶 带 轴 ) 与 晶体 回 摆 轴 重合 ,那么 倒 易 点 阵 中 必定 有 一 
族 主 要 的 倒 易 阵 点 平面 垂直 于 回 摆 轴 。 因 为 唱 轴 或 主要 晶 带 轴 必 定 是 晶体 点 阵 中 
的 一 个 通过 原点 的 重要 阵 点 列 , 它 当然 是 晶体 倒 易 点 阵 中 一 个 重要 倒 易 阵 点 面 族 
的 面 法 线 方向 ,而 且 此 重要 阵 点 列 的 平移 周期 i 应 与 此 相应 的 倒 易 阵 点 面 族 的 面 


一 书 沙 傣 半 谍 


图 3-6-8 倒 易 点 阵 中 倒 易 阵 点 平面 族 与 反射 球 相对 回 摆 运 动 示意 图 
间距 倒数 (1/d” ) 相 关 。 当 晶体 绕 晶 轴 对 入 射 束 作 回 摆 运 动 ,从 倒 易 空间 上 考察 ， 


P| 
底片 


图 3-6-9 回 摆 法 的 同 轴 衍 射 锥 面 族 
与 底片 示意 图 
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这 就 是 此 重要 倒 易 阵 点 平面 族 绕 着 通过 
坐标 原点 O 〇 的 面 族 法 线 对 反射 球 作 相应 
的 回 摆 运 动 。 这 里 有 两 点 必须 注意 :一 是 
每 当 讨论 反射 球 与 倒 易 点 阵 时 ,晶体 和 晶 
体 点 阵 并 不 存在 ,反之 亦 然 ;其 二 是 反射 
球 的 原点 O 永 远 与 倒 易 点 阵 坐标 系 原点 
OO 重合 在 一 起 (请 参阅 第 四 章 中 有 关 反 射 
球 与 倒 易 点 阵 概念 的 阐述 ) ,此 时 反射 球 
与 倒 易 阵 点 面 族 的 相互 作用 如 图 3-6-8 
所 示 。 

假如 , 唱 体 的 回 摆 轴 为 晶体 学 “ 轴 ， 
那么 与 反射 球 的 赤道 圆 相交 的 倒 易 阵 点 
平面 将 是 hk0, 其余 是 AR1 ,hk2,… ,hkn， 
以 及 反方 向 的 AT, hk2,…, hkn 倒 易 阵 
点 面 。 晶 体 沿 < 轴 回 摆 时 ,第 n 层 倒 易 阵 
点 面 (hkn) 掠 过 反射 球 的 同一 水 平 的 圆周 
上 。 从 球 心 到 此 圆周 上 各 点 的 连 线形 成 
锥 面 ,如 图 3-6-9 所 示 。 锥 面 内 角 的 一 半 
定义 为 mw。 对 于 第 零 层 倒 易 阵 点 面 


(hk0) ,其 中 mo 一 90"。 如 此 一 组 衍射 同 轴 锥 面 延伸 到 圆 简 形 底片 上 ,如 图 3-6-9 所 
示 , 全 部 可 以 与 反射 球 相交 的 倒 易 阵 点 所 产生 的 衍射 将 在 底片 上 被 记录 下 来 。 圆 
简 底 片 铺展 回 平面 ,如 图 3-6-10 所 示 , 所 记录 的 那 一 组 同 轴 锥 面 衍射 就 呈现 出 一 
组 由 衍射 斑点 组 成 的 平行 线 。 这 组 平行 线 的 次 序 是 与 那些 锥 面 一 一 相应 的 。 底 片 
上 通过 入 射 束 原 点 的 直线 叫做 零 层 线 。 上 部 第 一 层 线 为 十 1, 第 二 层 线 为 十 2, 下 部 
为 负 1( 以 1 表示 )、 负 2(2) 层 ,…… 依 此 类 推 。 仍 然 假 定 与 旋转 轴 重 合 的 晶 轴 为 
晶体 学 。 轴 ,记录 在 零 层 线 上 的 衍射 应 有 衍射 指数 为 hg0, 第 一 层 线 的 为 hk1, 第 n 
层 的 为 hkn。 同 理 记录 在 负 1 层 线 上 的 为 hk1, 第 负 n 层 线 上 的 为 kg。 在 回 摆 底 
片上 ,从 零 层 线 到 第 n 层 线 的 垂直 距离 以 4, 表示 ,显然 对 于 相反 方向 是 相同 的 , 即 
/一 入。 


[a 


图 3-6-10 回 摆 法 摄 谱 的 底片 示意 图 


回 扎 底 片上 所 记录 的 衍射 数目 ,当然 决定 于 倒 易 阵 点 平面 上 倒 易 阵 点 排 布 的 
密度 ( 即 决定 于 晶体 点 阵 参数 大 小 ) ,同时 也 决定 于 摄 谱 时 晶体 绕 轴 回 摆 角 w。 在 
确定 的 点 阵 参数 下 ,w 越 大 ,所 记录 的 衍射 数目 越 多 ,每 一 层 线 上 衍射 斑点 越 为 密 
集 。 如 果 使 用 回 摆 法 摄 谱 仪 作为 收集 衍射 强度 数据 时 ,根据 晶体 点 阵 参 数 大 小 而 
选择 适当 回 摆 角 是 十 分 必要 的 。 适 当 大 小 的 回 摆 角 w 既 可 以 避免 衔 射 斑点 在 底 
片上 (在 同一 层 线 上 ) 相 互 重 倒 ,又 可 以 充分 利用 底片 的 有 效 面积 记录 尽量 多 的 
衍射 。 
3.6.2.2 晶 胞 周期 的 测定 


从 图 3-6-9 不 难 理 解 , 回 摆 底 片上 的 层 线 距离 4, 与 晶体 倒 易 点 阵 中 相应 面 族 
的 面 间距 d* 有 着 非常 直接 的 对 应 关系 。 如 果 晶 体 的 回 摆 轴 是 晶体 学 c 轴 ,与 < 轴 
重合 的 倒 易 阵 点 面 族 法 线 必然 是 [000] 方 向 ,那么 ,此 面 族 必 然 是 由 hk0, hkn 和 
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Ap 等 倒 易 阵 点 面 所 组 成 。 此 外 ,此 面 族 的 面 间距 应 为 dio 。 显 然 唱 体 点 阵 周期 
与 相应 倒 易 阵 点 面 族 的 面 间距 doo1 存 在 着 倒数 关系 : 
c = 1/don (3. 6. 1) 
图 3-6-10 中 第 n 层 的 层 线 距 离 i, ,是 图 3-6-11 所 示 的 第 nn 层 倒 易 阵 点 面 与 
零 层 倒 易 阵 点 面 之 间 的 距离 nd ’ 在 宏观 上 的 反映 。 从 图 3-6-9 可 知 : 
l, = Rctga, 
或 ctgan =/,/R (3. 6. 2) 


图 3-6-11 第 % 层 倒 易 阵 点 平面 与 反射 球 相交 后 所 给 出 的 衍射 锥 半分 角 a 示意 图 


其 中 尺 是 圆 简 底片 的 半径 。 此 外 ,从 图 3-6-11 又 可 得 : 


nd* = cosa/A (3. 6. 3) 
d* = cosa/ 吸 (3. 6. 4) 

将 式 (3. 6.2) 代 入 式 (3. 6.4) 得 : 
d* =1/(m vit(R/L)’) (3. 6.5) 


从 式 (3. 6. 1) 的 原理 可 求 得 与 回 摆 轴 重合 的 主要 唱 带 轴 ( 晶 体 点 阵 中 某 一 特定 方 
向 ) 的 平移 周期 7。 
J=mwv1litR/l) (3. 6. 6) 
如 果 仍 然 像 前 面 那 样 将 品 体 学 轴 “ 与 回 摆 轴 重合 ,那么 c 一 J 。 
3.6.2.3 晶体 的 调 准 
拍摄 回 摆 图 时 必须 使 倒 易 点 阵 中 特定 的 阵 点 平面 族 与 仪器 的 回 摆 轴 垂直 。 为 
了 保证 所 摄 的 衍射 谱 的 精确 性 , 倒 易 阵 点 面 族 与 回 摆 轴 的 垂直 必须 准确 。 通 常 利 


用 晶体 外 形 将 晶体 给 以 初步 调整 后 ,还 需 运用 回 摆 法 自身 的 摄 谱 结果 给 以 进一步 
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精确 调整 。 
利用 回 摆 法 自身 摄 谱 所 得 结果 对 晶体 特定 取向 调 准 的 原理 和 方法 如 下 :首先 
我 们 确定 以 沿 着 六 射线 的 入 射 方向 作为 观测 的 方向 ,如果 倒 易 阵 点 平面 族 ( 图 中 
仅 以 零 层 表 达 ) 左 高 右 低地 偏离 水 平面 时 [ 见 图 3-6-12(a)], 在 回 摆 底 片上 的 层 线 
(图 中 以 零 层 线 表 示 , 而 且 通 常 也 是 在 零 层 线 上 进行 测量 ) 将 出 现 如 图 3-6-12(b) 所 
示 的 左 高 右 低 波浪 形 的 曲线 ,其 反方 向 的 情形 可 以 类 推 。 图 (a) 中 以 N-O-N 表示 
水 平 状态 的 圆周 平面 ,而 PO-P 是 表示 偏离 水 平面 状态 时 的 圆周 平面 。 晶 体 调 准 - 
的 任务 就 在 于 将 偏离 水 平 状态 的 已 O-P 调整 到 NN-O-N 水 平 状态 。 这 里 O 点 是 不 
可 移动 的 原点 。 假 如 PO-P 与 N-O-N 两 个 圆周 平面 的 夹 角 为 c ,那么 夹 角 ec 将 有 

如 下 表达 : 
tga = NP/R (3. 6.7) 


R= 


(b) 


图 3-6-12 沿 X 射 线 入 射 方向 观察 , 倒 易 点 阵 平面 PO-P 以 左 高 右 低 偏离 
水 平面 NO-N 时 (a) , 回 摆 底 片 出 现 的 波浪 形 层 线 (b) 示 意图 


* 327 。 


其 中 a 为 偏 斜 角 ,R 是 圆 简 底 片 的 半径 。 而 NP 是 通过 从 底片 上 所 测 出 的 长 度数 
值 , 即 图 (b) 中 波浪 形 层 线 的 “ 波 高 ”或 “ 波 谷 ” 到 水 平 线 的 值 (P 点 到 N 点 距离 ) 。 

如 果 沿 X 射线 入 射 方向 观察 , 倒 易 阵 点 平面 PO 以 前 高 后 低 偏离 水 平面 N-O 
[ 见 图 3-6-13(a)] ,那么 回 摆 底 片上 将 出 现 另 一 种 波浪 形 的 层 线 , 图 3-6-13(a) 及 
(b) 以 零 层 线 示意 这 种 偏离 的 几何 原理 。 从 图 3-6-13(b) 的 底片 上 可 以 直接 测量 
出 NP 距离 , 它 是 波峰 或 波 谷 到 水 平 线 的 垂直 距离 。 如 果 圆 简 底 片 的 半径 尺 为 已 
知 值 ,那么 倒 易 阵 点 平面 PO 偏离 水 平面 N-O 的 角度 8 将 可 由 下 式 求 得 ; 

tg28 = NP/R (3. 6. 8) 

同 理 ,可 以 推 知 倒 易 阵 点 平面 以 前 低 后 高 偏离 水 平面 时 的 结果 。 

在 一 般 情 况 下 晶体 的 定向 往往 既 有 前 后 偏 斜 , 又 有 左右 的 偏 斜 ,这 时 可 根据 零 
层 线 ( 它 永 远 通 过 入 射 束 原 点 ) 弯 曲 形状 , 求 出 左右 和 前 后 偏离 角度 a 和 8。 例 如 ， 


X 射线 


(b) 


图 3-6-13 沿 X 射 线 人 射 方向 观察 , 倒 易 点 阵 平面 PO 以 前 高 后 低 偏离 水 平 
面 NO 时 (a), 回 摆 底 片上 出 现 的 波浪 形 层 线 (b) 示 意图 
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在 图 3-6-12(b) 中 如 果 左 边 NP 距离 不 等 于 右边 的 NP 距离 ,从 左边 的 NP 距离 
可 以 从 式 (3. 6.7) 算 出 向 上 偏离 度 a ,而 从 右边 的 NP 距离 得 出 向 下 偏离 度 wz , 那 
么 a 值 和 86 值 可 以 从 ai 及 az 推 知 : 
a= (gao)/2, B= (a 一 oz)/2 (3. 6. 9) 

根据 上 述 原 理 测算 出 偏离 角度 a 及 B, 可 以 通过 在 装置 晶体 的 测 角 头 上 的 “大 
圆 ?及 “小 圆 ”, 对 晶体 的 特定 取向 作 相 应 的 调整 。 

为 了 调整 晶体 的 某 一 特定 取向 ,以 及 最 终 测 量 点 阵 周期 ,通常 让 晶体 绕 轴 回 摆 
5 一 10 左右 。 对 于 生物 大 分 子 唱 体 , 由 于 晶体 点 阵 周 期 参数 很 大 ( 倒 易 点 阵 周 期 
参数 小 ), 而且 衍 射 能 力 弱 ,所 以 一 般 只 用 工 一 2 的 回 摆 角 。 为 了 收集 衍射 数据 的 
目的 ,选择 合适 的 回 摆 角 度 是 十 分 重要 的 , 必须 根据 晶 胞 参数 的 大 小 进行 计算 ,最 
好 进行 预 行 性 试验 。 
3.6.2.4 回 摆 法 衍射 图 的 对 称 性 


回 摆 法 中 除了 与 回 摆 轴 重合 的 晶 轴 外 ,晶体 的 另外 两 个 晶 轴 与 X 射线 和 人 射 束 
的 取向 是 任意 的 (特殊 情况 ,例如 让 其 中 一 个 晶 轴 与 人 射 束 重合 后 并 左右 回 摆 ) ,更 
重要 的 是 回 摆 角度 不 可 能 很 大 ,因而 衍射 球 内 只 有 很 少 部 分 倒 易 阵 点 能 与 反射 球 
相交 。 所 以 ,除了 与 X 射 线 入 射 束 垂直 并 与 回 摆 轴 重合 的 偶 次 对 称 轴 或 与 回 摆 轴 
垂直 的 对 称 面 可 以 被 探知 以 外 ,实际 上 , 回 摆 法 本 射 图 上 的 对 称 性 是 很 有 限 的 。 回 
摆 法 并 不 是 探测 晶体 对 称 性 的 最 佳 手段 。 

(1) 当 偶 次 对 称 轴 或 对 称 面 的 面 法 线 与 回 摆 轴 重合 ,此 时 的 倒 易 点 阵 的 零 层 阵 
点 平面 必 与 对 称 面 重合 ,那么 ,图 3-6-10 的 回 摆 底 片上 将 以 零 层 入 射线 为 中 线 , 上 
下 对 应 的 衍射 斑点 将 出 现 对 称 等 效 关系 ( 不 但 几何 位 置 ,而 且 在 入 射 强度 上 等 效 )。 

(2) 在 特殊 的 情况 下 , 当 一 个 偶 次 轴 与 回 摆 轴 垂直 ,而 且 它 刚好 以 X 射线 人 射 
束 为 重合 线 左右 回 摆 相 等 的 角度 ,那么 ,图 3-6-10 的 回 摆 底 片上 各 衍射 斑点 将 以 
入 射 束 原点 作为 对 称 点 (可 以 认为 是 二 次 对 称 轴 的 投影 ) 出 现 对 称 等 效 关系 。 

(3) 在 特殊 的 情况 下 , 当 一 个 对 称 面 平 行 地 与 同 摆 轴 重合 ,而 且 又 同时 与 X 射 
线 入 射 束 平行 并 以 此 为 中 点 左右 回 摆 相 等 的 角度 ,那么 ,图 3-6-10 的 回 摆 底 片上 
以 通过 原点 的 垂直 中 线 作为 对 称 线 (可 以 认为 是 对 称 面 的 投影 ) ,左边 与 右边 的 和 
射 斑点 之 间 呈 现 对称 等 效 关系 。 

由 此 可 以 推 知 , 回 摆 法 的 衍射 底片 上 可 能 出 现 如 下 5 种 对 称 性 :没有 任何 对 
称 性 ;外 以 零 层 线 为 对 称 线 上 下 对 称 等 效 ;@ 以 原点 为 对 称 点 ,对 角 对 称 等 效 ;@ 以 
垂直 中 线 为 对 称 线 , 左 右 对 称 等 效 ;@@ 同 时 以 零 层 线 及 垂直 中 线 为 对 称 线 , 上 下 左 
右 都 对 称 等 效 。 


3.6.2.5 回 摆 法 衍射 指数 的 确定 (指数 化 ) 


对 于 回 摆 入 射 图 上 衍射 的 指数 化 问题 ,在 T. B. 柏 基 意 著 《 伦 琴 射 线 结构 分 析 
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实用 教程 》 中 已 作 十 分 详细 的 论述 和 示范 。 请 读者 参阅 ,在 此 不 再 重复 。 
3.6.2.6 周转 方法 


周转 法 与 回 摆 法 十 分 相似 ,可 以 将 周转 方法 看 作 回 摆 法 的 一 种 特例 , 即 回 摆 法 
以 360 的 回 摆 角 进行 运动 ,其 结果 就 是 周转 法 的 结果 。 

周转 法 是 让 品 体 绕 着 倒 易 点 阵 中 某 一 主要 的 倒 易 阵 点 面 族 的 法 线 ( 它 可 能 就 
是 晶体 学 轴 ) 单 方向 地 作 周 转运 动 ,单一 波长 的 X 射线 垂直 于 周转 轴 人 射 ,在 这 样 
情况 下 ,周转 法 的 衍射 原理 完全 可 以 用 图 3-6-7, 图 3-6-8, 图 3-6-9 等 给 以 描述 。 由 
于 在 回 摆 法 中 已 作 充分 讨论 ,在 此 不 再 重复 。 

如 果 晶 体 的 定向 没有 精确 调整 , 偏 斜 的 倒 易 阵 点 平面 周转 地 与 反射 球 相交 ,其 
结果 在 底片 上 的 衍射 层 线 将 不 是 波浪 形 , 而 是 以 图 3-6-12 和 图 3-6-13 中 NEP 数 
量 的 2 倍 ( 即 回 摆 图 中 波浪 形 层 线 的 波峰 与 波 谷 之 距离 ) 为 宽度 的 层 线 。 换 句 话 
说 ,同一 倒 易 阵 点 平面 所 给 出 的 了 衍射 在 底片 上 将 分 布 在 宽度 为 2 倍 N-P 的 一 条 层 
线 上 。 很 明显 ,周转 法 的 衍射 结果 不 可 能 判断 倒 易 阵 点 平面 的 偏离 方位 ,因而 对 晶 
体 定向 不 能 作 任 何 调整 。 

由 于 衍射 空间 总 是 具有 中 心 对 称 ,而 周转 法 又 是 在 一 张 底片 中 记录 了 全 部 衍 
射 的 结果 ,所 以 ,周转 法 衍射 底片 上 总 是 出 现 以 入 射 束 原点 作为 对 称 点 (可 以 认为 
是 对 称 中心 的 投影 ) 的 对 称 等 效 关 系 。 除 此 之 外 ,周转 法 衍射 底片 上 还 可 能 出 现 另 
一 种 对 称 性 :底片 上 所 有 衍射 斑点 都 同时 以 零 层 线 和 垂直 中 线 作为 对 称 线 , 上 下 左 
右 对 称 等 效 关系 。 这 种 对 称 性 是 衍射 空间 中 的 偶 次 对 称 轴 与 对 称 面 垂 直 在 周转 法 
中 的 反映 , 偶 次 轴 及 对 称 面 法 线 与 周转 轴 重 合 。 衍 射 空间 中 其 他 的 对 称 性 不 可 能 
在 周转 法 衍射 摄 谱 中 得 到 表达 。 

周转 法 衡 射 的 指数 化 ,在 原理 上 与 回 摆 法 相似 ,只 是 在 周转 法 中 ,同一 平面 的 
倒 易 阵 点 所 给 出 的 衍射 都 同时 释 加 在 同一 张 底片 的 同一 条 层 线 上 , 换 名 话说 ,周转 
法 衍射 底片 同时 记录 了 一 整套 回 摆 法 衍射 底片 中 所 有 的 衍射 ,衍射 斑点 相互 重 释 
十 分 严重 ,这 样 就 给 指数 化 带 来 了 极 大 的 困难 。 从 实践 上 ,周转 法 衍射 底片 的 诠释 
是 很 困难 的 ,因而 周转 法 并 没有 很 大 的 实践 意义 。 


3. 6.3 ” 魏 森 保 (Weissenberg) 方 法 
3.6.3.1 魏 森 堡 方法 的 原理 及 其 摄 谱 仪 


前 面 3. 6. 2 节 我 们 介绍 了 回 摆 方 法 ,在 实际 的 晶体 结构 测定 工作 中 , 回 摆 法 有 
助 于 对 晶体 特定 取向 的 校准 ,另外 , 它 可 以 提供 沿 回 摆 轴 方向 的 晶体 点 阵 周 期 参数 。 
20 世纪 70 年 代 以 来 由 电脑 控制 的 精密 大 型 的 圆 简 形 特别 是 平板 型 回 摆 摄 谱 仪 已 广 
泛 用 于 生物 大 分 子 晶体 衍射 数据 的 收集 。 然 而 回 摆 法 仍然 有 一 些 不 足 之 处 ,其 中 最 
主要 的 是 ,同一 阵 点 平面 上 的 倒 易 阵 点 所 给 出 的 衍射 在 回 摆 法 衍射 底片 上 都 落 
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在 一 条 直线 上 。 这 样 ,在 衍射 空间 中 的 二 维 平面 上 的 衍射 都 被 记录 在 一 维 直 线 上 。 
此 外 ,如 图 3-6-11 和 图 3-6-8 所 示 , 除 了 二 0 的 倒 易 阵 点 面 之 外 ,在 回 摆 轴 附近 的 倒 
易 阵 点 不 可 能 与 反射 球 相交 ,它们 不 可 能 给 出 衍射 ,这 被 称 为 回 摆 法 的 “盲区 ”。n 栽 
大 ,盲区 越 大 。 魏 森 堡 方法 ,特别 是 等 倾斜 魏 森 堡 方法 可 以 克服 这 些 不 足 。 

魏 森 堡 方法 的 最 基本 原理 是 首先 按照 回 摆 方 法 精确 校准 晶体 的 方向 ,使 特定 
的 晶 轴 或 点 阵 中 的 主要 晶 带 轴 与 回 摆 轴 重合 。 此 时 , 回 摆 衍 射 底片 上 的 衍射 层 线 
都 成 为 直线 。 然 后 利用 圆 简 形 的 层 线 屏 只 让 其 中 某 一 层 线 的 衍射 通过 , 而 挡住 其 
余 各 层 的 衍射 ,如 图 3-6-14 所 示 。 摄 谱 时 ,晶体 由 马达 的 传动 而 慢 慢 地 转动 , 层 线 
屏 外 的 圆 简 形 底片 也 通过 马达 的 传动 而 同步 地 沿 晶体 回 摆 轴 作 平 移 运动 。 传 统 的 
魏 森 堡 摄 谱 仪 是 让 晶体 转动 2 ,底片 同步 地 平移 lmm。 通 常 ,晶体 是 绕 轴 回 摆 几 
十 度 到 180 ,底片 也 随 之 同步 地 往返 平移 。 当 然 在 整个 过 程 中 , 层 线 屏 是 不 动 的 。 
这 样 ,那些 在 回 摆 法 衍射 底片 中 落 在 某 一 特定 层 线 上 的 衍射 得 以 有 规律 地 展开 在 
一 张 二 维 底片 上 。 虽 然 在 魏 森 堡 衍射 底片 上 ,衍射 斑点 之 间 的 几何 排列 图 案 ( 即 倒 
易 阵 点 平面 上 阵 点 排列 图 案 ) 受 到 某 种 在 曲 变形 ,然而 它 使 衍射 空间 中 的 一 个 二 维 
衍射 结 点 平面 以 二 维 平面 来 表达 。 这 样 ,所 记录 的 衍射 将 不 会 重叠 ,也 便于 衍射 的 
指数 化 和 衍射 强度 测量 。 图 3-6-15 给 出 了 魏 森 堡 方法 摄 谱 仪 的 示意 图 。 


狭 
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图 3-6-15 魏 森 堡 摄 谱 仪 示意 图 
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为 了 消除 盲区 ,采用 等 倾斜 方 
法 。 所 谓 等 倾斜 方法 ,就 是 在 收集 
非 零 (n 关 0) 层 衍射 数据 时 ,使 人 射 
东 与 晶体 转轴 斜 交 一 定 角度 ,让 这 
一 层 的 转轴 的 位 置 O 和 反射 球面 相 
磁 , 从 而 消除 盲区 。 图 3-6-16 示意 
晶体 转轴 和 X 射线 入 射 束 以 角 斜 
倾斜 角 jy 和 该 特定 层 线 锥 角 相 
等 , 即 jv 二 vw。 在 仪器 设计 上 ,为 了 
便于 操作 , 晶体 转轴 OO’ 处 于 水 平 
位 置 ,用 于 调整 倾斜 角 w 的 轴 为 垂 
直 轴 ， 称 为 倾斜 轴 , 即 图 3-6-16 中 
通过 原点 O 并 垂直 于 纸 面 的 垂直 线 。 在 摄取 回 摆 法 衍射 图 和 有 零 层 魏 森 堡 衍射 图 
时 ,应 让 一 0, 即 晶体 转轴 和 X 射线 人 射 束 相互 垂直 。 在 摄取 非 零 层 魏 森 堡 衍射 
时 ,机 身 ( 即 晶体 旋转 轴 CO“ ) 绕 倾斜 轴 ( 即 通过 O 点 的 垂直 轴 ) 相 对 于 人 射 束 转 一 
定 角 度 w, 此 时 晶体 转轴 和 人 射 束 的 夹 角 为 90 一 jy。 我 们 早已 知道 ,反射 球 的 原点 
O 永 远 与 倒 易 点 阵 坐 标 系 原点 O 重合 ,而 且 X 射线 人 射 方向 So 也 永远 位 于 反射 球 
的 中 心 与 原点 O 的 连 线 上 。 此 外 ,如 上 所 述 , 在 仪器 设计 上 倾斜 轴 永 远 垂 直 并 相 
交 于 晶体 转轴 和 X 射线 人 射 束 。 那 么 ,反射 球 与 倒 易 点 阵 相 互 关 系 上 就 如 图 3-6- 
16 所 示 , 倒 易 点 阵 的 转轴 CO 与 人 射 方向 Se 相交 于 原点 O, 且 与 垂直 的 倾斜 轴 垂 
直 。 当 倾斜 角 与 某 一 特定 层 线 锥 角 v, 相等 时 , 即 二 v ,此 特定 (x) 倒 易 阵 点 平 
面 必定 通过 OO 点 与 反射 球 相交 ,而 O 点 也 是 倒 易 点 阵 转轴 与 此 特定 (2) 倒 易 阵 点 
平面 的 相交 点 。 

摄取 回 摆 法 衍射 时 ,底片 并 不 平移 运动 ,而 且 不 使 用 层 线 屏 。 而 摄取 魏 森 堡 衍 
射 时 ,底片 是 随 晶体 转动 并 同步 平移 , 而且 必 须 使 用 层 线 屏 ( 见 图 3-6-15)。 屏 上 
狭 颖 的 宽度 可 以 调节 , 屏 的 位 置 可 以 移动 ,让 所 需 摄 取 的 那 一 特定 (2) 层 的 衍射 得 
以 通过 ,记录 于 底片 上 。 传 统 的 魏 森 堡 摄 谱 仪 ,其 层 线 屏 的 直径 ( 指 内 径 ) 为 
47. 2mm, 底 片 盒 内 径 为 57. 3mm。 层 线 屏 的 位 移 值 S 和 倾斜 角 j 是 根据 层 线 位 置 
计算 确定 的 。 如 果 X 射线 的 波长 为 4, 沿 转轴 方向 的 倒 易 阵 点 平面 族 的 面 间距 为 
4 ,那么 ,从 图 3-6-16 不 难 推导 出 摄取 第 n 层 衍 射 时 的 倾斜 角 j, 为 : 

Sin = Md’ /2 (3. 6. 10) 
如 果 沿 晶体 转轴 方向 的 晶体 学 轴 或 主要 唱 带 轴 的 周期 参数 为 J ,由 于 J 二 1/d ,所 
以 式 (3. 6. 10) 将 有 如 下 表达 : 


网 3-6-16 ”等 倾斜 原理 示意 图 


sinys = 巩 /2J (3. 6. 11) 
从 倾斜 角 js 及 层 线 屏 半 径 民 很 容易 推 知 层 线 屏 狭 颖 从 零 层 到 第 n 层 时 的 位 移 量 
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S, 为 : 
SR (3. 6. 12) 
显然 ,对 于 负 方 向 摄取 第 元 层 时 ,上 述 x 及 S 参数 是 类 同 的 。 


3.6.3.2 等 倾斜 魏 森 堡 衍射 底片 上 衍射 点 的 分 布 


等 倾斜 魏 森 堡 衡 射 底片 上 衍射 点 的 分 布 ,可 以 从 下 面 几 种 情况 分 别 进 行 讨 论 。 
1. 通过 原点 的 倒 易 阵 点 直线 ” 设 有 一 条 倒 易 阵 点 密集 地 排列 的 阵 点 列 , 它 和 
晶体 转轴 垂直 ,处 于 零 层 并 通过 原点 O。 图 3-6-17(a) 是 沿 倒 易 点 阵 转轴 投影 的 示 
意图 。 图 中 通过 原点 O 的 倒 易 阵 点 列 QQ 的 起 始 位 置 是 在 FF 。 随 着 倒 易 点 阵 的 
转动 ,这 直线 的 不 同 部 位 依次 与 反射 球 相 碰 ,给 出 衍射 。 当 晶体 转动 时 ,底片 沿 着 


和 
| 
| 
| 


(a) 


图 3-6-17 通过 原点 的 倒 易 阵 点 列 在 魏 森 堡 入 射 中 的 示意 图 
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垂直 于 纸 面 的 方向 同步 地 移动 ,衍射 点 落 在 底片 的 不 同 部 位 。 唱 体 转动 wo 角度 之 
后 , 倒 易 阵 点 列 上 的 了 点 刚好 与 反射 球 相 碰 , 沿 着 SP 方向 ( 即 S 方 向 ) 发 生 衍射 ， 
入 射 方向 5, 与 衍射 方向 $ 的 交角 为 22。 从 图 3-6-17(a) 的 几何 学 关系 可 以 证 明 
9 一 w 的 关系 。 因 此 , 倒 易 阵 点 列 QQ 所 给 出 的 衍射 在 底片 上 的 轨迹 应 满足 直线 方 
程 9 二 w, 因 而 是 一 条 由 衍射 斑点 组 成 的 斜 线 , 如 图 3-6-17(b) 所 示 。 图 (b) 是 圆 简 
形 底片 展 平 后 的 魏 森 堡 衍射 图 ,图 中 纵 坐 标 为 0, 横 坐标 为 w, 都 用 度数 表示 它 的 距 
离 。 传 统 的 圆 简 底 片 直径 为 57. 3mm, 这 就 使 9 轴 上 的 1 相当 于 底片 上 的 lmm; 唱 
体 转 动 卫 ,底片 同步 平移 1/2mm, 即 w 轴 上 的 2 相当 于 lmm。 倒 易 阵 点 列 QQ 所 
给 出 的 衍射 在 底片 上 的 轨迹 为 一 直线 , 它 和 水 平 中 线 的 交角 为 63"26 上 [ 见 图 (b)]。 
P 点 在 此 斜 的 直线 上 的 坐标 可 以 直接 在 底片 上 量 出 ,并 以 9 和 w 表示 。 由 于 晶体 
转动 w, 底 片 同步 平移 w/2mm 距离 , 当 w 王 90 时 ,0 一 ow 直线 将 有 一 转折 。 这 是 因 
为 在 m90" 时 , 倒 易 阵 点 列 QQ 扫 过 图 中 反射 球 的 上 半 部 ,而 当 w>>90" 时 ,QQ 列 
扫 过 反射 球 的 下 半 部 。 当 把 圆 简 形 底片 展开 成 平面 后 ,就 出 现 图 3. 6. 17(b) 所 示 
的 情况 。 当 w 到 达 180°, 倒 易 点 阵列 QQ 在 初始 位 置 FF' 上 ,但 (十 ) 与 (一 ) 方 向 刚 
好 对 换 。 从 此 时 开始 ,衍射 底片 上 的 和 斜 直 线 轨 迹 将 与 w= 二 0 为 始点 时 相似 。 

2. 不 通过 原点 的 倒 易 阵 点 列 ” 设 有 倒 易 阵 点 列 GG 和 通过 原点 的 QQ' 线 平 
行 , 且 相 距 为 4”。 开 始 时 , 即 当 QQ 处 于 FF 时 ,GG 并 不 和 反射 球面 相遇 ,衍射 不 
会 发 生 。 当 倒 易 点 阵 绕 垂 直 转 轴 O 转动 w 时 ,GG 和 反射 球 相 切 ,衍射 开始 发 生 。 
继续 转 至 w 时 ,GG 和 反射 球面 有 两 个 交点 P 和 P”, 而 QQ 线 的 交点 为 P, 如 
图 3-6-18(a) 所 示 。 由 反射 球 中 S 点 向 GG' 作 垂 线 ST, 平 分 人 P'SP” 成 为 两 个 6， 
即 了 P'SP”==26, 那 么 : 


cosG = ST/SP’ (3.6.13) 
以 圆 的 半径 尺 代替 SP 得: 
cos6 = ST/R (3. 6. 14) 
由 于 人 OSP==2w, 因 而 人 OST==w 所 以 
ST = Reosw tad’ (3. 6. 15) 
将 式 (3. 6. 15) 代 入 式 (3. 6. 14) 得 : 
cosd = (Recosw+ dad* )/R (3.6.16) 
因而 G 一 cos '(coswtd* /R) (3. 6. 17) 
而 AOSP 一 w 十 6 一 w 十 cos-1(cosw 十 dr /R) 
LOSP” =w—6=w—cos!(coswtd’ /R) (3. 6. 18) 
由 式 (3. 6. 18) 可 以 推 知 ,不 通过 原点 的 倒 易 阵 点 列 GG 与 反射 球面 相交 已 "及 


已 点 给 出 的 衍射 ,在 底片 上 的 轨迹 是 一 条 曲线 ,这 一 曲线 是 以 直线 29= 二 w 为 对 称 
线 , 如 图 3. 6.18(b) 所 示 , 在 同一 个 w 数值 上 , 按 2 一 w 士 6 而 得 两 个 衍射 点 P 和 
P 位 置 。 6 数值 决定 于 w 和 d"。 当 d” =0 时 ,6==w, 此 时 ,29 二 2w 和 20 二 0, 和 通 
过 原点 的 QQ 直线 一 致 。 
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图 3-6-18 不 通过 原点 的 倒 易 阵 点 列 (G 列 ) 在 魏 森 堡 衍射 中 示意 图 


3. 以 广角 相交 的 两 条 个 易 阵 点 列 “ 在 同一 层 的 倒 易 阵 点 平面 上 ,者 两 条 通 
过 原点 〇 并 以 B* 角度 相交 的 倒 易 阵 点 列 ,在 等 倾斜 魏 森 堡 了 衍射 底片 上 给 出 的 均 为 
直线 ,两 条 由 衍射 点 组 成 的 直线 在 底片 上 平行 相隔 8” ,如 图 3. 6. 19(a),(b) 所 示 。 
如 果 上 述 两 条 相交 的 倒 易 阵 点 列 , 其 中 一 条 通过 原点 ,而 男 一 条 不 通过 原点 ， 
那么 通过 原点 的 倒 易 阵 点 列 所 给 出 的 衍射 在 底片 上 的 轨迹 将 是 一 条 斜 直 线 , 而 不 
通过 原点 的 另 一 倒 易 阵 点 列 所 给 出 的 必然 是 一 条 曲线 。 只 要 按照 图 3-6-17 及 图 
3-6-18 所 讨论 过 的 原理 ,读者 可 以 推导 出 它们 在 底片 上 的 轨迹 和 坐标 位 置 。 
4. 高 层 的 等 倾斜 魏 森 堡 衍射 ”摄取 高 层 (? 夫 0) 的 等 倾斜 魏 森 堡 衍射 图 谱 时 ， 
倒 易 点 阵 的 转轴 点 O 保持 与 反射 球面 相交 ,不 发 生 移动 , 如 图 3. 6. 20(a),(b) 所 
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90。 a*(+) Cc*(+) a*(—) < 


图 3-6-19 同一 倒 易 阵 点 面 上 两 条 通过 原点 O 以 8* 角 相 交 的 倒 易 阵 点 列 
\a 列 和 <“ 列 ) 在 魏 森 堡 衍射 中 的 示意 图 


示 , 其 中 图 (b) 是 沿 着 垂直 于 倒 易 点 阵 转轴 OO/ 方 向 投影 示意 ,而 图 (a) 是 沿 着 OO/ 
转轴 方向 投影 示意 。 从 示意 图 中 可 以 发 现 , 非 零 层 与 零 层 的 情况 十 分 相似 ,差别 就 
只 在 于 从 反射 球 上 截 出 的 圆 的 半径 R, 比 零 层 时 的 Ro( 这 里 Ro 二 1/ 和 ) 小 一 些 。 因 
而 上 述 所 讨论 的 原理 和 图 3-6-17, 图 3-6-18, 图 3-6-19 对 于 非 零 层 的 情况 都 是 适 
用 的 。 对 于 零 层 和 非 零 层 , 式 (3. 6. 14) 到 式 (3. 6. 18) 中 的 尺 将 写 为 R,, 其 中 二 
0,1,2,…,n。 对 于 零 层 情况 反射 球 的 半径 Ro 等 于 波长 4 的 倒数 , 即 R 二 1/4。 对 
于 第 层 情况 , 即 当 等 倾角 为 wm 时 ,第 层 倒 易 阵 点 平面 与 反射 球 相交 而 所 截取 
的 圆 ,其 半径 R, 为 : 

R, = Rocosy, (3. 6. 19) 
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显然 , 式 (3. 6.17) 的 65 值 与 R 有 关 , 非 零 层 的 所 给 出 的 等 倾斜 魏 森 堡 入 射 图 也 会 
略 有 变化 。 


(a) (b) 


图 3-6-20 非 零 层 倒 易 阵 点 面 在 等 倾斜 方法 中 与 反射 球 的 相互 关系 示意 图 
(a) 沿 着 图 (b) 中 的 倒 易 点 阵 转轴 OO 的 投影 示意 ;(b) 沿 垂直 于 OO 方向 的 投影 示意 


5， 魏 森 堡 衍射 的 指数 化 ”在 工 B. 柏 基 意 所 著 的 《伦琴 射线 结构 分 析 实 用 教 
程 》 中 对 魏 森 堡 方法 和 魏 森 堡 衡 射 的 指数 化 已 作 十 分 具体 的 应 用 性 的 阐述 ,这 里 不 
必 再 作 重 复 性 介绍 。 此 外 ,只 要 掌握 了 魏 森 堡 方法 原理 ,对 它 的 衍射 指数 化 也 就 比 
较 容易 理解 。 


3. 6.4 徘 循 Cprecession) 方 法 


上 一 节 讨 论 了 魏 森 堡 方法 , 它 克 服 了 回 摆 方 法 的 不 足 , 魏 森 堡 方法 用 二 维 的 方 
式 将 每 一 层 倒 易 阵 点 平面 所 给 出 的 衍射 记录 下 来 。 等 倾斜 魏 森 堡 还 消除 了 回 摆 方 
法 的 "盲区 。 但 是 , 魏 森 堡 方法 所 记录 的 衍射 图 案 , 在 几何 图 形 上 是 一 种 变形 的 倒 
易 阵 点 平面 ,对 衍射 的 指数 化 很 不 直观 。 另 外 传统 的 魏 森 堡 摄 谱 仪 中 , 圆 简 形 底片 
盒 的 内 径 D=57. 3mm, 即 晶体 距 底 片 的 距离 只 有 28. 65mm, 这 对 于 无 机 化 合 物 、 
有 机 化 合 物 等 小 分 子 晶体 是 比较 合适 的 ,而 对 于 具有 很 大 唱 胞 的 生物 大 分 子 唱 体 
就 显然 不 够 了 。 品 体 与 底片 距离 太 近 ,密集 的 衍射 斑点 之 间 很 难 分 开 , 而 徘 循 方法 
可 以 克服 魏 森 堡 方法 的 不 足 。 徘 循 方法 是 把 衍射 空间 的 衍射 结 点 面 , 一 层 一 层 地 、 
不 变形 地 记录 在 底片 上 。 将 各 层 的 衍射 结 点 平面 合 合 在 一 起 将 可 表达 出 衍射 空间 
的 衍射 结 点 排 布 图 案 。 这 种 衍射 结 点 的 排 布 图 案 ,从 结 点 之 间 的 几何 位 置 来 说 是 
表达 了 晶体 的 倒 易 点 阵 。 从 这 一 直观 的 倒 易 点 阵 的 几何 图 案 ,很 容易 将 衍射 结 点 
的 衍射 指数 给 予 标定 ( 即 指 数 化 )。 由 于 所 使 用 的 是 平板 形 底片 ,在 摄 谱 仪 的 设计 
上 ,可 以 调整 它 与 晶体 之 间 的 距离 。 通 常 的 距离 都 设计 在 50mm 到 150mm 可 调 
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范围 。 因 而 十 分 适用 于 记录 生物 大 分 子 唱 体 的 衍射 。 不 言 而 喻 ,由 于 使 用 平板 形 
底片 ,而 且 距 离 晶 体 较 远 , 因 而 能 够 记录 的 衍射 范围 衍射 球 的 半径 ) 十 分 有 限 ,一 
般 所 能 收集 的 衍射 大 约 在 分 状 率 范围 2A 之 内 (如 果 波 长 为 1. 5418A) ,这 样 的 分 
辨 率 对 于 小 分 子 晶 体 衍 射 显然 是 太 低 ,然而 对 生物 大 分 子 晶体 入 射 却 恰到好处 。 
徘 循 方法 及 徘 循 摄 谱 仪 最 早 是 由 贝尔 格 尔 (M.J. Buerger) 提 出 ,他 的 专著 “The 
Precession Method in X-Ray Crystallography”(Wiley,1964) 对 此 方法 原理 及 实际 
应 用 给 以 非常 详细 的 阐述 。 徘 循 方 法 及 其 摄 谱 仪 目前 在 生物 大 分 子 晶 体 衍 射 中 广 
泛 应 用 ,为 了 帮助 读者 了 解 该 方法 的 基本 原理 及 掌握 仪器 使 用 的 入 门 知 识 , 这 里 对 
徘 循 方法 作 一 简单 介绍 。 

当 晶体 处 于 X 射线 人 射 东 时 , 晶体 倒 易 点 阵 坐 标 原 点 与 反射 球 的 原点 O 重 
合 。X 射线 入 射 方向 So 经 反射 球 中 心 S 到 达 O 点 。 如 果 某 一 特定 通过 原点 O 的 
零 层 倒 易 阵 点 平面 与 $% 垂直 ,如 图 3. 6. 21(a) 所 示 。 此 倒 易 阵 点 平面 的 全 部 阵 点 ， 
除 O 〇 点 外 ,并 未 与 反射 球面 相交 ,衍射 不 可 能 发 生 。 当 晶体 对 X 射线 入 射 束 转动 
一 个 角度 y 时 ,此 特定 零 层 倒 易 阵 点 平面 也 绕 O 点 对 So 作 角度 的 相应 转动 。 图 
3-6-21(b) 示 意 零 层 倒 易 阵 点 平面 的 面 法 线 与 S。 相交 ,并 与 反射 球面 相 切 割 , 切 
割 的 轨迹 应 是 OP 圆 。 相 交 于 反射 球面 OP 圆 上 的 倒 易 阵 点 均 可 给 出 衍射 。 这 些 
衍射 构成 了 以 球 心 5S 为 项 点 的 衍射 (S) 锥 面 ,如 图 (b) 所 示 。 如 果 与 此 倒 易 阵 点 面 
相 平 行 的 位 置 放 置 一 平板 形 底片 ,如 图 3-6-21(c) 所 示 , 则 可 将 此 衍射 圆锥 面 上 的 
衍射 全 部 记录 下 来 。 这 样 在 底片 上 所 记录 下 来 的 结果 必然 是 由 衍射 斑点 所 构成 的 
OP' 圆 。 

如 果 晶 体 对 X 射线 人 射 束 作 徘 循 运动 , 始终 在 运动 过 程 中 保持 w 角 不 变 , 即 
在 运动 中 特定 倒 易 阵 点 平面 的 面 法 线 与 人 射 方向 S。 始终 保持 交角 jy 不 变 。 这 种 
晶体 对 X 射线 人 射 束 的 相对 运动 以 及 下 述 平面 底片 所 跟随 的 运动 , 称 为 徘 循 ( 或 
旋 进 ) 运 动 。 此 时 特定 倒 易 阵 点 平面 的 面 法 线 通 过 原点 O 绕 着 S 以 y 角 作 旋 转运 
动 , 倒 易 阵 点 面 在 作 徘 循 运动 。 与 此 同时 ,在 徘 循 摄 谱 仪 的 设计 上 ( 见 图 3-6-22)， 
保证 了 平板 形 底片 始终 与 此 倒 易 阵 点 平面 保持 平行 地 并 同步 地 作 徘 循 运动 。 这 样 
的 徘 循 运动 使 图 3. 6. 21(b) 及 (c) 所 示 的 倒 易 阵 点 平面 与 反射 球 相交 割 的 OP 圆 
也 在 反射 球面 上 进行 徘 循 运 动 。 自 然 , 以 S 为 顶点 的 衍射 锥 面 也 随 之 绕 着 S, 作 旋 
转运 动 , 随 着 徘 循 运动 的 进行 , 倒 易 阵 点 平面 上 以 原点 O 〇 为 中 心 ,以 (2siny) /4 为 
半径 的 圆 内 的 所 有 阵 点 , 按 次 序 而 且 循 环 地 与 反射 球面 相交 。 在 此 徘 循 运动 中 , 衍 
射 锥 的 轴线 ( 它 当 然 与 倒 易 阵 点 面 法 线 以 及 底片 面 法 线 平行 ) 与 底片 相交 点 的 运动 
轨迹 将 是 一 个 以 So 交点 为 中 心 的 圆 。 底 片 在 此 运动 中 所 记录 下 来 的 将 是 不 变形 
的 .直接 反映 倒 易 阵 点 分 布 的 衍射 图 案 ( 即 入 射 空间 零 层 入 射 结 点 面 )， 
如 图 3-6-27 所 示 。 

上 述 是 零 层 情况 。 实 际 上 , 倒 易 点 阵 是 一 个 三 维 点 阵 , 与 零 层 平面 相 平 行 的 将 
是 一 族 非 零 层 的 倒 易 阵 点 面 ,它们 的 面 间距 为 4* 。 图 3-6-23 表明 , 当 倒 易 阵 点 面 
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忆 马 恨 洱 表 澡 更 测 赤 


(b) 


图 3-6-21 在 徘 循 衍射 方法 中 零 层 倒 易 阵 点 平面 与 反射 球面 相交 市 
所 给 出 的 衍射 锥 以 及 被 记录 在 平面 底片 上 的 示意 图 


族 法 线 ( 即 与 晶体 点 阵 的 唱 轴 或 主要 蝇 带 轴 重 合 的 方向 ) 以 倾斜 角 jy 与 5, 相交 于 
原点 0, 并 始终 保持 y 角 不 变 , 绕 S。 作 旋 转运 动 。 当 面 族 法 线 与 5, 相交 y 角 , 整 族 
倒 易 阵 点 面 都 与 反射 球面 相交 割 。 如 此 一 来 ,衍射 锥 面 将 不 再 只 是 一 个 ,而 是 由 几 
个 锥 面 组 成 的 一 族 同 轴 衍 射 锥 面 , 锥 面 族 的 共同 顶点 位 于 反射 球 中 心 S, 而且 锥 面 
族 的 轴线 与 面 族 法 线 平行 ( 见 图 3-6-23)。 很 容易 推 知 , 零 层 倒 易 阵 点 平面 与 反射 
球 相交 割 所 给 出 的 衍射 锥 面 ,其 半 张 角 wm 应 与 倾斜 角 jy 相等 , 即 


5 一 友 (3. 6. 20) 
当 倾 斜 角 为 y 时 ,第 n 层 倒 易 阵 点 平面 所 给 出 的 衍射 锥 面 半 张 角 v, 有 如 下 表达 : 
cosy 一 cosm 一 nd * (3. 6. 21) 


不 言 而 喻 , 当 整 族 倒 易 阵 点 平面 以 x 角 围绕 So 在 反射 球面 上 作 徘 循 运 动 ,如 
图 3-6-22 所 示 , 平 板 底片 始终 与 倒 易 阵 点 面 族 保持 平行 ,而 且 入 射 束 方向 So 与 底 
片 的 交点 O 也 保持 不 动 。 如 此 徘 循 运动 结果 ,底片 所 记录 下 来 的 除了 衍射 空间 中 
的 零 层 衍射 结 点 (几何 位 置 的 排 布 图 案 及 其 衍射 强度 ) 之 外 ,其 他 nn 层 (不 包括 元 
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图 3-6-22 徘 循 摄 谱 仪 设计 原理 示意 图 


层 ) 的 衍射 结 点 也 同时 被 记录 下 来 ,结果 是 各 层 的 衍射 结 点 在 底片 上 必然 会 互相 
重生 。 


| ed * 


图 3-6-23 倒 易 阵 点 面 族 在 徘 循 方法 中 给 出 同 轴 衍 射 锥 面 族 示意 图 


为 了 每 次 只 记录 一 个 倒 易 阵 点 平面 的 阵 点 所 给 出 的 衍射 , 即 每 次 摄 谱 时 只 让 
衍射 锥 面 族 中 某 一 特定 锥 面 到 达 底片 ,在 底片 与 晶体 之 间 设 计 了 一 个 屏蔽 装置 , 称 
为 层 线 屏 。 层 线 屏 是 具有 图 形 狭 颖 的 平板 ( 见 图 3-6-24)。 在 摄 谱 仪 的 机 械 设计 
上 , 贺 形 狭 缝 的 圆心 始终 保持 是 衍射 锥 面 族 的 轴线 与 层 线 屏 的 垂直 交点 ,而 且 层 线 
屏 总 是 保持 与 入 射 锥 面 族 同步 地 进行 徘 循 运动 。 从 图 3-6-24 可 以 理解 ,通过 调整 
层 线 屏 与 晶体 的 垂直 距离 S, 屏 上 的 圆 狭 缝 可 以 处 于 某 一 特定 衍射 锥 面 的 通道 上 。 
此 时 ,此 特定 的 锥 面 上 所 有 衍射 均 能 通过 狭 缝 到达 底片 ,而 其 他 锥 面 的 衍射 将 全 部 
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被 屏 阻 。 为 了 达到 此 目的 ,必须 根据 这 一 

特定 锥 面 的 半 张 角 v 而 选择 合适 的 圆 形 

狭 颖 的 半径 >， 和 确定 层 线 屏 与 晶体 的 垂 
直 距 离 S ,这 三 者 有 如 下 关系 : 

tgw = ra/S (3. 6. 22) 

在 这 里 ,我 们 再 强调 一 下 , 倒 易 阵 点 面 

族 、 层 线 屏 和 底片 都 同步 地 对 反射 球面 进 

行 徘 循 运动 ,而且 三 者 都 始终 保持 相互 平 


线 
行 ,但 它们 的 运动 轨迹 却 并 非 相 同 。 首 先 ， 
层 线 屏 永远 与 倒 易 阵 点 面 族 严格 一 致 , 它 
们 的 运动 轨迹 完全 相同 , 面 族 与 反射 球面 
交割 给 出 的 衍射 锥 面 族 的 轴线 永远 垂直 相 0 
交 于 层 线 屏 上 的 圆 形 狭 矣 的 圆心 ,此 轴线 


当然 是 与 倒 易 阵 点 面 族 法 线 平行 一 致 的 ， 
而 且 此 轴线 是 以 x 角 绕 着 与 反射 球 中 心 S 图 3-6-24 徘 循 方法 中 层 线 屏 装 置 示意 图 
相交 的 人 射 束 方向 So。 作 旋 转运 动 。 虽 然 底 
片 也 与 层 线 屏 及 倒 易 阵 点 面 族 始终 保持 平行 并 同步 地 作 徘 循 运动 ,但 是 底片 在 运 
动 过 程 中 它 的 中 心 点 O 在 摄取 零 层 衍射 谱 时 是 保持 不 动 的 ,此 时 (也 只 是 在 记录 
二 0 层 衍射 的 时 候 ) 入 射 束 方向 S。 始终 与 底片 中 心 O 点 保持 相交 ,尽管 S。 并 不 垂 
直 于 底片 ( 当 y 关 0 时 )。 在 摄取 非 零 (x==0) 层 衍射 谱 时 ,由 于 底片 必须 向 晶体 方向 
移动 nMd*"( 见 图 3-6-26)。 其 中 ,M 是 n==0 时 底片 与 晶体 的 距离 。 此 时 ,So 在 底 
片上 相交 点 CQ 的 轨迹 将 是 一 个 小 圆 。 再 以 摄取 零 (” 一 0) 层 衍射 谱 为 例 。 由 于 此 
时 w 二 yy, 人 射 束 方向 S。 总 是 通过 层 线 屏 的 狭 颖 到 达 底 片 的 不 动 点 O 点 上 。 层 线 
屏 作 徘 循 运动 时 ,So 在 层 线 屏 上 所 留 下 的 轨迹 就 是 一 个 落 在 圆 形 狭 儿 上 的 圆 。 层 
线 屏 与 底片 一 起 对 反射 球 作 徘 循 运动 的 过 程 ,将 是 层 线 屏 上 的 圆 形 狭 妖 以 底片 上 
的 O 作为 固定 切 点 ,在 底片 上 周转 地 作 扫 描 运动 。 显然 ,连同 零 层 (n 二 0) 倒 易 阵 
点 面 一 起 对 反射 球面 作 徘 循 运动 ,其 结果 将 是 零 层 衍射 锥 面 通过 层 线 屏 狭 颖 后 ,以 
So 作为 衍射 锥 面 上 的 固定 切线 ,在 底片 中 进行 扫描 。 这 样 的 徘 循 衍 射 结果 ,底片 
将 同步 地 把 倒 易 阵 点 平面 上 与 反射 球面 相交 的 阵 点 所 给 出 的 衍射 , 随 着 徘 循 运 动 
的 连续 进行 ,依次 地 记录 下 来 。 由 于 底片 是 平行 于 倒 易 阵 点 平面 ,所 记录 的 衍射 斑 
点 在 底片 上 的 相对 几何 位 置 ,必然 与 倒 易 阵 点 平面 上 阵 点 之 间 的 相对 几何 位 置 ( 排 
布 ) 完 全 一 致 。 非 零 (n 关 0) 层 衍射 的 情况 与 此 类 同 。 

如 果 在 层 线 屏 的 位 置 上 ,以 一 张 平板 底片 代替 层 线 屏 , 不 难 推 知 ,这 张 与 衍射 
锥 面 族 的 轴线 垂直 并 保持 严格 同步 的 徘 循 运动 的 底片 , 它 所 记录 下 来 的 衍射 图 案 
将 是 一 组 同心 圆 , 如 图 3-6-25 所 示 。 它 们 是 这 倒 易 阵 点 面 族 在 倾斜 角 为 上 时 的 同 
轴 衍 射 锥 面 族 ,在 距离 为 S 的 垂直 截面 。 这 样 所 获得 的 衍射 图 案 , 称 为 锥 轴 衍 射 
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图 谱 ,简称 “ 锥 轴 图 ”。 锥 轴 图 上 紧 靠 辆 
心 的 小 圆 ( 由 衍射 斑点 构成 的 圆 ) ,其 半 
径 为 mo, 它 是 零 (n 王 0) 层 倒 易 阵 点 平面 
所 给 出 的 衍射 锥 面 在 距离 为 S 上 的 垂直 
截面 ,其 锥 面 的 半 张 角 为 w( 这 里 w 一 
A)。 依 些 类推 ,在 锥 轴 图 上 距 圆 心 第 ” 
个 衍射 圆 的 半径 为 7,, 它 是 第 n 层 倒 易 
阵 点 平面 在 倾斜 角 为 w 时 所 给 出 的 衍射 
锥 面 的 截面 ,衍射 锥 面 的 半 张 角 为 wm。 
显然 , 锥 轴 图 上 第 ”个 街 射 圆 的 大 小 , 既 
与 倾斜 角 jy 及 底片 距离 S 有 关 , 也 与 X 
射线 波长 4 以 及 这 一 倒 易 阵 点 面 族 的 面 
间距 < 有 密切 关系 。 在 已 知 pw，S 及 4 
值 , 倒 易 阵 点 面 族 的 面 间距 d* 可 通过 下 


图 3-6-25 锥 轴 图 入 射 谱 的 示意 图 。 放 在 
层 线 屏 位 置 上 的 底片 所 记录 下 来 的 衍射 图 


谱 示 意 
式 (3. 6. 23) 求 得 : 
nd* = cosw 一 cosftg (r,/s)] (3. 6. 23) 
而 且 t=A/d” (3. 6. 24) 


这 里 t 是 在 这 一 倒 易 阵 点 面 族 面 法 线 方 向 上 ( 即 d* 的 方向 ) 的 晶体 点 阵 周 期 。 如 
果 我 们 选择 某 一 品 轴 作为 t 的 方向 , 徘 循 方法 的 锥 轴 图 将 直接 给 出 此 晶 轴 的 平移 
周期 。 

锥 轴 图 在 实践 中 的 另 一 重要 用 途 是 它 可 以 给 出 唱 轴 定向 的 偏离 ,因而 可 以 作 
为 徘 循 方法 中 对 晶 轴 定向 调 准 的 手段 之 一 (以 小 角度 徘 循 的 方法 作为 晶体 定向 精 
确 调 正 的 手段 ,在 M. J. Buerger 的 专著 中 已 作 详细 阐述 ,在 此 不 准备 重复 介绍 ) 。 
为 此 目的 , 徘 循 运动 只 在 很 小 的 角度 范围 内 (通常 是 5 一 10 左右 ) 来 回回 摆 , 而 不 
是 在 360 地 周转 。 在 很 小 的 角度 内 所 摄取 的 回 摆 锥 族 图 ,可 以 看 作 是 晶体 ( 倒 易 
阵 点 面 族 ? 处 于 几乎 是 静止 状态 下 的 衍射 锥 面 族 在 S 距离 上 的 垂直 截面 。 如 果 已 
给 定 倾斜 角 为 w, 由 于 零 层 (* 一 0 衍射 锥 面 的 半 张 角 为 w= 二 y, 而 且 已 知 晶体 与 锥 
轴 图 的 距离 为 5, 通 过 给 定 的 y 值 ( 即 w 值 ), 那 么 从 式 (3. 6.21) 可 以 预先 算出 在 
锥 轴 图 上 和 零 层 (n 二 0) 衍 射 圆 的 半径 r。。 如 果 唱 体 的 特定 的 定向 已 经 十 分 精确 , 即 
当 y 王 0 时 ,此 定向 与 人 射 束 完全 重合 ,那么 回 摆 锥 轴 图 上 有 零 层 衍射 圆 的 半径 ” 应 
与 上 述 计算 值 r。 相 等。 如 果 唱 体 的 定向 存在 偏离 ,那么 76 关 ro。。 从 Aro( 即 76 一 
no) 的 绝对 值 可 以 推算 出 晶体 定向 的 偏离 角度 。 而 且 从 Ar 所 处 的 方向 (上 下 左右 ) 
可 以 确定 晶体 定向 的 偏离 方向 ,从 而 可 以 给 以 相应 调整 。 

已经 清楚 , 倒 易 点 阵 坐 标 系 原点 O 总 是 与 反射 球 的 原点 O 重合 , 零 层 倒 易 阵 
点 平面 上 的 原点 当然 与 O 点 保持 重合 。 此 时 底片 与 晶体 的 距离 为 M, 而 且 X 射线 
入 射 束 与 底片 的 中 心 点 O 相交 。 对 于 零 层 (n 二 0) 情 况 , 在 徘 循 运 动 中 ,底片 上 的 
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Of 点 静止 不 动 。 然 而 ,对 于 非 零 (天 0) 层 的 情况 就 不 同 了 。 非 零 层 的 倒 易 阵 点 平 
面 的 原点 并 不 与 反射 球 的 原点 O 重合。 如 果 倒 易 阵 点 面 族 的 面 间距 为 & ,那么 
第 n 层 倒 易 阵 点 面 的 原点 距离 〇 点 为 nd ” ,而且 它 以 角度 绕 着 S。 作 旋转 运动 。 
为 了 让 第 n 层 倒 易 阵 点 平面 所 给 出 的 衍射 能 够 直接 地 、 不 变形 地 记录 在 底片 上 , 底 
片 的 中 心 必 须 相应 由 O 点 向 着 晶体 方向 往 前 移动 到 0O 点 上 ,如 图 3-6-26 示意 。 
O 点 是 以 角度 y 绕 着 人 射 东 旋转 的 。 对 于 第 n 层 的 入射 ,距离 ee 
(3. 6. 25) 计 算 : 

OO0” = (3. 6. 25) 
其 中 M 是 底 人 而 4 是 倒 易 阵 点 面 族 的 面 间距 离 。 


图 3-6-26 摄取 非 零 层 (n 隆 0) 衍射 时 ,底片 应 作 相 应 移动 的 示意 图 


为 了 下 面 进 一 步 的 讨论 ,假定 将 晶体 的 晶体 学 轴 c 选 定 为 徘 循 轴 并 已 调 准 到 
与 X 射 线 入 射 束 重合 ( 当 y==0 时 ) 。 在 此 情况 下 , 徘 循 衍射 方法 在 底片 上 所 记录 
的 将 是 衍射 空间 中 以 a' 与 5* 展开 的 各 层 衍射 结 点 平面 ,其 衍射 指数 分 别 为 hk0， 
hk1,…,hkn。 下 面 以 零 层 hk0 衍射 作为 具体 讨论 对 象 。 
先 从 晶体 点 阵 的 概念 进行 分 析 。 图 3-6-27(a) 中 ,平面 SET 示意 为 晶体 点 阵 
的 某 一 特定 面 族 中 的 一 个 阵 点 平面 ,此 面 族 在 徘 循 运动 中 满足 了 布拉格 反射 方程 
并 给 出 了 衍射 点 P 。 如 果 底 片上 O 一 P' 的 距离 为 RR, 而 且 O 是 人 射 束 与 底片 中 
心 的 交点 ,底片 在 记录 零 层 hk0 衍射 的 徘 循 过 程 中 ,O' 保 持 不 动 。 从 几何 学 上 和 布 
拉 格 方程 的 条 件 上 可 知 
sing = (R/2)/M (3. 6. 26) 
式 中 ,0 是 晶体 阵 点 面 族 SET 给 出 衍射 点 P' 时 的 衍射 角 ,R 是 O' 到 了 点 的 距离 ， 


而 MM 是 S 到 0 的 距离 , 当 y=0 时 它 是 晶体 到 底片 的 垂直 距离 。 
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底片 -hk0 衍射 谱 图 


图 3-6-27 徘 循 方法 零 层 (hk0) 衍 射 图 谱 中 , 某 一 特定 晶体 点 阵 面 族 (SET) 给 出 衍 
射 已 点 与 其 衍射 角 0 的 示意 图 (a) ,从 图 谱 中 确认 a’ 与 b* 取向 后 ,将 可 从 Ri 及 
Ko 推算 出 aioo 及 don ;从 而 获得 a* ,6*” 和 7* 参数 (b) 


如 果 衍射 点 P' 的 衍射 指数 为 hk0, 依 照 布拉格 方程 应 有 下 式 表 达 : 
Sinbiso 一 mM /2diono (3. 6. 27) 
其 中 di,io 是 晶体 阵 点 面 族 SET 的 面 间 距 , (hok60) 是 此 面 族 的 面 指 数 ,而 hoko0 自 
然 是 此 面 族 的 第 一 级 衍射 ,而 P 的 衍射 指数 hg0 表明 已 是 此 面 族 的 第 ”级 衍射， 
其 衍射 角 为 Gxo。。 此 外 ,4 是 波长 。 
从 式 (3. 6. 27) 及 式 (3. 6. 26) 可 得 
Ruo = Mn /di sn (3. 6. 28) 
这 里 Raw 是 底片 上 衍射 指数 为 hk0 的 衍射 点 P' 到 底片 中 心 点 O 的 距离 。 式 
(3. 6. 28) 可 以 改写 为 ; 
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dao 二 MnA /Rino (00529) 
从 式 (3. 6. 29) 可 以 理解 ,在 零 层 hk0 衍射 图 谱 上 [ 见 图 3. 6. 27(b)j, 沿 着 倒 易 
点 阵 基本 周期 5* 方向 ,以 O' 为 原点 的 第 n 个 衍射 点 一 定 是 晶体 点 阵 中 C010) 面 族 
的 第 n 级 衍射 结果 。 因 此 ,将 此 衍射 点 到 原点 Of 的 距离 Rowo 代 入 式 (3. 6. 28), 即 
可 求 出 面 间距 doo。。 同 理 也 可 以 求 出 diw。 
现在 ,如 果 从 倒 易 阵 点 的 概念 进行 讨论 ,问题 就 会 变 得 更 为 直观 。 底 片 所 记录 
的 是 零 层 hk0 的 衍射。 倒 易 点 阵 基 本 矢量 a” ,b’ 一 旦 被 确认 ,底片 上 所 有 的 入 射 
斑点 都 可 以 给 出 它们 应 有 的 衍射 指数 ( 即 指数 化 )。 因 为 底片 上 的 衍射 斑点 的 几何 
排 布 与 倒 易 阵 点 平面 hk0 上 阵 点 的 排 布 是 完全 一 致 的 ,如 果 不 考 虑 倒 易 阵 点 的 系 
统 消 失 , 那 么 沿 a* 方向 上 任何 两 个 相 邻 的 衍射 点 之 间 的 距离 都 等 于 Riw , 它 是 基 
本 倒 易 平移 周期 a* 在 宏观 上 的 表达 。 已 知 : 


Hiw = a”* 
而 县 diw = 1/ Hioo 
从 式 (3. 6. 28) 可 知 a* =Riw /MA (3. 6. 30) 
同 理 b’ =Roo/MA (3. 6. 31) 


与 此 同时 ,在 底片 上 从 a" 与 5* 的 夹 角 可 以 直接 读 出 六 来 。 

最 后 ,通过 第 ” 层 Apz 的 衍射 图 谱 中 零点 衍射 00n 的 位 移 ( 即 零点 衍射 00z 相 
对 于 零 层 的 原点 O 所 产生 的 位 移 ) 的 距离 及 其 方向 ,可 粗略 地 计算 出 倒 易 格子 的 
其 他 两 个 夹 角 a* 及 p” 。 结 合 锥 轴 图 , 沿 着 一 个 方向 的 徘 循 入 射 摄 谱 , 可 以 获得 倒 
易 点 阵 的 6 个 参数 ,从 而 导出 晶体 点 阵 的 6 个 参数 。 

综合 上 述 讨论 , 徘 循 方法 可 以 沿 徘 循 方向 将 衍射 空间 的 衍射 结 点 分 层 地 ,而 且 
直观 和 不 变形 地 分 别 记 录 在 底片 上 。 可 以 设想 ,将 徘 循 衔 射 方法 所 摄取 的 衍射 层 ， 
重新 按 相应 于 锥 轴 图 所 给 出 的 倒 易 周期 ,一 层 层 地 番 合 在 一 起 ,将 可 建立 起 一 个 准 
确 、 直 观 的 衍射 空间 ( 正 轴 方 向 ) 的 模型 。 此 外 ,从 这 直观 的 衍射 空间 模型 很 容易 确 
定 它 的 对 称 性 一 一 劳 埃 群 。 


3. 6.5 四 圆 衍射 仪 的 基本 原理 


四 阅 衍 射 仪 是 继 线性 衍射 仪 之 后 在 20 世纪 60 年 代 末 发 展 起 来 ,并 不 断 改 善 
的 一 种 精确 测量 单 唱 体 衍射 数据 的 自动 化 仪器 ,至今 在 国际 上 仍 极 广泛 地 被 应 用 
于 单 晶体 ,特别 是 小 分 子 晶体 衍射 数据 的 收集 。 其 结构 及 工作 原理 很 不 同 于 上 述 
各 节 已 介绍 过 的 衍射 方法 。 

顾名思义 ,四 圆 衍 射 仪 应 具有 4 个 圆 ,其 结构 原理 示意 于 图 3-6-28。4 个 圆 分 
别称 为 %(pPhi)( 圆 )、xc(Cchi) 圆 、wComega) 圆 和 20(2-theta) 圆 。 圆 是 指 围 绕 安置 
昌 体 的 轴 而 旋转 的 圆 , 即 测 角 头 绕 晶 体 某 一 特定 唱 轴 方向 自转 的 圆 ;x 圆 是 指 安装 
测 角 头 的 垂直 圆 , 测 角 头 可 在 此 圆 上 运动 fw 圆 是 使 垂直 圆 绕 垂直 中 轴 转 动 的 圆 ， 
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亦 即 晶体 绕 垂 直 中 轴 转 动 的 圆 ;260 圆 是 和 w 圆 一 样 绕 着 垂直 中 轴 转 动 的 , 带 着 探 
测 器 (闪烁 计数 器 或 正比 计数 器 ) 的 另 一 个 圆 。# 圆 和 “ 圆 的 作用 是 共同 调节 晶体 
的 取向 ,把 晶体 点 阵 中 某 特定 的 阵 点 面 族 (hokolo) 调 整 到 适当 的 取向 ,使 它 的 面 法 
线 处 于 水 平面 上 与 X 射线 人 射 束 共 面 。w 圆 的 作用 是 使 这 一 面 族 ( 其 面 法 线 已 经 
与 人 射 束 共 面 ) 绕 着 垂直 中 轴 旋 转 , 让 面 族 的 面 与 人 射 束 的 夹 角 为 特定 的 Ow ,从 而 
此 面 族 的 第 n 级 衍射 (其 衍射 指数 为 nhonkonlo) 得 以 发 生 。 显 然 ,此 时 晶体 所 给 出 
的 这 一 特定 衍射 束 也 必然 处 于 水 平面 上 , 即 与 人 射 束 和 面 族 法 线 共 平 面 。 最 后 ,20 
圆 的 作用 是 在 另 一 圆 上 绕 着 垂直 中 轴 转 动 到 20w 角度 ,将 探测 器 带 到 衍射 束 的 位 
置 上 ,把 面 族 的 第 nn 级 衍射 记录 下 来 。 


图 3-6-28 四 圆 衍射 仪 结构 示意 图 


如 果 用 反射 球 与 倒 易 点 阵 之 间 的 关系 描述 上 述 的 讨论 有 可 能 更 为 简单 一 些 。 
首先 应 该 记 住 ,无 论 倒 易 点 阵 对 反射 球 中 So 的 取向 如 何 , 倒 易 点 阵 坐 标 系 原点 O 
与 反射 球 原点 O 永远 相互 重合 在 一 起 。# 圆 和 * 圆 的 共同 作用 是 让 整个 个 易 点 阵 
以 坐标 原点 O 为 固定 点 作 二 轴 ( 即 三 维 方向 ) 的 转动 ,使 某 一 特定 倒 易 阵 点 (其 指 
数 为 A2) 落 在 与 反射 球 的 水 平面 大 圆 (通过 球 心 ) 相 重合 的 平面 上 。 此 时 So。 必然 
也 躺 在 大 圆 内 。 从 原点 O 到 倒 易 阵 点 hk! 的 倒 易 矢量 Hiw 当然 也 躺 在 此 水 平面 
上 。w 圆 的 功能 在 于 使 Hw 以 原点 O 为 固定 点 , 沿 着 水 平面 对 反射 球 大 圆 作 相对 
运动 ,直至 使 倒 易 阵 点 AL 与 大 圆 相交 。 相 交 的 结果 给 出 了 从 大 圆 中 心 点 到 倒 易 
阵 点 Ap; 为 方向 (S) 的 衍射 ,衍射 指数 是 ARL。 训 无 疑问 ,SC 即 hkl 本 射 ) 也 一 定 躺 
在 大 圆 ( 即 水 平面 ) 上 。 而 29 圆 的 功能 就 只 是 将 已 经 躺 在 水 平面 上 的 探测 器 送 到 
hkl 衍射 方向 上 并 进行 记录 。 

在 仪器 的 设计 上 ,每 一 个 圆 都 由 一 个 非常 精密 的 步 进 马达 驱动 ,而 4 个 马达 都 

。 346 。 


全 部 由 计算 机 和 一 套 十 分 复杂 的 程序 来 控制 操纵 。 当 晶体 的 基本 周期 矢量 ab 和 
< 与 仪器 的 机 械 坐 标 轴 X ,> 和 2 之 间 的 取向 关系 一 旦 被 精确 地 确定 之 后 ,将 表达 
此 取向 关系 的 矩阵 参数 同 晶体 单位 唱 胞 6 个 参数 一 起 送 入 计算 机 ,电脑 将 会 按照 
工作 者 事先 指定 的 次 序 ,逐个 地 将 全 部 需要 收集 衍射 强度 的 衍射 ,通过 探测 器 连同 
它 的 衍射 指数 记录 下 来 。 

仪器 的 机 械 坐 标 X,Y 和 2 的 取向 一 般 规定 如 下 :以 X 射线 人 人 射 方向 为 X 轴 ， 
以 w 圆 和 20 圆 共同 的 垂直 中 轴线 为 2 轴 , 再 根据 右手 坐标 系 规则 确定 垂直 于 XZ 
平面 的 轴 为 Y 轴 。 

四 图 衍射 仪 在 国际 上 以 及 在 我 国 已 被 广泛 使 用 。 每 一 个 实验 室 对 每 一 台 仪 器 
都 会 建立 自己 的 工作 规程 (标准 的 或 非 标准 的 )。 此 外 ,由 于 各 个 生产 厂家 对 其 四 
圆 衍射 仪 不 断 改 进 ,特别 在 计算 机 软件 电脑) 方面 发 展 很 快 ,自动 化 程度 越 来 越 
高 。 在 实际 应 用 中 ,读者 应 从 仪 内 的 使 用 说 明 书 上 以 及 实验 室 所 建立 的 工作 程序 
了 解 特定 的 仪器 性 能 和 使 用 操作 步骤 。 作 为 入门 知识 ,读者 还 可 以 参阅 周公 度 著 
《晶体 结构 测定 》 一 书 中 有 关 四 圆 衍射 仪 具体 应 用 步骤 的 简单 介绍 。 
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图 题 索 引 


氧化 钠 晶 体内 部 结构 示意 图 

以 晶体 点 阵 与 结构 基 元 的 复合 表达 晶体 结构 的 示意 图 

晶体 点 阵 示 意图 《〈a) 直线 点 阵 ( 阵 点 列 ); (b) 平 面 点 阵 ( 阵 点 平面 ); (c) 三 维 
空间 点 阵 

平面 点 阵 中 割 取 单位 格子 例 举 

在 二 维 结构 中 单位 晶 胞 与 结构 基 元 的 举例 

晶体 内 部 格子 结构 示意 图 

晶体 生长 过 程 中 发 育 快 的 晶 面 B 消失 示意 图 

接触 式 测 角 器 示意 图 

光学 测 角 仪 工作 原理 示意 图 

位 于 球 心 的 晶体 ,其 晶 面 法 线 与 球面 相交 后 给 出 的 结 点 

极 射 赤 平 投影 示意 图 

对 称 自身 (a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 ;(c) 多 面体 

对 称 中 心 (a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 ;(c) 多 面体 

对 称 面 (a) 对 称 图 形 ;(b) 和 (c) 不 同方 向 投影 的 极 射 赤 平 投影 图 ; (d) 多 
面体 

二 次 旋转 轴 《a) 对 称 图 形 ;(b) 和 (c) 不 同方 向 的 极 射 赤 平 投影 图 ; (d) 多 
面体 

三 次 旋转 轴 (a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 ;(c) 多 面体 

三 次 旋转 轴 3Czzz) 《a) 极 射 赤 平 投影 图 ;(b) 多 面体 

四 次 旋转 轴 ” (a) 对称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投 影 图 ;(c) 多 面体 

六 次 旋转 轴 (a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ; (c) 多 面体 

五 次 和 高 于 六 次 旋转 对 称 轴 不 可 能 存在 

一 次 旋转 反 伸 轴 上 (a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结果 是 L! 二 C 
二 次 旋转 反 伸 轴 Li a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结果 是 L? ==P 
三 次 旋转 反 伸 轴 Li (a) 对称 图 形 ; (b) 极 射 赤 平 投影 图 ;(c) 多 面体 

四 次 旋转 反 伸 轴 六 (a) 对 称 图形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ;(c) 多 面体 

六 次 旋转 反 伸 轴 上 (a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ; (c) 多 面体 

一 次 旋转 反映 轴 Li (a) 对 称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结果 是 = 二 P 
二 次 旋转 反映 轴 [7 ” (a) 对称 图 形 ;(b) 极 射 赤 平 投影 图 ,实际 结果 是 L* 二 C 
三 次 旋转 反映 轴 L，。 实际 结果 等 同 于 六 次 旋转 反 伸 轴 上 二 Ls 

四 次 旋转 反映 轴 上 ; 与 四 次 旋转 反 伸 轴 相等 (1 一 L;) 

六 次 旋转 反映 轴 上 ; 与 三 次 旋转 反 伸 轴 相 等 (二 一 二 ) 
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点 群 222, 极 射 赤 平 投影 及 等 效 点 系 

点 群 2/m, 极 射 赤 平 投影 及 等 效 点 系 

点 群 mm2, 极 射 赤 平 投影 及 等 效 点 系 

四 次 轴 与 对 称 面 以 任意 角 w 相交 

两 个 对 称 面 mr(A) 和 mm(B) 以 45 相交 组 合 ,其 结果 为 点 群 4mm 

点 群 3m1l 

点 群 6mm 

点 群 422 

点 群 321 

点 群 622 

点 群 4m2 

点 群 3ml 

点 群 4/m 

点 群 6/m 

点 群 mmm 

点 群 4/mmm 

点 群 6/mmm 

点 群 43 (a) 对 称 轴 的 组 合 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 

点 群 23 《〈a) 对 称 轴 的 组 合 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 

点 群 m3m 〈a) 全 部 对 称 元 素 的 极 射 赤 平 投影 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 

点 群 m3 “《〈a) 全 部 对 称 元 素 的 极 射 赤 平 投影 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 
点 群 43m “〔a) 全 部 对 称 元 素 的 极 射 赤 平 投影 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 系 
三 方 咒 系 的 尺 取 向 (a) ,其 晶 胞 类 型 (b) 为 a 二 b 二 co ,a 二 Bp 一 Y 关 90° 

噶 面 ABC 及 其 面 法 线 OP 在 特定 坐标 中 的 示意 图 

晶 楼 [213j 在 曲轴 a,5,c 中 的 方向 ,其 中 ao ,pm ,co 为 单位 轴 长 

在 立方 晶 系 中 推导 可 能 的 晶 面 及 其 面 指数 示意 图 

点 群 2/m 中 三 种 特殊 位 置 等 效 点 系 《1) 位 于 对 称 面 m 上;(2) 位 于 二 次 轴 
2 上 ;(3) 位 于 对 称 性 为 2/m 上 

互 取向 (三 方 晶 系 及 六 方 唱 系 ) 坐 标 系 中 的 一 些 主要 晶 棱 指数 ( 方 括号 ) 及 一 
些 主要 的 唱 面 指数 ( 圆 括号 ) 

立方 蔓 系 ( 亦 可 供 四 方 晶 系 及 正 交 晶 系 参 考 ) 的 一 些 主要 唱 棱 的 指数 ( 方 括 
号 ) 及 一 些 主要 的 唱 面 指数 ( 圆 括号 ) 

六 方 亏 系 及 三 方 晶 系 五 取向 中 3 个 坐标 轴 的 取向 示意 图 

在 互 取向 的 坐标 系 中 ,位 于 L100j 取 向 和 [120] 取 向 的 对 称 面 ,它们 在 空间 取 
向 上 相互 之 间 并 不 等 效 

点 群 6m 中 一 般 位 置 等 效 点 系 

点 群 6m 中 3 种 特殊 位 置 等 效 点 系 的 示意 图 ,其 中 A 及 B 两 组 对 称 面 之 间 是 
对 称 独立 的 ,因而 A,B 两 组 特殊 位 置 等 效 点 系 之 间 也 是 独立 的 。 位 于 对 称 
性 为 6m 的 C 组 只 包含 一 个 等 效 点 
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图 1-9-1 
图 1-9-2 
图 1-9-3 
图 1-9-4 
图 1-9-5 
图 1-9-6 
图 2-1-1 
图 2-1-2 
图 2-2-1 


图 2-2-2 


图 2-2-3 


图 2-2-4 
图 2-2-5 
图 2-2-6 
图 2-2-7 
图 2-2-8 
图 2-2-9 
2-3-1 


图 2-3-2 


图 2-3-3 


图 2-3-4 


图 2-3-5 


图 2-3-6 
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单 形 : 斜 方 柱 (a) 极 射 赤 平 投影 ;(b) 单 形 示 意图 

单 形 :平行 双 面 (a) 极 射 赤 平 投影 ;(b) 单 形 示 意图 

单 形 : 平 行 双 面 〈a) 极 射 赤 平 投影 ;(b) 单 形 示意 图 

三 方 二 锌 猪 胰岛 素 晶 体 一 一 鞭 面 体 

乌 凤 蛇 胰岛 素 唱 体 一 一 菱形 十 二 面体 

铜 晶 体 多 面体 

具有 沿 a 轴 平 移 操 作 与 反映 操作 复合 的 对 称 面 一 一 a 滑 移 对 称 面 

具有 沿 轴 平 移 操作 与 绕 轴 旋转 操作 复合 的 对 称 轴 一 一 螺旋 对 称 轴 

具有 (zy0) 滑 移 面 的 晶 胞 沿 Z 轴 (a) 了 轴 (Cb) 及 X 轴 (c) 投 影 的 示意 图 , 它 


的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 zyiz< 人 ,1/2 十 yz 
具有 与 立轴 亚 直 且 截 中 为 4 的 滑 移 面 n(ayz) 的 蝇 胞 沿 Z 轴 (a)、Y 轴 (b) 及 


nlayz) 


XX 轴 (c) 投 影 的 示意 图 , 它 的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 zy,z< >20 一 T， 
1/2 十 y,1/2 十 z 

具有 滑 移 面 d(x0z) 的 晶 胞 沿 Z 轴 (a)、Y 轴 (b) 及 XX 轴 (c) 投 影 的 示意 图 , 它 
的 一 般 位 置 等 效 点 系 为 X,Yy,z;1/4 十 ZX 了 1/4 十 z;1/2 十 zx,y，1/2 十 z;3/4 十 
并 了 33/ 丰 证 之 

d 滑 移 面具 有 方向 性 (a) 及 (b) 示 意 不 同 平移 方向 的 4 滑 移 面 

沿 对 称 面 投 影 时 ,d 滑 移 面 的 平移 操作 方向 性 示意 图 

二 次 螺旋 轴 示 意图 

三 次 螺旋 轴 3 和 3: 示意 图 

四 次 螺旋 轴 41 ,4: 及 4; 示意 图 

六 次 螺旋 轴 示 意图 

(a) 对 称 中 心 (以 小 黑 点 表示 ) 与 周期 平移 组 合 ,新 派生 的 对 称 中 心 以 国际 符 
号 工 表示 ;(b) 一 般 位 置 等 效 点 坐标 之 间 的 等 效 关 系 表明 新 派生 对 称 中 心 的 
存在 ,并 指出 它们 在 晶 胞 中 的 坐标 位 置 

《a) 晶 胞 中 对 称 面 mx(x0z) 与 周期 平移 组 合 的 示意 图 ,等 效 点 的 对 称 排 布 
表明 派生 对 称 面 的 存在 ;(b) 等 效 点 坐标 之 间 的 变换 表明 派生 对 称 面 的 存在 ， 
并 指出 它们 的 坐标 位 置 

《a) 唱 胞 中 滑 移 面 x(0yz) 与 周期 平移 组 合 的 示意 图 ,等 效 点 的 对 称 排 布 表 
明 派 生 滑 移 面 的 存在 ;(b) 等 效 点 坐标 之 间 的 变换 表明 派生 滑 移 面 的 存在 ,并 
指出 它 在 晶 胞 中 的 坐标 位 置 

(a) 二 次 旋转 轴 2(00z) 在 晶 胞 中 与 周期 平移 组 合 ,等 效 点 的 对 称 排 布 表明 派 
生 二 次 旋转 轴 ( 以 国际 符号 2 表示 ) 的 存在 ;(b) 等 效 点 坐标 之 间 的 变换 表明 
派生 二 次 旋转 轴 的 存在 ,并 指出 它们 在 晶 胞 中 的 坐标 位 置 

(a) 二 次 螺旋 轴 2 (00z) 在 晶 胞 中 与 周期 平移 组 合 , 等 效 点 的 对 称 排 布 表明 派 
生 二 次 螺旋 轴 ( 以 周 际 符号 2! 表示 ) 的 存在 ;(b) 等 效 点 坐标 之 间 的 变换 表明 
派生 二 次 螺旋 轴 的 存在 ,并 指出 它们 在 晶 胞 中 的 坐标 位 置 

(a) 四 次 旋转 轴 4C00z) 与 单独 一 个 周期 平移 的 组 合 ,导出 派生 的 二 次 旋转 
轴 2(1/2 0 z);(b) 等 效 点 之 间 的 变换 
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图 2-3-7 


图 2-3-8 


图 2-3-9 
图 2-3-10 


图 2-3-11 
图 2-3-12 
图 2-3-13 
图 2-3-14 
图 2-4-1 
图 2-4-2 
图 2-4-3 
图 2-4-4 
图 2-4-5 
图 2-4-6 
图 2-4-7 
图 2-4-8 


图 2-4-9 


图 2-4-10 
图 2-4-11 


图 2-4-12 
图 2-4-13 


图 2-4-14 


图 2-4-15 


图 2-4-16 


图 2-4-17 


四 次 旋转 轴 4(00z) 与 周期 平移 tk,b 和 十 同时 组 合 ,派生 的 对 称 轴 在 图 
中 以 国际 符号 4 和 2 表示 

四 次 反 伸 轴 4[(a)]、 四 次 螺旋 轴 41 [Cb)],42[LCc)j 及 4;[(Cd)] 与 周期 平移 组 
合 的 示意 图 

旦 唱 胞 中 各 周期 平移 的 特征 

三 次 旋转 轴 3(00z) 在 互 晶 胞 中 与 周期 平移 如 和 十 同时 组 合 ,派生 的 三 
次 旋转 轴 在 图 中 以 国际 符号 3 表示 

三 次 反 伸 轴 3(00z)(a) .三 次 螺旋 轴 31 (00z) (b) 、3; 《00z)(c) 与 周期 平移 &， 
包 和 心 十 如 组合 

六 次 螺旋 轴 6 (00z) 与 单独 一 个 周期 平移 k 组 合 ,派生 出 二 次 螺旋 轴 21(1/2 
0 z) 

六 次 旋转 轴 6(00z) 在 五 晶 胞 中 与 周期 平移 和 十 同时 组 合 

在 互 晶 胞 中 同时 与 周期 平移 和 十 组 合 的 六 次 反 伸 轴 6(00z) 和 六 次 
螺旋 轴 61 (00z), 6; (00z) ,6: (00z),64(00z) ,65 (00z) 分 别 依次 列 于 图 (a)， 
(b) ,Cc),(d),(e) 和 Cf) 

二 次 轴 与 对 称 面 垂 直 相 交 组 合 (a) 2(0 y0) 与 n(x 0 x); (b) 21(0 y0) 与 a 
(过 0 xz) 

4(00z) 与 mm(CZzy0) 垂 直 相 交 组 合 

42《00z) 与 ml(zxy0) 垂 直 相 交 组 合 

4(00z) 与 2CZzy0) 垂 直 相 交 组 合 

4:(00z) 与 2CZzy0) 垂 直 相 交 组 合 

四 次 螺旋 轴 4 和 4s 与 滑 移 面 c 和 2 同时 组 合 

六 次 旋转 轴 6 与 对 称 面 m 垂直 相交 组 合 

六 次 螺旋 轴 6; 与 对 称 面 m 垂直 相交 组 合 

两 个 滑 移 面 以 45 相交 组 合 所 导出 的 全 部 共 4 个 < 滑 移 面 及 其 组 合 的 一 般 
位 置 等 效 点 系 

两 个 对 称 面 以 90 相交 Ca) 组 合 ;(b)nc 组 合 ;(c)bm 组 合 ;(d)ba 组 合 

3 个 对 称 面 以 60" 相 交 组 合 《a)31m 组 合 ;(b)3ml 组 合 ; (c)31c 组 合 ; (qd) 
3c1 组 合 

不 同性 质 的 对 称 面 以 60 相交 组 合 的 两 种 例 举 

不 具有 垂直 于 轴 方 向 平移 操作 性 质 的 4 个 对 称 面 以 45" 相 交 组 合 例 举 
(a)mm 组 合 ;(b)cc 组 合 ;(c)zac 组 合 

具有 垂直 于 轴 和 不 具有 垂直 于 轴 方 向 平移 性 质 的 对 称 面 以 45" 相 交 组 合 例 
举 (a)ma 组 合 ;(b)mm 组 合 

有 具有 垂直 于 轴 方 向 平移 性 质 的 对 称 面 以 45° 相 交 组 合 例 举 (a)nc(n) 组 合 ; 
《b)6bc(7) 组 合 

6 个 对 称 面 以 30 相交 组 合 例 举 (a)mm 组 合 ;(b)cc 组 合 ;(c)cm 组 合 ; 
(d)mc 组 合 

二 次 轴 组 合 派生 出 高 次 轴 示 意图 
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图 2-4-18 


图 2-4-19 
图 2-4-20 
图 2-4-21 
图 2-4-22 
图 2-4-23 
图 2-4-24 


图 2-4-25 


图 2-4-26 


图 2-4-27 


图 2-5-1 
图 2-5-2 
图 2-5-3 
图 2-5-4 
图 2-5-5 
图 2-5-6 
图 2-5-7 


图 2-5-8 
网 2-5-9 
图 2-5-10 
图 2-5-11 


图 2-5-12 
图 2-5-13 
图 2-5-14 
图 2-5-15 


图 2-5-16 
图 2-5-17 
图 2-5-18 
图 2-5-19 
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二 次 轴 与 二 次 轴 以 90" 组 合 例 举 (a)P222 组 合 ;(b)P2221 组 合 ; (c) P21212 
组 合 ;(d) P212121 组 合 

3 个 二 次 轴 以 60" 组 合 例 举 (a)P3121;(b)3212 

派生 三 次 轴 的 位 移 

4 个 二 次 旋转 轴 2 以 45 组 合 例 举 

派生 四 次 轴 位 置 平移 例 举 

6 个 二 次 轴 以 30 组 合 例 举 

不 同 取向 的 二 次 旋转 轴 与 对 称 面 以 45" 相 交 的 两 种 组 合 例 举 〈a) P4m2; 
(b) P42m 

派生 四 次 反 伸 轴 的 坐标 位 置 决定 于 参加 组 合 的 二 次 轴 及 对 称 面 所 具有 的 垂 
直 于 轴线 方向 的 平移 操作 性 质 〈a) P4c2 组 合 ; (b) 派 生 四 次 反 伸 轴 发 生 
平移 

不 同 取向 的 二 次 轴 与 对 称 面 以 30" 相 交 的 两 种 组 合 例 举 (a) P31m 组 合 ; 
(b) P3cl 组 合 

不 同 取向 的 二 次 轴 与 对 称 面 以 60" 相 交 的 两 种 组 合 例 举 ; (a) P6m2 组 合 ; 
(b) P62c 

初 基 书 格子 ,z 一 1 

侧面 心 A,B,C 格子 ,n 二 2 

体 心 工 格子 ,一 2 

面 心 生 格子 ,2 一 4 

三 斜 晶 系 初 基 忆 格子 

单 斜 唱 系 《〈a) 初 基 书 格子 ;(b) 侧 面 心 C 格子 

正 交 晶 系 《〈a) 初 基 书 格子 ;(b) 侧 面 心 C 格子 ;:(c) 体 心 工 格子 ;(d) 面 心 了 
格子 

三 方 品系 的 尺 格子 

六 方 晶 系 五 点 阵 中 的 初 基 C 格子 

四 方 晶 系 的 两 种 布 拉 维 格子 〈a) 初 基 己 格子 ;(b) 体 心 工 格子 

立方 晶 系 的 三 种 布 拉 维 格子 〈a) 初 基 己 格子 ;(b) 体 心 工 格子 ;(c) 面 心 和 上 格 
子 

三 方 晶 系 的 了 点 阵 和 尺 取向 的 初 基 开 格子 

三 方 晶 系 尺 点 阵 中 以 理 取向 的 互 格子 

三 方 晶 系 尺 点 阵 中 以 R' 取 向 的 体 心 R' 格 子 

三 方 晶 系 尺 点 阵 中 R 取向 格子 、R 取向 格子 和 互 取向 格子 的 基本 周期 平移 
矢量 及 其 相互 关系 

三 方 唱 系 开 点 阵 中 两 种 不 同 的 五 取向 

三 方 晶 系 民 点 阵 中 正 交 O 取向 与 互 取向 的 相互 关系 

三 方 品系 尺 点 阵 中 国有 的 各 类 三 次 轴 及 其 在 点 阵 中 排 布 

四 方 晶 系 和 立方 品系 初 基 了 格子 中 的 L110] 取 向 具有 非 初 基 底 心 C 格子 
[100] 取 向 的 性 质 


图 2-5-20 


图 2-5-21 


图 2-5-22 


图 2-5-23 


图 2-6-1 


图 2-6-2 


图 2-6-3 


图 2-6-4 


图 2-6-5 
图 2-6-6 
图 2-6-7 
图 2-6-8 
图 2-6-9 
图 2-6-10 
图 2-6-11 
图 2-6-12 


图 2-6-13 
图 2-6-14 


图 2-6-15 
图 2-6-16 
图 2-6-17 
图 2-6-18 
图 2-6-19 
图 2-6-20 
网 2-6-21 
图 2-6-22 


四 方 晶 系 和 立方 晶 系 体 心 工 格子 中 的 [110j 取 向 具有 非 初 基 面 心 下 格子 


[100j] 取 向 的 性 质 


立方 晶 系 面 心 下 格子 中 的 [1104 取 向 具有 非 初 基体 心 工 格子 [100] 取 向 的 


性 质 


六 方 品系 及 点 阵 昌 取向 初 基 已 格子 中 ,[100j] 取 向 (以 双 线 表示 ) 和 [120] 


取向 (以 粗 线 表示 ) 以 及 它们 的 等 效 取向 示意 图 


在 六 方 晶 体 以 互 取 向 初 基 P 格子 中 ,L100] 取 向 和 [L120 取向 具有 正 交 晶 系 


底面 心 C 格 子 [100] 和 [010] 取 向 的 性 质 


侧面 心 C 格 子 中 对 称 中 心 的 派生 及 其 排 布 示意 图 ,其 中 派生 的 对 称 中 心 以 
国际 符号 1 表示 ,而 初 基 的 对 称 中 心 以 图 形 ( 小 黑 点 ) 表 示 , 小 圆圈 是 一 般 位 


置 等 效 点 


体 心 工 格子 中 对 称 中 心 的 派生 及 其 排 布 示意 图 ,其 中 派生 的 对 称 中 心 以 了 表 
示 ( 插 号 内 指出 它 的 坐标 高 度 ) ,而 初 基 的 对 称 中 心 以 小 黑 点 表示 ,小 圆圈 是 


一 般 位 置 等 效 点 


面 心 格子 中 对 称 中 心 的 派生 (以 工 表 示 ) 及 其 空间 排 布 示意 图 ,小 圆圈 表 


示 一 般 位 置 等 效 点 


在 侧面 心 4 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 对 称 面 m 与 n 派生 共存 ,它们 相 


互 重合 

侧面 心 召 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 对 称 面 m 与 派生 共存 
侧面 心 C 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 对 称 面 m 与 5 派生 共存 
侧面 心 刀 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 滑 移 面 ” 与 b 派生 共存 

在 侧面 心 C 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 滑 移 面 z 与 < 派生 共存 
在 侧面 心 A 格子 中 垂直 于 坐标 轴 XX 方向 的 滑 移 面 与 < 派生 共存 
在 体 心 了 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 对 称 面 m 与 7 派生 共存 
在 体 心 了 格子 中 垂直 于 坐标 轴 X 方向 的 滑 移 面 4 与 c 派生 共存 


在 面 心 下 格子 中 垂直 于 X 轴 的 对 称 面 m,n,b 及 c 派生 共存 及 其 一 般 位 置 等 


效 点 系 
4 滑 移 面 与 非 初 基 面 心 格子 性 质 的 关系 


正 交 晶 系 [100] 及 [L010j 取 向 的 a 滑 移 面 相互 组 合 及 其 一 般 位 置 等 效 点 系 , 初 


始点 以 小 黑 点 表示 
垂直 相交 的 4 滑 移 面 组 合 所 派生 二 次 轴 的 性 质 及 其 位 置 


平行 于 2Z 轴 的 二 次 旋转 轴 2 与 二 次 螺旋 轴 2; 在 侧面 心 A 格子 中 的 派生 共存 


在 侧面 C 格 子 中 与 Z 轴 平 行 的 二 次 旋转 轴 派 生 共 存 

在 体 心 1 格子 中 与 坐标 轴 平 行 的 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 派 生 共存 
在 面 心 下 格子 中 与 坐标 轴 平 行 的 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 的 派生 共存 
四 方 最 系 体 心 工 格子 中 四 次 旋转 轴 4 与 四 次 螺旋 轴 4 派生 共存 

四 方 厚 系 体 心 工 格子 中 四 次 螺旋 轴 4 与 4 互 为 派生 共存 


四 次 反 伸 轴 4 与 体 心 格子 非 初 基 平移 组 合 结果 导出 另 一 派生 四 次 反 伸 轴 


4uw ,其 中 括号 指出 假想 反 伸 点 位 于 1/4 周期 高 度 
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图 3-3-4 


图 3-3-5 


网 3-3-6 


图 3-4-1 
* 354。 


在 面 心 下 格子 中 四 次 旋转 轴 4(00z) 与 四 次 螺旋 轴 42 (1/4 1/4 z) 派 生 共存 ， 
而 且 还 存在 着 派生 的 二 次 螺旋 轴 2 (0 1/4 xz) 

在 面 心 下 格子 中 四 次 螺旋 轴 41(00z) 与 4 (1/4 1/4z) 派 生 共存 ,而 且 还 存在 
派生 的 二 次 旋转 轴 2(0 1/4z) 

在 面 心 下 格子 中 四 次 反 伸 轴 4(00z) 与 4ao 《1/4 1/4 z) 互 为 派生 共存 ,并 且 
存在 派生 的 二 次 螺旋 轴 21 (0 1/4 z) 

(2) 面 心 下 立方 格子 (a ,b,c) 和 重新 选取 的 一 种 典型 的 初 基 尺 格子 ao,b 
oC0);《b) 沿 立方 格子 [图 (a)j[111j 取 向 投影 的 示意 图 ,表明 阵 点 的 排 布 和 
两 种 格子 取向 的 关系 

空间 群 Pbcn 单位 格子 中 各 个 对 称 元 素 对 于 坐标 系 XYZ 的 取向 

由 于 坐标 系 中 X 轴 与 Y 轴 对 换 ,图 2-7-1 的 空间 群 国际 符号 Pbcn 相应 改变 
为 Pcan 

空间 群 1222 

空间 群 1212121 

从 空间 群 国际 符号 Ama2 建立 相应 的 单位 晶 胞 投影 的 第 一 步骤 

从 空间 群 国际 符号 Ama2 建立 相应 的 单位 唱 胞 投影 的 第 四 步 又 

从 空间 群 国际 符号 Ama2 建立 相应 的 单位 晶 胞 投影 的 第 五 步 又 

空间 群 Ama2 

金属 阳 靶 面 给 出 的 X 射线 光谱 示意 图 

物质 的 吸收 系数 与 波长 的 关系 

滤波 材料 的 吸收 限 波长 正 位 于 Ks 与 K。 之 间 

单 斜 唱 系 点 阵 的 ac 阵 点 平面 (以 小 圆圈 表示 ) 与 其 倒 易 点 阵 的 a* c* 阵 点 平 
面 ( 以 黑 点 表示 ) 之 间 的 倒 易 变换 关系 

菱 面体 单位 格子 及 其 倒 易 单位 格子 示意 图 

晶体 的 初 基 已 格子 平面 (a) 与 其 初 基 尸 倒 易 格 子平 面 (b) 

噶 体 面 心 格子 平面 (a) 及 其 倒 易 单 位 格子 平面 和 倒 易 阵 点 平面 (b) 

(a) 晶 体 的 初 基 卫 点 阵 的 单位 格子 及 点 阵 六 参数 ; (b) 依 据 7 个 基本 单位 倒 
易 矢量 给 出 倒 易 阵 点 以 及 倒 易 点 阵 的 3 个 基本 平移 周期 a* ,多 和 c* ,从 而 
构成 倒 易 单位 格子 

(a) 晶体 的 侧面 心 C 点 阵 中 的 单位 格子 ;(b) 相 应 的 倒 易 点 阵 中 由 4 个 残缺 不 
全 的 倒 易 单位 格子 所 构成 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”, 它 也 是 一 个 侧面 心 的 。 图 中 示 
意 了 沿 c* 轴 周 期 平移 的 两 个 “ 倒 易 点 阵 单元 ” 

\a) 唱 体 的 体 心 工 点 阵 中 的 单位 格子 ;(b) 相 应 的 倒 易 点 阵 中 由 8 个 残缺 不 全 
的 倒 易 单位 格子 所 构成 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”;“ 倒 易 点 阵 单元 ”及 其 所 构建 的 倒 
易 点 阵 都 是 面 心 下 的 

Ca) 晶体 的 面 心 王 点 阵 中 的 单位 格子 ;(b)? 相 应 的 倒 易 点 阵 中 由 8 个 残缺 不 全 
的 倒 易 单位 格子 所 构成 的 “ 倒 易 点 阵 单元 ”,“ 倒 易 点 阵 单元 ”及 其 所 构建 的 倒 
易 点 阵 都 是 体 心 的 

导出 劳 埃 条 件 的 示意 图 
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图 3-4-2 


图 3-4-3 


图 3-4-4 
图 3-4-5 
图 3-4-6 
图 3-4-7 


图 3-4-8 
图 3-4-9 
图 3-4-10 
图 3-5-1 
图 3-5-2 
图 3-5-3 
图 3-5-4 
图 3-5-5 
图 3-5-6 


图 3-5-7 


图 3-5-8 
图 3-5-9 
图 3-5-10 


图 3-5-11. 


图 3-5-12 


图 3-5-13 


图 3-5-14 
图 3-6-1 
图 3-6-2 
图 3-6-3 


一 维 原子 列 满足 劳 埃 条 件 ,并 且 为 某 一 特定 整数 时 ,由 无 限 个 同 轴 圆 锥 构 


成 衍射 方向 S; 。 而 S 当然 是 在 以 2w 圆锥 角 上 得 到 满足 


一 维 原 子 列 满足 劳 埃 条 件 , 当 和 人 射线 以 w 人 射 角 的 So 方向 人 射 时 ,为 2,1， 


0,1,2,3 和 4 的 入 射 方向 锥 S ,Si ,So ,Si ,Sz ,Ss 和 Si 的 示意 图 
二 维 原子 网 散射 干涉 锥 ,满足 劳 埃 条 件 的 示意 图 

三 维 原子 阵 的 散射 干涉 锥 ,满足 三 维 劳 埃 条 件 的 示意 图 
劳 埃 方程 中 3 个 矢量 构成 的 等 腰 矢 量 三 角形 


S/4,So/4 和 Hiw3 矢量 构成 的 矢量 三 角形 在 反射 球 与 倒 易 点 阵 相 互 作用 ( 衍 


射 发 生 ) 中 的 表达 

X 射线 对 晶体 的 衍射 在 反射 球 上 的 描述 
布拉格 反射 方程 的 表达 

二 维 的 非 单质 结构 示意 图 

以 SS 和 MAH 3 个 矢量 构成 的 矢量 三 角形 
反射 球 与 倒 易 阵 点 列 hh0 

以 五 为 限度 的 衍射 球 

衍射 球 (衍射 空间 ) 的 最 大 极限 


(hokol) 面 族 的 hkl 衍射 和 及 l 衍射 示意 图 


具有 垂直 于 c 轴 反映 面 mx(zy0) 的 初 基点 阵 单位 格子 (a) 及 其 相应 的 倒 易 点 
阵 (c)。 具 有 垂直 于 c 轴 滑 移 面 4(zy0) 的 初 基点 阵 单位 格子 (b) 及 其 对 应 的 
倒 易 点 阵 (d) , 它 的 倒 易 点 阵 中 零 层 hk0 类 型 的 阵 点 以 二 2n 十 1 的 规律 系统 


消失 


与 二 次 旋转 轴 和 二 次 螺旋 轴 垂 直 相 交 及 和 斜 交 的 阵 点 平面 面 间 距 4 与 点 阵 周 


期 的 关系 
具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 沿 "方向 的 极 射 赤 平 投影 示意 图 
具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 的 极 射 赤 平 投影 示意 图 


具有 劳 埃 群 m3 对 称 的 衍射 空间 中 第 一 种 划分 24 个 对 称 独立 衍射 区 的 示意 


图 。 图 中 只 给 出 上 半球 12 个 区 域 的 衍射 指数 限定 条 件 


具有 劳 埃 群 m3 对 称 的 衍射 空 间 中 第 二 种 划分 24 个 对 称 独立 衍射 区 的 示意 


图 。 图 中 只 给 出 上 半球 12 个 区 域 的 衍射 指数 限定 条 件 


具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 与 对 称 面 r 重合 的 衍射 结 点 平面 (以 
圆 括 号 表示 ) 和 与 对 称 轴 重 合 的 衍射 结 点 列 ( 以 方 括号 表示 ) 在 倒 易 点 阵 坐 标 


系 a ,b 和 ce* 中 的 取向 位 置 及 其 指数 


具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 ,与 对 称 面 重合 的 衍射 结 点 平面 (以 圆 括 
号 表示 ) 和 与 对 称 轴 重 合 的 衍射 结 点 列 ( 以 方 括号 表示 ) 在 坐标 系 a' ,b* ,ec* 


中 的 取向 位 置 及 其 指数 

真实 晶体 中 阵 点 在 几何 平面 上 的 几率 分 布 
劳 埃 法 摄 谱 仪 示意 图 

劳 埃 法 中 倒 易 点 阵 与 反射 球 的 关系 

10 种 劳 埃 对 称 图 的 对 称 性 
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图 3-6-4 
图 3-6-5 
图 3-6-6 
图 3-6-7 
图 3-6-8 
图 3-6-9 
图 3-6-10 
图 3-6-11 
图 3-6-12 


图 3-6-13 


图 3-6-14 
图 3-6-15 
图 3-6-16 
图 3-6-17 
图 3-6-18 
图 3-6-19 


图 3-6-20 
网 3-6-21 


到 3-6-22 
到 3-6-23 
图 3-6-24 
图 3-6-25 


到 3-6-26 
图 3-6-27 


网 3-6-28 


一 个 晶 带 的 劳 埃 衍射 示意 图 

晶体 点 阵 平面 与 劳 埃 曲线 族 示 意图 

晶体 点 阵 与 劳 埃 衍射 示意 图 

回 摆 摄 谱 仪 示意 图 

倒 易 点 阵 中 倒 易 阵 点 平面 族 与 反射 球 相 对 回 摆 运 动 示 意图 

回 摆 法 的 同 轴 衍 射 锥 面 族 与 底片 示意 图 

回 摆 法 摄 谱 的 底片 示意 图 

第 地层 倒 易 阵 点 平面 与 反射 球 相交 后 所 给 出 的 衍射 锥 半分 角 ac 示意 图 

沿 X 射 线 入 射 方 向 观察 , 倒 易 点 阵 平 面 PO-P 以 左 高 右 低 偏离 水 平面 NO- 
NN 时 (a), 回 所 底片 出 现 的 波浪 形 层 线 (b) 示 意图 

沿 X 射 线 入 射 方向 观察 , 倒 易 点 阵 平面 PO 以 前 高 后 低 偏离 水 平面 N-O 时 
(a) , 回 所 底片 上 出 现 的 波浪 形 层 线 (b) 示 意图 

层 线 屏 上 的 狭 锋 只 让 一 个 层 线 的 衍射 通过 

魏 森 堡 摄 谱 仪 示意 图 

等 倾斜 原理 示意 图 

通过 原点 的 倒 易 阵 点 列 在 魏 森 堡 衍射 中 的 示意 图 

不 通过 原点 的 倒 易 阵 点 列 (G 列 ) 在 魏 森 堡 衍射 中 示意 图 

同一 倒 易 阵 点 面 上 两 条 通过 原点 O 以 8* 角 相交 的 倒 易 阵 点 列 (a* 列 和 c* 
列 ) 在 魏 森 堡 衍 射 中 的 示意 图 

非 零 层 倒 易 阵 点 面 在 等 倾斜 方法 中 与 反射 球 的 相互 关系 示意 图 

在 徘 循 衔 射 方法 中 零 居 倒 易 阵 点 平面 与 反射 球面 相交 市 所 给 出 的 衍射 锥 以 
及 被 记录 在 平面 底片 上 的 示意 图 

徘 循 摄 谱 仪 设计 原理 示意 图 

倒 易 阵 点 面 族 在 徘 循 方法 中 给 出 同 轴 衍 射 锥 面 族 示意 图 

徘 循 方 法 中 层 线 屏 装置 示意 图 

锥 轴 图 衍射 谱 的 示意 图 。 放 在 层 线 屏 位 置 上 的 底片 所 记录 下 来 的 衍射 图 谱 
示意 

摄取 非 零 层 (n 了 0) 衍射 时 ,底片 应 作 相应 移动 的 示意 图 

徘 循 方法 零 层 (At0) 衍 射 图 谱 中 , 某 一 特定 晶体 点 阵 面 族 (SET) 给 出 衍射 已 
点 与 其 衍射 角 2 的 示意 图 (a), 从 图 谱 中 确认 a* 与 取向 后 ,将 可 从 Riw 及 
Roio 推 算出 do 及 doio ;从 而 获得 a* ,5* 和 7* 参数 (b) 

四 圆 衍射 仪 结 构 示意 图 
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表 1-3-1 
表 1-4-1 
表 1-5-1 
表 1-5-2 
表 1-5-3 
表 1-5-4 
表 1-5-5 
表 1-6-1 
表 1-8-1 
表 1-8-2 


表 1-8-3 


(a) 
(b) 
(Cc) 
(d) 
(e) 
表 1-8-4(a) 
(b) 
(c) 
表 2-2-1 


表 2-6-1 
表 2-6-2 


表 2-6-3 
表 2-6-4 
表 2-7-1 
表 2-7-2 
表 2-7-3 
表 3-1-1 
表 3-3-1 
表 3-5-1 


表 题 索引 


基 转 角 的 可 能 值 

几何 晶体 学 中 实际 存在 的 10 种 宏观 对 称 元 素 
A 类 对 称 类 型 

B 类 对 称 类 型 

C 类 对 称 类 型 

DD 类 对 称 类 型 

EE 类 对 称 类 型 

7 种 唱 系 的 特征 对 称 及 其 所 属 点 群 

点 群 中 国际 符号 的 取向 


五 取向 (三 方 晶 系 及 六 方 晶 系 ) 中 与 主要 晶 棱 及 唱 面 重合 的 对 称 元 素 特性 


及 其 等 效 点 坐标 


立方 晶 系 (四 方 晶 系 及 正 交 晶 系 部 分 类 同 ) 中 与 主要 唱 楼 及 唱 面 重合 的 对 称 


元 素 特性 及 其 等 效 点 坐标 (参阅 图 1-8-3) 
三 次 对 称 轴 

四 次 对 称 轴 

四 次 反 伸 对 称 轴 

二 次 对 称 轴 

对 称 面 

低级 唱 系 8 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 
中 级 晶 系 19 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 
高 级 晶 系 5 个 点 群 的 一 般 位 置 等 效 点 系 


各 种 螺旋 轴 在 特定 坐标 系 中 与 Z 轴 平行 且 与 X 轴 及 Y 轴 截 距 为 a 及 5 时 


的 一 般 位 置 等 效 点 系 
在 非 初 基 格 子 的 [L100],L010J 和 [00j 取 向 上 对 称 面 的 派生 共存 规律 


两 个 平移 方向 相反 的 4 滑 移 面 4(0yz) 和 d* (1/4yz) 的 对 称 等 效 点 系 具 有 


面 心 格子 的 非 初 基 平 移 性 质 

面 心 下 格子 中 平行 Z 轴 派 生 共存 的 二 次 轴 与 其 他 的 一 般 位 置 等 效 点 对 
在 非 初 基 格 子 的 [100],[010]j 和 [001] 取 向 上 二 次 轴 的 派生 共存 规律 
坐标 轴 的 对 换 及 轮换 与 空间 群 国际 符号 中 滑 移 面 符号 的 变换 关系 

在 [100],L010j 和 [001] 取 向 上 对 称 面 的 可 能 组 合 

点 群 mmm 中 独立 的 对 称 面 组 合 及 其 重复 的 组 合 符号 

几 种 阳 靶 材料 所 发 射 的 特征 X 射 线 波 长 及 相应 的 滤波 材料 

各 种 草 体 点 阵 的 非 初 基 平 移 与 倒 易 点 阵 中 部 分 阵 点 系统 消失 规律 

11 种 劳 埃 群 


26 
34 
45 
45 
45 
46 
46 
58 
69 


7 


72 
72 
72 
72 
72 
72 
77 
77 
78 


102 
186 


189 
196 
196 
214 
219 
219 
242 
268 
291 
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表 3-5-2 

表 3-5-3 

表 3-5-4 

表 3-5-5 

表 3-5-6(a) 
(Cb) 
(c) 
(d) 
(e) 
({) 
(g) 
(h) 
(1) 
(7) 
(k) 

表 3-5-7(a) 
(b) 
(Cc) 
(d) 

表 3-5-8(a) 
(b) 
(Cc) 
(d) 
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正 交 晶 系 中 各 种 性 质 滑 移 面 在 不 同 取 向 上 引起 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 
以 L110] 取向 的 滑 移 面 引起 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 

二 次 螺旋 轴 引 起 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 

L001j 取 向 的 各 种 高 次 螺旋 轴 引 起 00: 类 型 的 倒 易 阵 点 系统 消失 的 规律 
三 斜 晶 系 : 劳 埃 群 ] 所 属 衍 射 群 

单 斜 晶 系 : 劳 埃 群 2/m 所 属 衍射 群 

正 交 晶 系 : 劳 埃 群 mmm 所 属 衍射 群 

四 方 晶 系 : 劳 埃 群 4/m 所 属 衍射 群 

四 方 晶 系 : 劳 埃 群 4/mmm 所 属 入 射 群 

三 方 晶 系 : 劳 埃 群 3 所 属 衍射 群 

三 方 晶 系 : 劳 埃 群 3m 所 属 衍射 群 

六 方 晶 系 : 劳 埃 群 6/m 所 属 衍射 群 

六 方 蝇 系 : 劳 埃 群 6/mmm 所 属 衍射 群 

立方 唱 系 : 劳 埃 群 m3 所 属 衍射 群 

立方 唱 系 : 劳 埃 群 m3m 所 属 衍射 群 

具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 对 称 面 的 等 效 衍射 


”具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 二 次 轴 的 等 效 衍射 


具有 劳 埃 群 6/mmm 对 称 的 衍 的 空间 中 六 次 轴 的 等 效 衍射 
具有 劳 埃 群 3 对 称 的 衍射 空间 中 三 次 轴 的 等 效 衍射 

有 具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 对 称 面 的 等 效 衍 射 
具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 二 次 轴 的 等 效 衍射 
具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 三 次 轴 的 等 效 衍射 
具有 劳 埃 群 m3m 对 称 的 衍射 空间 中 各 个 四 次 轴 的 等 效 衍射 
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